r * 


‘«-  '•<  M 

> ‘^ln^ 

'C  r-î^ 

‘.^.i  ■‘.' 

<K  ; 


% 

^ 1 

-*  «r’  r VVJ^ 


L.-^v 


■m 


l’IIÉORIE, ANALYTIQUE 


SÏSTÈME  DE  MOnI. 


m:-'~  • -«  *-i 

" V-  . V . • . 


. ■ V ^ 


/.  v''; 


v<î 

' *.  ♦ ^ ^ S'» 


‘ ‘'  Æ.  --  • V»  ...^ 


L'Auteur  ot  )*é^teor  do  cet  otivraf^c  sc  r<^^^Tcnt  le  tIroU  de  le 
traduire  ou  de  le  faire  traduire  en  toutes  Innfjiics.  Ils  poursuivront,  eu 
vertu  des I/)is,  Décrets  et  Traités  internationaux,  toute  contrefaçon,  suit 
du  texte,  soit  des  gravures,  ou  toute  traduction  faite  au  mépris  de  leurs 
droits. 
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littéraires. 
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fabricants  et  les  débitants  de  ces  exemplaires. 
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AVERTISSEMENT. 


Depuis  longtemps  les  sciences  mathématiques  et 
astronomiques  réclamaient  un  ouvrage  où  les  grandes 
découvertes  faites  depuis  Newton,  dans  la  théoiie  du 
système  du  monde,  fussent  exposées  «l’une  manière 
claire,  simple  et  à la  portée  de  tous  ceux  qui  ont  suivi 
un  cours  élémentaire  de  calcul  différentiel  et  «le  mé- 
canique.  Laplace,  dans  la  Méatnique  céleste,  a pré- 
senté ce  tableau  sous*  des  (ormes  plus  savantes  ; il 
s’est  attaché  surtout  à mettre  en  relief  tes  méthodes 
«pii  lui  étaient  personnelles,  et  qui  l’ont  conduit  aux 
gramies  d«'-couvertes  «pii  ont  rendu  son  nom  immor- 
tel. Mais  ces  méthodes  ont  d«'*jà  subi  le  sort  réservé 
d’ordinaire  aux  procédés  des  inventeurs  dans  les 
sciences  et  «lans  les  arts  (*).  Des  voies  plus  courtes  et 
plus  faciles  ont  été  imaginées  pour  arriver  au  but 
* «qu’avaient  atteint  avec  tant  de  difficulté  «'eux  «qui 
marchaient  les  premiers.  Je  crois  donc  «que  la  publi- 

(*)  « .le  suis  «lu  nombre  «le  ceux  qui  pciisenl  «jiic  le  même 
sujet  peut  èlre  Irailc  maintenant  avec  beaucoup  plus  «l’élegance  et 
plus  de  clarti’.  • ( Voir  la  Lrltrc  de  Legendre,  tome  lit , page  viij .} 
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cation  de  cet  ouvrage,  quand  elle  n’aurait  pour  objet 
que  l’utilité,  sera  profitable  à ceux  qui  voudront  faire 
une  étude  spéciale  de  la  Mécanique  céleste,  en  leur 
Facilitant  la  lecture  souvent  pénible  de  cette  grande 
oeuvre,  que  l’on  peut  regarder  comme  le  traité  le  plus 
complet  et  le  plus  sublime  d’astronomie  théorique 
que  nous  possédions,  en  même  temps  que  ceux  qui 
n’auraient  pas  le  loisir  d’en  approfondir  toutes  les 
parties,  trouveront  dans  le  notre  le  moyen  d’en  éviter 
les  |>rincipales  difficultés  et  de  se  mettre  rapidement 
au  courant  de  l’état  de  perfectionnement  où  la  science 
des  mouvements  célestes  est  aujourd’hui  parveime. 

Les  deux  premiers  volumes  que  l’on  réimprime  au- 
jourd’luii,  forment  un  traité  de  Mécanique  céleste  à 
peu  prés  comjdet,  les  autres  Mollîmes  comprennent 
les  applications  des  théories  exposées  dans  les  deux 
premiei-s  aux  différents  corps  du  système  solaire.  Le 
troisième  renferme  la  théorie  des  mouvements  plané- 
taires; le  quatrième,  celle  des  satellites  et  de  la  Lune 
en  particulier;  le  cinquième , (\n\  sera  mis  incessam- 
ment sous  presse,  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter, 
celle  du  flux  et  du  reflux  de  l’Océan,  une  théorie  nou- 
velle des  réfractions  astronomiques,  et  quelques  éclair-  ’ 
cissements  sur  différents  poitits  traités  dans  les  vo- 
lumes précédents;  enfin  nn  tableau  exact  de  l’état  de 
la  science  à ré|)o(pie  où  nous  nous  arrêterons,  for- 
mera la  conclusion  de  I Ouvrage.  ' 
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Ou  trouvera,  à la  fin  de  chaque  volume,  des  Notes 
destinées  à développer  quelques-unes  des  questions 
traitées  dans  le  texte,  et  que  la  crainte  de  nous  écar- 
ter par  de  trop  longues  digressions  de  l'ordre  que 
nous  nous  étions  tracé,  ne  nous  a pas  permis  d’y  com- 
prendre. Enfin  deux  suppléments,  l’un  au  livre  II, 
l’autre  au  livre  V,  contiennent,  le  premier,  une  mé- 
thode remarquable  pour  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle  introduits  par  les  méthodes  ordinaires  d’ap- 
proximation dans  les  formules  des  mouvements^ pla- 
nétaires, et  le  second  une  solution  très-intéressante 
du  problpmc  des  attractions  des  sphéroïdes  elliptiques 
sur  les  points  extérieurs,  que  l’on  doit  à M.  Poisson, 
et  où  il  a surmonté  avec  beaucoup  d’adresse  une  diffi- 
culté de  calcul  intégral  qui  avait  arrêté  les  plus  illus- 
tres géomètres. 
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par  CO  point , se  meut  avec  lut  en  restant  toujours  parnllcle  à lui>mètuo. 
Les  principes  de  la  coiisorvalion  des  aires  et  des  forces  vives  peuvent 
so  réduire  a de  simples  relations  entre  les  coordonnées  des  distances  mu- 
tuelles des  différents  corps  du  système.  Remarque  sur  l’extension  à don- 
ner QUI  quatre  principes  généraux  du  mouvement.  Les  deux  premiers 
subsistent  dans  le  cas  même  d’un  changement  brusque  dans  le  mouvement 
du  système;  les  principes  de  la  conservation  des  aires  et  du  la  moindre 
action  ne  subsistent  que  dans  le  cas  où  les  mouvements  des  corps  chan- 
gent par  des  nuancus  insensibles aC 


CHAPITRE  V.  — yionventtnt  (Vun  corps  solide. 

Equations  dinercntielles  du  mouvcmuut  d'un  corps  solide.  Les  trots  pre- 
mières délurminent  le  mouvement  de  translalioii  du  centre  de  gravité  ; 
les  trois  dernières , le  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point.,  a**  n 
Forme  particulière  qu'un  peut  faire  prendre  aux  équations  dinVrentielles 
du  mouvement  de  rolalioii  en  rapportant  les  coordonnées  à trois  axes 
mobiles  dans  l'cspaee,  mais  fixes  dans  rintérieur  du  corps,  28  et  39 

Les  tM|ualtons  du  mouvement  se  simpliHcnt  quand  on  prend  pour  axes  des 
coordonnét*s  les  trois  axes  principaux  du  corps.  Équations  qui  déter» 
minent  la  position  de  ces  axes  par  rapport  à trois  axes  fixes  quclcou^ 

gués J n*  3o 

Il  existe  dans  chaque  cor{>s  un  système  d'axes  principaux  , et  en  général  ce 

système  est  unique.. h®  3i 

Déliniiioii  du  moment  d’inertie.  Sa  valeur  vaTle  suivant  Taxe  auquel  on  le 
rapporte;  mais  elle  se  détermine  aisément  dans  tous  les  cas,  lorsqu’on 
connait  les  moroento  d'inertie  relatifs  aux  axes  principaux.  Si  deux  des 
moments  d'inertie  du  corps  sont  égaux  entre  eux  , tous  les  axes  compris 
dans  le  plan  des  axes  auxquels  ils  se  rapportent , seront  des  axes  princi- 
paux. Silos  trois  inomciiU  d’inertio  sont  égaux  , tous  les  axes  du  corps 

seront  des  axes  priacipam 3a 

Axe  instantané  do  rotation.  Lus  quantUés  qui  le  déterminent  font  connaltro 

en  même  tcmpft  In  vite;^  du  corps  autour  de  cet  axe n**  33 

Dus  oscillations  d*un  corps  qui  tourne  à fort  pen  près  autour  d'un  de  ses 
axes  principaux  et  qui  n'est  soumis  à Taction  d’aucune  force  accéléra» 
trice.  Si  le  corps  commence  à tourner  autour  d'un  de  sus  axes  principaux , 
il  contiiiuera  à su  mouvoir  autour  de  cct  axe.  Lu  mouvoment  slahlu 
autour  désaxes  principaux  qui  répondent  au  plus  grand  et  au  plus  imtit 
moment  d'inertie , mais  il  ne  l'est  pa*  relativement  au  troisième.  ■ 3^ 

Du  niouvemont  du  rotation  d'un  corps  qui  ii’cat  trouble  par  ractioii  d’au- 
.cune  force  accelcralrice,  et  qui  résulte  d'une  impulsion  primitive  qui  ne 
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Cas  trt*s-étendu  où  ces  équations  peuvent  deveuir  inlei’rablcs.  La  eondi-> 
lion  qu'il  suppose  sera  reinpUc  dans  tous  les  instants,  si  elle  l'est  à un 
instant  quelconque.  Cette  condition  il'esi  pas  satisfaite  dans  la  théorie  des 
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UVRE  SEœNl).  . 

MOUVEMENT  1»R  UÉVtlI.UTlOIf  DES  COnPâ  CKEKSTI-S. 

CHAPI  TKL  Des  foices  qui pfoduisrnt  tes  moui'ctueiUi  dt  s cotps 

célestes , ou  pnneipe  dt'  U pesanteur  unieerscllr. 

Les  moiivemunls  des  corps  célestes  nous  révèlent  l’existence  tb»s  forces  qui 
les  animent.  l<es  luis  de  ces  mouvements,  découverU^  par  Kepler,  coin- 
bineos  avec  les  principes  de  là  Mécanique,  montrent,  i®qnc  la  force 
principale  qui  suUiciU^  les  planètes  et  les  comètes  est  dirijjée  vers  le  centre 
du  Soleil;  2®  que  celle  force  croit  en  raison  inverse  du  carre  de  la  dis- 
tance du  contre  de  ces  astres  à celui  du  Soleil  ; 3®  que  la  force  (|tii  anime 
les  planètes  et  les  comètes  serait  la  mémo  ]u>ur  tous  ces  corps  Siippom  s à 
égale  distance  du  Soleil n®*  1 et  1 

La  comparaison  des  lois  du  mouvement  nnx  observations  conduit  sans 
auciino  liypollu'*sc  etrangère  à celle  grande  loi  de  la  nature  : Toutes  les 
molécules  de  la  méttière  s'attirent  en  raison  directe  des  masses  et  ineersc  du 
carré  des  distances  . . n®  *3 
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Les  phtfDom«*nc«  U*s  pltiii  remarqiiabloft  üu  systônio  Jn  momlo  s<*  ilrJu»ent 
nninroUemeut  d»  principe  Je  )a  [gravitation  universelle.^ 4 

('liAPI  rnK  11.  ’ Et^uaiions  d{f/è*  eniielles  du  mouwmenl  d un  sjstfme  de  corps 

soumis  à leurs  attKtctions  mutuelles. 

Le  mouvement  Uo  chacun  des  corps  du  système  est  deierminé  par  aii  équa- 
lions.  Les  trois  premières  déterminent  à chaque  instant  la  position  tle  son 
centre  Je  gravité  dans  Tespacc;  les  trois  dernières , la  situation  <lu  corps 

relativement  ^ ce  centre b et  <> 

lx>r»qo*on  ne  considère  que  les  mouvements  de  translation  des  corps  ce* 
lestes,  on  peut  faire  al>stractiûn  de  leur  figure,  et  les  regarder  comme 
des  points  materiels  concentrés  dans  leur  contre  de  gravité.  Equations 

diirércntielles  du  mouvement  d'un ‘pareil  syatème . . n”  7 

Equations  dilTercnticIlcs  du  mouvement  d'un  système  de  corps  soumis  à 
leurs  attractions  mutuelles,  autour  de  l'un  d'entre  eu\  considéré  coninio 

centre  dt»s  mouvements. . . . n“  H 

Les  intégrales  qui  résultent  des  principes  de  la  cousorvalion  du  mouvement 
du  centre  de  gravité  , des  aires  et  des  forces  vives,  sont  les  seules  inte- 
giales  rigoureuses  qu'on  ait  pu  jusqu'ici  tirer  de  ces  équations.  Dévelop-» 

pement  de  ces  inlégrales g 

système  d'une  planète  et  de  scs  satellites  agit,  à très-peu  près,  sür 
. les  autres  corps  célestes , comme  si  la  planète  et  ses  satellites  étaient  rcu» 
nîs  à leur  centre  commun  de  gravite,  et  le  mouvement  de  ce  centre  autour 
du  Soleil  est  à très-peu  près  le  même  que  si  celte  réunion  avait  lieu  en 

effet ■ ■ ■ ■ ■ 10  et  1 1 

Les  cquatiorM  différentielles  des  mouvements  des  corps  célestes  ii'étant  pas 
intégrables  en  general , il  a fallu  recourir  aux  méthodes  d’approximation 
|K>ur  on  déduire  les  lois  de  ces  mouvements.  La  méthode  de  In  variation 
des  constantes  arbUrmres  s\ui  cmhrtksshe  dans  la  mémo  analyse  les  phéno- 
mènes du  mouvement  de  translation  et  ceux  du  mouvemcot  de  rotation  , 
est  la  plus  ingénieuse  etla  plus  generale  qu'on  ait  encore  imaginée,  1 3 

CHAPITRE  111.  — Intégration  des  éijuations  <hjfférentieUrs  du  mouvement 
d'un  système  de  corps  soumis  à leurs  attractions  mutuelles. 

1 ransformaUoji  nouvelle  de  ces  équations.  Méthode  générale  pour  les 
intégrer  par  la  variation  des  constantes  arbitraires  contenues  dans  les 
intégrales  qu'on  obtient,  en  faisant  abslrartion  d’une  partie  de  leurs 
termes.  ExprcsAÎmis  gciiiTalcs  des  variations  des  consianlcs  arbi- 
traires  ’x  . . n'**  lit,  I '1.  < 3,  »ti,  17,  iK  cl  19 
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(iHNFITRK  IV.  — Première  approTintrttton  du  niouvcnti-nt  de  rn’oiutwn  des 
corps  célestes  t ou  th^rir  du  mou*’cmrnt  cUiptigur. 

lnU*n»‘ation  des  équations  diflercntiellcs gui  deteroiHicnl les mouvemenU  r<s 
latifs  de  deux  corps  gui  s’attirent  en  raison  directe  des  masses  et  en  raison 
inverse  tlu  carré  des  disUnc<»s>  La  courbe  que  le  premier  décrit  autour  cl» 
second  » est  une  section  conique,  et  les  aîres  décrites  sont  proportionnelles 
aux  temps.  ExpresMons  du  rayon  vecteur,  deVanomalie  moyenne  et  de 

Vanomalie  vraie,  en  fonction  de  ranomaUc  excentrique , oo 

1 ransformation  des  intégrales  précédentes  qui  donne  les  constantes  exprl» 
nu^s  en  fonctions  des  coordonnées  rectangulaires  de  la  planète  et  de  leurs 

prc.mière&  différences ai. 

Expressions  do  l'anomalicv  excentrique,  du  rayon  vecteur  cl  de  l’ano- 
lualic  vraie,  en  séries  convernontes  do  sinus  et  de  cosinus  de  rnnomalie 

moyenne. 23,  a3  cl 

Expressions  en  séries  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d'une  planète  rapportée  à un  plan  très>peu  incUnc  à celui  de  son  or» 

*>ite.  ■ . . ■ ■ . ■ - ■ II»  23 

Développement  des  formules  du  mouvement  elliptique  dans  le  cas  d’une 
orbite  trcs-oxccntriquc.  Expressions  du  rayon  vecteur  et  du  temps  en 
fonctions  de  la  longitude  vraie,  dans  une  parabole.  Ces  formuler  sont 

très  en  usage  dans  I.1  théorie  des  comètes n»  2G 

Relation  remarquable  qui  existe  entre  le  t^mps  employé  h décrire  un  arc 
de  parabole,  les  rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités  de  cet  are  et  la 

corde  qui  le  sous-tend n» 

Moyen  très-simple  de  déterminer  la  masse  des  planètes  qui  sont  .iccom» 
pngnées  de  satellites.  Application  à Jupiter.  Méthode  paHieuliero  |>our 
déterminer  la  masse  de  la  lcrre . • n» 

CHAPITRE  V.  — Vèterminaiion  des  constantes  arbitraires  ^ui  entrent  dans 
1rs  formules  du  mowi'emt*ni  elliptitfue. 

Détermination  des  éléments  de  l'orbite  d'une  planète  ou  d’une  comète,  lorv 
qu’on  connaît,  pour  un  instant  donné,  ses  trois  coordonnées  orthogonales 

et  leurs  différences  premières » . • • n»  iq 

Relation  générale  qui  existe  entre  les  deux  rayons  vecteurs  menés  aux  ex« 
trémités  d'un  arc  elliptique,  la  corde  qui  sous->tcnd  cet  arc  et  le  temps 

* employé  « le  parcourir n»  3o 

Détermination  dos  olémenU  de  Porbito  dans  I#  eaa  où  l’on  connaît  deux 
lieux  do  la  planète  et  le  temps  employé  k parcourir  l’espace  qu'ils  eom~ 

prennent n»3i 

Dt'veloppemcnt  en  séries  convorgcnies  ordonnées  par  rapport  au  temps , do-s 
coordonnées  rectangulaires  de  la  planète,  dans  le  cas  où  l'on  suppose 
trés«petit  rmtcrrallc  qui  s'écoule  entre  scs  passages  par  les  deux  |>oinls 
donnés n»  Ha 
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XV 


D«»t«»rminaÜoti  dét  flnm-nts  de  i\nl)ih*  >l:ms  !«•  «ns  où  l'ini  ronnafl  lrol< 
rayons  vecteurs  et  les  temps  employés  pnr  Ifi  à parcourir  les  iii- 

tervaUes  qui  les  séparent n*^  Z\ 

('.HAPITRE  VI.  — \anations  des  conslantrs  arbitraires  qui  entrent  dons  tes 
/brmules  du  mouvement  elliptique,  ou  théorie  des  perturbations  planétaires. 

On  peut  considérer  généralement  l'orbite  d'une  planèU*  comme  une  ellipse 
dont  les  éléments  varient  à chaque  instant  par  l’action  des  forces  pertur- 
bntrices.  Manière  de  réduire  cette  considération  en  analyse,  et  rormnles 
qu\>n  en  déduit  pour  la  détermination  de^  variations  des  éléments  ellip> 

♦ tiques;  res  formules  coïncident  avec  celles  qut  résidtent  de  la  théttric 
nérale  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  ■ ■ . 3f),  5“,  3H  et  3ç) 

Xpplicaliun  des  formules  précédentes  aux  formules  du  mouvemont  dans 

rellipse. n*»  /jO 

Kxpresslons  diverses  des  variations  des  éléments  de  l’orbite,  au  moyen  des 
difTérçnccs  partielles  de  la  fonction  perturbatrice,  prises  par  rapport  à c«.*s 
cléments  et  multipliées  par  dc*s  cocfliclenta  constants.  41»  45 

Formules  qui  déterminent  la  partie  des  variations  des  éléments  elliptiques 
qui  croit  avec  une  extrême  lenteur n**  /|d 

(JI/VPITRE  Vil.  — Déi’cloppcment  des  fot mules  qui  déterminent  les  l’ariations 
des  éléments  des  orbites  planétaires , et  relations  qui  existent  entre  les  inéga- 
lités séculaires  de  ces  éléments. 

Uisitnclion  des  variations  des  éléments  elliptiques  en  variations  pénodiqurs 
et  envariations  séculaires.  Moyen  de  les  déterminer  imi  inlcgrant  par  ap- 
proximation leurs  valeurs  différentielles , n"  4? 

Ib  velopponient  en  série  , ordonnée  par  rapport  aux  excentricités  et  *aux  in- 
clinaisons, delà  jonction  perturbatrice n° 

Formules  pour  calculer  les  différents  termes  de  ce  développement , n°* 

Ijo.  5t  et  5a 

Expression  du  terme  du  développement  en  série  de  la  fonction  pertur- 
batrice, qui  est  indépendant  du  temps,  et  d’où  rtisiiltent  les  variations 

séculaires n» 

Formules  générales  qui  déterminent  les  variations  séculaires  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  d’un  système  d’orbites , lorsqu’on  ne  poosse  Fap- 
proximation  que  jusqu’aux  termes  du  premier  ordre , ptir  rapport  aux 
excentricités  et  aux  inclinaisons.  Relations  ffénérales  qui  existcut  entre 
inégalités  à longues  pério«]es.  Conséquences  qU’on  en  tire.  Mouvo- 
meut  des  orbites  de  deux  planètes  sonmises  h leurs  actions  réciproques; 
leur  inclinaison  mutuelle  est  constante,  et  le  mouremcni  de  leur  com- 
mune intersection , sur  les  plans  de  c)iacuuc  de  ces  orbites,  est  uni- 
forme. , . 54,  f>5,  'ie  et  .^7 
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(iHAPlTRF.  VIII.  — Inégalités  séculaires  «/<•<  élrmt'nts  Jcf  orfcifi*/ 
planétaires. 

Variations  séculaires  des  grands  arcs  et  des  moj^ens  mou^'Cmefits. 

l.t>s  moyens  monvement»*  des  planètes  sont  uniiormcî»  et  leurs  çramU  axt*N 
sont  Ponstants,  meme  lorsqu’on  pousse  les  approximations  jusqo^aux 
carrés  des  forcos  i)orturbatrIcca. . 58,  5q,  6o,  6i  et  Ci 

Variations  séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies. 

Développement  des  formules  diflcronticHes  qui  les  déterminent,  en  ne  por- 
tant rappTOximation  que  jusqu’aux  premières  puissances  des  cxccnlricllês 

<‘t  inrlinaisnng-  n<> 

lnté(^ration  de  ces  équations  et  détermination  par  les  observations  des  arbi- 
traires qu’elles  renferment... n®6.j 

bes  excentricités  dos  orbes  planétaires  ne  pourront  pas  éprouver  dans  la 
suite  des  siècles  des  variations  considérables,  et  elles  resteront  loojours 

trcs-|H*titcs , comme  elles  le  sont  aujourd'hui 

Evamen  de  la  formule  qui  donne  sous  forme  iinie  la  variation  du  péri-, 

helie...  , <iC» 


r.oiisîdérations  sur  les  résultats  precedents. 


n®  67 


Variations  séculaires  îles  inclinaisons  et  des  longitudes  des  nœuds. 

Équations  diflercntielles  qui  les  déterminent,  en  n’ayant  égard  qu’aux  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons ....  68 

Conversion  de  ces  équations  en  un  système  d’équations  différentielles 
linéaires,  et  intégration  de  ces  équations.  La  stabilité  du  système  plané- 
taire est  assurée  relativement  aux  inclinaisons,  comme  elle  Test  par  rap- 
port aux  excentricités,  c’egt-U-dire  qu’elles  ne  subiront  jamais  de  varia- 

tioiis  considérables.» .... . . n<>6q 

Moyen  curieux  de  déterminer  géométriquement  les  excentricités,  les  incli- 
naisons et  les  longitudes  du  périhélie  et  des  nœuds  des  orbites  plane- 


Variations  des  inclinaisons  et  des  nœuds  d’un  système  de  planètes  rappor- 
tées à rorbilc  mobile  de  l’une  quelconque  d’entre  elles n"  71 

Considérations  sur  les  résultats  précédents n*’  7 1 

Variation  séculaire  de  la  longitude  de  Vépoque, 

Importance  de  cette  variation , parce  qu’elle  produit  rallcralion  séculaire  de 

la  longitude  moyenne 1107.1 

Relation  qui  existe  entre  les  yariationa  séçulatrcs  de  l’époqiie  de  deux  pln- 
iièies  soumises  ii  leurs  attractions  mntuolles,  rclalimi  qui  donne  le 
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moyen  facile  üo  Jcituiru  rmicdo  cc»  vaiiaiions  Je  Tautre  Mippo&et^  fou-  • 

nue »"  ~'i  1 . • 

InU^graüon  *dc  Vcxpreftsion  différentielle  de  lu  variation  |sêculairc  «ic  l’é- 
poque. Le  terux'  proportionnel  au  carre  du  temps  qui  entre  dan>  sa  va- 
Ictfr  finie , est  tnsensihlc  Jans  ia  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  mais  tl 
produit  raccHi»raUon  du  moyen  mouvement  do  la  Lune , dont  on  avait  , 


longtemps  cherche  vainement  la  cause «...  » ^5 

Kxpressio»  rigoureuse  de  la  variation  séculaire  du  IVpoque  n°~;6 


, De  tu  stabilité  du  Siystètne  planétaire . 

Pour  l’assurer,  il  faut  i^que  les  grands  axes  des  orbites  soient  invnriables; 
3®  que  les  x’ariatiuus  des  excentricités  et  des  inclinaisons  soient  rcnfcrniêes 
entre  d'étroites  limites.  Ces  conditions  sont  remplies,  quelque  loin  que 
Von  pousse  les  approximations,  rolalivcinent  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons, en  ayant  méroe  égard  au  carré  des  forces  perturbatrices.  Il 
en  résulte  que  les  orbites  planétaires,  dans  la  suite  des  siècles,  ne  fe- 
ront qu'osciller  autour  d*un  état  moyen  d'excentricité  et  d'inclinaison 
dont  elles  s’écarteront  peu,  en  conservant  toujours  les  mêmes  grands 
axes ' !!<>■  77  et  78 

La  position  du  plan  /wariafr/c  n'est  point  altérée  par  les  variations  ^ 

laires  des  éléments  elliptiques  des  planètes,  même  lorsqu'on  a égard  dans 
les  approximations  au  carré  do  la  force  perturbatrice.  Considérations  sur 
ce  sujet 

CHAPITRE  IX.  — Variations  périodi<fucs  des  éléments  des  orbites  planétaires. 

Développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons.  Termes  correspondants  des 
altérations  du  grand  axe,  du  mouvement  moyen,  do  l’excentricité, 
de  l'inclinaison,  des  longitudes  do  l'cpoquc,  du  périhélie  et  du 
noeud n®  80  et  81 

Manière  de  déterminer  les  consUiites  introduites  dans  ces  valeurs  par  l'in- 
tégration   n®  82 

Variations  périodufues  du  rajon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude. 

H suffît , pour  les  déterminer,  d’introduire  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique  les  éléments  corrigés  de  leurs  altérations  périodiques;  for- 
mule très-simple  qui  donne  immédiatement  l'altération  périodique  de  la 
longitude  , lorsque  l’on  connait  celle  du  rayon  nectcur n®  83 

Développement  des  altérations  périodiques  du  rayon  vecteur  et  do  la  lon- 
gitude, en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons, en  no  portant  l'approximation  que  jusqu’aux  termes  du  premier 


. ordre,  relativement  à -ces  quanlilcs et  8.'> 

Kormule  qui  détermine  l’altération  de  fa  latitude..^  n®*  8G  et  g- 

T.  ^ b ‘ 
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CHAPITRE  X.—  Inéfialitês  périodiqu»’s  du  rayonx'cctrur,  de  ta  iongitudr,  et 
de  la  latitude  f drprndantes  des  puissances  supérieures  des  ea^centricités  et 
des  inclinaisons. 

Seconde  méthode  pour  déterminer  ces  inegantes  nu  moyen  des  équations 

dinorcnlic)Ies  du  mouvement  troublé n®  88 

Équations  dinercnticllos  qui  déterminent  les  altérations  du  rayon  vecteur, 

de  la  longitude  et  de  la  latitude n®  89 

Intégration  générale  de  ces  équations.  Moyen  qu’on  emploie  pour  faire  dis>^ 
paraître  les  termes  qui  contiennent  le  temps  hors  des  signes  nnuj  cl  co- 

sinus Il®  90 

Développement  des  altérations  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude.  Manière  dont  on  détermine,  pour  les  usages  astronomiques,  les 

constantes  intnuluites  par  riiitégraliou n®*  91 , 93,  q3,  y'4  et  yS 

Méthode  pour  déterminer,  par  des  approximations  successives,  les  inégalités 
du  rayon  veclenr,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  en  portant  la  préci- 
sion jusqu'à  telle  puissance  que  l’on  voudra  dos  cvrenlHcilés  et  des  îh- 
clinuisons.  Considérations  générales  sur  la  détermination  des  inégalités 
planétaires  qui  dépendent  du  carré  et  dos  pnissanres  siipcricnres  de  ces 
deux  cléments n®  i>() 
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Il  ii‘y  a guère  plus  d'iii\  siècle  que  nous  ignorions  encore  les 
lois  èleriielles  (|ui  règlent  les  mouvements  des  astres  que  nous 
contemplons  dans  les  cieiix.  Les  anciens  astronomes  ne  nous 
avaient  rien  appris  sur  cet  important  objet,  si  digne  de  fixer  les 
méditations  des  hommes.  -Quelques  faits  isolés,  d’ingénieuses hv- 
pothèses  pour  expliquer  les  irrégularités  apparentes  des  corps  cé- 
lestes, composaient  alors  toute  la  théorie  physique  du  système  du 
monde.  Hipparque  à Samos , jilus  tard  Ptoléraée  à Alexandrie, 
sé  mtmtrèrent  observateurs  habiles  ; plusieurs  points  délicats  de 
l’Astronomie  pratique  furent  saisis  par  eux,  et  peut-être  devrait- 
on  s’étonner  que  des  esprits  aussi  éclairés  n’aient  pas  tenté  de 
remonter  des  effets  aux  causes,  si  l’on  ne  songeait  que  ce  n’est 
qu’après  des  siècles  d'observations  qu’on  peut  espérer  de  saisir  les 
grandes  lois  de  la  nature  dans  les  phénomènes  «pi’elle  nous  pré- 
sente, et  que  c’eût  été  construire  un  édifice  sans  basi.’ , que  de  fon- 
der un  système  sur  un  assemblage  de  faits  incohérents  et  sans 
liaison  entre  eux,  tel  qu’étaient  au  temps  d’Hip|)arquc  et  de  Plo- 
leniée  les  connaissances  astronomiipies.  Enfin,  ce  qui  surtout  a 
manqué  aux  savants  de  l’anthpiité  pour  ravir  à notre  âge  l’hon- 
neur d’avoir  découvert  les  vrais  jirincipes  de  l’univers,  c’esf  ce 
guide  infaillible  de  l’esprit  humain  , la  Philosophie , création  des 
temps  modernes,  qui  portant  partout  sa  lumière,  écartant  les 
illusions  de  nos  sens,  mé()risant  les  préjugés  de  l'habitude  et  de 
l'erreur,  soumet  à l'analyse  de  la  raison  toutes  les  idées  reçues, 
tous  les  faits  regardes  jusque-là  comme  démontres  , et  ne  s’arrête , 
dans  sa  marche  irrésistible,  que  lorsque  l'accord  de  ses  théories 
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avec  les  phénoiiièncs  obsirvos  lui  monltc  ijuVIk*  a enfin  atteint 
la  vérité,  noble  but  de  toutes  ses  recherches. 

Les  astronomes  arabes  se  contentèrent  de  nous  transmettre 
avec  fidélité  le  dépôt  des  connaissances  (|ii’ils  avaient  reçues  des 
Grecs  ; et  tandis  que  le  despotisme  éteignait  le  flambeau  des  sciences 
dans  les  belles  contrées  qui  en  furent  le  berceau,  ils  recueillirent 
les  débris  épars  de  ce  grand  naufrage , et  l’Europe  leur  dut  les  pre- 
miers rayons  de  lumière  qui  dissipèrent  les  ténèbres  de  douze  siè- 
cles d’ignorance  et  de  barbarie. 

Copernic,  vers  le  milieu  du  seizième  siècle,  ouvrit  une  route 
nouvelle  ; il  ne  chercha  pas  dans  son  propre  génie  l’explication 
des  mouvements,  en  apparence  si  bizarres,  des  corps  célestes;  il 
se  borna  à comparer  aux  phénomènes  observés  les  hypothè-ses 
que  les  anciens  avaient  proposées  pour  les  expliquer,  et  reconnut 
que  la  plus  probable  était  celle  de  l’école  de  Pythagore , qui  en- 
seignait le  mouvement  de  la  Terre  et  des  planètes  autour  du  Soleil, 
immobile  au  centre  du  monde.  Après  lui  Tycho , l’un  des  plus 
grands  observateurs  qui  aient  existé , séduit  par  l'ambition  de 
donner  son  nom  à un  nouveau  système  , voulut  modifier  celui 
qu’avait  proposé  Copernic  , et  en  revenant  aux  erreurs  des  an- 
ciens, qui  faisaient  de  la  Terre  le  centre  des  mouvements  , il 
faillit  replonger  la  science  dans  le  chaos  dont  elle  venait  de  sortir. 
Plus  heureux  , son  disciple  Kepler,  doue  d’une  patience  à toute 
épreuve  et  d’un  esprit  de  combinaison  qui  lui  fait  chercher  des 
rapports  secrets  entre  les  mouvements  divers  de  toutes  les  pla- 
nètes, guidé  enfin  par  un  instinct  admirable  delà  simplicité  des 
moyens  que  la  nature  emploie  (rour  arriver  à ses  fins  , découvre, 
après  dix-sept  années  de  recherches  , les  véritables  lois  des  mou- 
vements des  corps  célestes , et  laisse  un  nom  immortel  dans  l’His- 
toire de  l’Astronomie  théorique  et  pratique.  Galilée  marche  sur 
les  traces  de  Cttpernic  et  de  Kepler  ; il  invente  un  merveilleux  in- 
strument qui  porte  jus<|u'aux  limites  de  l’espace  les  regards  de 
l’astronome,  et  avec  ce  puissant  auxiliaire  il  fait  dans  les  cieux  • 
de  nouvelles  découvertes.  Il  reprend  la  science  de  la  Mécanique 
au  point  011  l’avait  laissée-  Archimède,  et  comble  en  un  jour  le 
vide  qui  les  sépare  , en  découvrant  les  lois  de'  l’accélération  des 
corps  pesants  au  milieu  des  phénomènes  compliqués  qui  les  ca- 
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i-licrit  à la  pcrreplion  de  nos  sens.  En/'iii , pour  «jiie  rien  ne  iiian- 
(|iie  à la  gloire  de  ce  grand  lioniine,  il  soulient , dans  les  eachols 
même  de  l’Inquisition  , le  mouvement  de  la  Terre  sur  son  axe  , et 
créant,  par  son  exemple,  de  nouveaux  sectateurs  au  système  qu’il 
a embrassé,  il  a riionneiir  d’en  être  le  martyr.  Descartes,  ce  vaste 
génie,  qui  peut-être  n’a  été  trahi  que  par  la  fortune,  s’empare  à 
la  fois  de  l’Algèbre,  de  la  Mécanique  et  de  la  Philosophie  pour  en 
reculer  les  limites.  Il  fait  enfin  un  pas  immense  dans  l’Astronomie 
physique,  il  imagine  le  système  des  tourbillons;  système  erroné 
sans  doute,  vulnérable  sur  tous  les  points,  qui  se  refuse  aux  s|)c- 
culations  de  l’analyse,  qui  n’explique  qu’iinparfaitemerit  quelques 
faits  isolés,  et  qui  certes  n'a  dû  (ju’i  l’autorité  du  nom  de  son 
inventetir  la  séduction  qu'il  exerça  quelque  temps  sur  des  esprits 
d'ailleurs  éclain-s,  mais  qui  fera  époque  dans  Thistoire  de  la 
science,  parce  <|u’il  est  le  premier  effort  qu’on  ait  tenté  pour  re- 
monter des  effets  aux  causes  qui  les  produisent,  et  pour  déduire 
des  phénomènes  le  grand  principe  qui  met  en  mouvement  la  ma- 
tière. Il  fallait  un  profond  génie  pour  concevoir  seulement  l’idée 
de  cette  entreprise , et  Descartes  a mérité  la  reconnaissance  des 
siècles  à venir,  eu  ouvrant  une  carrière  nouvelle  aux  méditations 
de  l'esprit  humain,  et  en  montrant  la  route  que  scs  successeurs 
devaient  parcourir  avec  tant  de  gloire. 

Enfin  Newton  parut , et  dès  ses  premiers  pas  dans  l'empire  des 
sciences,  on  reconnut  l’empreinte  du  grand  homme,  incessu  pn~ 
luit  Deus!  Galilée  avait  découvert  les  lois  de  la  chute  des  graves, 
Huygens  celles  des  mouvements  du  pendule  et  la  théorie  des 
forces  centrales;  il  ne  restait  [plus  qu’à  appliquer  ces  principes 
généraux  au  système  du  monde,  pour  en  déduire  la  loi  de  la  |>e- 
santeur  universelle.  Dans  les  limites  où  elle  était  maintenant  ren 
fermée,  cette  grande  vérité  ne  pouvait  plus  é-chapper  au  pre- 
mier effort  que  l’on  ferait  jmur  la  saisir,  et  peut-être  doit-on  dire 
que  Newton  u’a  eu  que  le  bonheur  d’y  arriver  le  premier.  Un 
hasard  singulier,  mais  un  de  ces  hasards  dont  le  génie  seul  sait 
proBter,  en  fixant  sa  pensée  sur  un  phénomène  qui  se  passe 
journellement  sous  nos  yeux,  le  conduisit  à étendre  à lu  Lune  les 
lois  de  la  chute  des  corps  à la  surface  de  la  Terre;  il  reconnut  que 
J’espace  qu’elle  décrit,  pendant  un  court  intervalle  de  temps. 
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dans  le  sons  de  son  rayon  vecteur,  pour  s’éloigner  de  la  direction 
qu’elle  avait  au  commencement  de  cet  instant,  est  égal  à très-, 
peu  près  à la  hauteur  dont  la  Lune  tombefait  vers  la  Terre  dans 
le  même  temps,  si  elle  n'obéissait  qu’à  l’attraction  de  cette  planète 
supposée  étendue  jusqu’à  la  Lune  et  décroissant  proportionnelle- 
ment au  carré  des  distances.  Mais  cette  grande  decouverte  , qui 
dévoilait  aux  géomètres  un  point  si  important  de  la  constitution 
du  monde,  n’était  rien  encore  pour  ce  génie  entreprenant  ; en 
généralisant  ses  idées,  il  vit  que  la  pesanteur  terrestre  dont  la 
Lune  subit  l’influence , n’est  elle-même  qu’un  cas  particulier  d’une 
force  répandue  dans  tout  l’univers , et  en  vertu  de  laquelle  toutes 
les  molécules  de  la  matière  s’attirent  mutuellement  en  raison  di- 
recte des  masses  et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances. 
C’est  en  vertu  de  cette  puissance  que  les  planètes  sont  retenues 
dans  leurs  orbites  autour  du  Soleil,  et  les  satellites  dans  leurs  or- 
bites autour  des  planètes  principales , tandis  que  le  système  entier 
de  la  planète  et  des  satellites  est  lui-même  emporté  autour  du 
Soleil  en  vertu  de  son  action  prédominante.  En  combinant  celte 
force  attractive  du  Soleil  avec  l’impulsion  primitive  qui  a lancé 
les  corps  célestes  dans  l’espace.  Newton  en  vit  découler  les  lois  si 
belles  et  si  simples  que  l’observation  avait  révélées  à Kepler  : alors 
il  ne  lui  resta  plus  de  doute  qu’il  n’eût  en  effet  découvert  le  grand 
secret  de  la  nature;  mais  étonné  lui-même  du  pas  immense  qu’il 
allait  faire  faire  à l’esprit  humain , il  médita  vingt  ans  cette  grande 
idée  avant  d’oser  la  confier  à son  siècle. 

Comme  si  les  méthodes  usitées  jusque-là  parmi  les  géomètres 
n’eussent  plus  été  dignes  de  s’associer  aux  grandes  découvertes 
qu’il  venait  de  faire , et  qu’il  fallût  un  nouveau  langage  pour  ex- 
primer tant  d’idées  nouvelles.  Newton  jeta  en  même  temps  les 
premiers  germes  du  calcul  infinitésimal , cet  admirable  auxiliaire 
de  l’intelligence  humaine , sans  lequel  |>eut-être  le  géomètre  serait 
resté  devant  la  grande  découverte  de  la  gravitation  univcreelle , 
comme  un  homme  courbe  sous  le  poids  d’un  trésor  qu’il  n a pas 
la  force  de  soulever.  Cependant,  pour  rendre  plus  claires  les  vé- 
rités qu’il  allait  énoncer,  pour  ne  pas  éblouir  par  trop  d’éclat  à 
la  fois  les  yeux  de  scs  contemporains,  pour  metli-e  enfin  à l’abri 
de  toute  controverse  étrangère  son  système  du  monde,  qu’il 
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s'agissait  surtout  de  faire  adopter,  Newton  ne  fit  point  servir  la 
féconde  méthode  d'analyse  qu’il  venait  d’imaginer,  à déduire  du 
principe  de  la  pesanteur  universelle  les  lois  des  mouvements  des 
corps  célestes,  il  eut  recours  aux  méthodes  synthétiques  des  an- 
ciens. L'évidence  de  ses  démonstrations  en  devint  plus  frappante  ; 
mais  la  savante  théorie  du  inécanismê  .des  deux  se  refuse  à ces 
méthodes  vulgaires,  et  Newton  lui-même,  à peine  entré  dans  la 
carrière,  fut  arrêté  par  des  difficultés  insurmontables.  Cependant 
on  n’en  doit  pas  moins  admirer  le  Iprodigieux  génie  de  ce  grand 
homme:  ce  que  l’insuflisancc  de  l’Analyse  l'cmpéche  de  démon- 
trer, il  le  devine,  et  peut-être  n’cst  on  pas  plus  étonné,  lorsqu’il 
expose  à nos  yeux  le  principe  général  du  mouvement  de  la  ma- 
tière, que  lorsqu’on  le  voit  en  saisir  à la  fois  d’un  coup  d’oeil 
d’aigle  toutes  les  conséquences,  et  prévoir  les  phénomènes  qu’il 
doit  produire  dans  les  siècles  les  plus  reculés. 

La  pesanteur  universelle,  ou  cette  tendance  qu’ont  toutes  les 
molécules  de  la  matière  à se  rapprocher  les  unes  des  autres, 
est  surtout  admirable  dans  la  constitution  générale  du  système  du 
monde , parce  que  les  grands  intervalles  qui  séparent  les  corps 
célestes  font  disparaître  les  effets  des  causes  secondaires  qui 
embarrassent  si  souvent  les  mouvements  à la  surface  de  la  Terre, 
et  ne  laissent  subsister  que  ceux  qui  proviennent  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles.  Cette  loi  n’est  point  une  hypothèse  arbitraire  que 
l’on  modifie  ii  son  gré  pour  l’appliquer  à telle  classe  particulière 
de  phénomènes,  elle  est  unique,  elle  est  invariable  ; combinée 
avec  les  principes  généraux  de  la  Mécanique,  elle  rend  compte 
des  plus  [>etiies  irrégularités  que  l’observation  a fait  découvrir 
dans  les  mouvemcnls  des  corps  célestes;  la  simplicité  est  son  pre- 
mier mérite  ; la  facilité  avec  laquelle  elle  se  plie  aux  calculs  ma- 
thématiques, est  un  avantage  non  moins  précieux.  Les  planètes  et 
les  comètes , poussées  par  l’impulsion  qui  leur  fut  donnée  à l’ori- 
gine des  temps,  s’éloigneraient  indéfiniment  du  Soleil , si  aucune 
autre  force  n’agissait  sur  elles;  mais  l’attraction  de  cet  astre  fait 
âéchir  à chaque  instant  la  direction  rectiligne  qu’elles  prendraient, 
en  vertu  de  la  force  centrifuge  et  de  l’impulsion  pi  iniitive  qu’elles 
ont  reçues  : unies  au  Soleil  par  ce  lien  puissant , elles  circulent 
autour  de  lui  dans  des  orbites  rentrantes,  conimc  un  projectile 
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circulerait  autour  de  la  Terre , si  la  force  qui  l'a  lancé  dans  l’es- 
pace était  assez  grande  pour  cnntre-balancer  la  pesanteur  ter- 
restre. Il  suffit  donc  de  supposer  une  force  arbitraire  au  centre 
du  Soleil,  pour  expliquer  les  mouvements  de  révolution  des  pla- 
nètes autour  de  cet  astre;  la  Mécanique  montre  ensuite  que  si 
cette  force  croît  en  raison  des  masses  et  réciproquement  au  carré 
des  distances,  les  orbites  seront  des  courbes  elliptiques,  et  les 
lois  du  mouvement  telles,  que  les  aires  décrites  seront  pro{>or- 
tionnelles  aux  temps  employés  à les  engendrer,  et  les  carrés  des 
temps  des  révolutions  sidérales  des  différentes  planètes,  propor- 
tionnels aux  cubes  des  grandes  axes  de  leurs  orbites.  Mais  l’action 
du  Soleil  n’est  pas  la  seule  force  qui  anime  les  corps  célestes  ; ils 
tendent  aussi  les  uns  vers  les  autres,  en  vertu  de  leurs  attrac-- 
lions  mutuelles.  Ces  secondes  forces,  il  est  vrai,  sont  très-petites 
par  rapport  à la  première,  parce  que  les  masses  des  planètes 
et  des  comètes  sont  généralement  peu  considérables  par  rapj>ort  à 
la  masse  dn  Soleil , mais  elles  suffisent  pour  expliquer  les  irrégu- 
arités  qui  affectent  les  mouvements  elliptiques  des  planètes,  et 
qui  les  empêchent  de  satisfaire  rigoureusement  aux  lois  de  Kepler. 
Il  en  est  de  meme  des  satellites  relativement  aux  planètes  princi- 
pales; leurs  mouvements  ont  été  observés  par  Galilée,  Cassiiii, 
Herschel  qui  ont  aussi  reconnu  par  l'observation  l’aplatissement 
des  principales  planètes.  Les  corps  célestes  sont  doués  d’un  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leur  centre  de  gravité  , ce  qui  tient 
à ce  que  l’impulsion  primitive , qu’ils  ont  reçue,  n’était  pas  dirigée 
vers  ce  point  ; si  l’on  suppose  que  ces'  corjis  étaient  originaire- 
ment fluides , et  que  la  matière  qui  les  compose  s'est  ensuite 
graduellement  refroidie,  hypothèse  que  tous  les  phénomènes 
observés  è la  surface  de  la  Terre  rend  plausible,  on  concevra  que 
les  éléments  fluides  s’écartant  du  centre  de  rotation  en  vertu  de 
la  force  centrifuge , ces  corps  ont  pris  la  forme  de  sphéroïdes 
aplatis  vers  les  pôles  et  renflés  è leur  équateur,  comme  ils  le  sont 
aujourd’hui.  I..a  figure  des  planètes  n'étant  plus  celle  de  la  sphère, 
la  résultante  des  forces  qui  les  animent  n’a  plus  passé  par  leur 
centre  de  gravité,  et  il  en  doit  naturellement  résulter  des  déran- 
gements dans  leurs  axes  de  rotation  et  dans  la  ])osition  de  leurs 
équateurs  : la  preeession  des  é<|uinoxcs,  la  nutation  de  l’axe  ter- 
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reslrc,  et  la  libration  de  la  Lime  en  sont  la  consiKiuence  necessaire. 
I.a  nier,  soulevée  par  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  lorsque  ces 
astres  dominent  son  horizon,  abandonnée  ensuite  à elle-même 
lors<|ii'iIs  s’abaissent  au-dessous,  doit  avoir  un  mouvement  de  flux 
et  de  reflux  semblable  à celui  que  l’observation  nous  présente. 

Ainsi,  tout  s’explique  dans  le  système  de  l’attraction  : les  iné- 
galités des  mouvements  planétaires,  la  furme  particulière  des 
corps  célestes  , les  balancements  de  leur  axe  de  rotation , les  oscil- 
lations des  fluides  qui  les  recouvrent,  ne  sont  qu’une  conséquence 
de  cette  loi  universelle,  et  ces  phénomènes  si  divers,  qui  pa- 
raissent, au  premier  coup  d’œil,  avoir  si  peu  d’analogie  entre 
eux,  sont  enchaînés  l’un  à l’autre  par  ce  principe  général,  et  ne 
pourraient  exister  séparément.  Il  ne  faut  pas  croire  cependant  que 
les  lois  compliquées  de  tous  cês  phénomènes  soient  faciles  à dé- 
duire du  principe  très-simple  que  nous  venons  d’énoncer:  Newton 
reconnut  bien  (|u’elles  en  sont  la  conséquence  immédiate;  mais  de 
ce  premier  aperçu  du  génie  à des  preuves  rigoureuses,  la  distance 
était  immense;  l’analyse  la  plus  profonde  pouvait  seule  la  fran- 
chir, et  du  temps  de  Newton  à peine  elle  venait  d’éclore  ; aussi 
la  plupart  des  recherches  de  ce  grand  homme  sur  le  système  du 
monde  brillent-elles  beaucoup  plus  par  la  sagacité  des  dedurlions, 
que  par  la  rigueur  des  démonstrations;  souvent  même  il  fut  con- 
iluit  à de  graves  erreurs.  On  s’étonnera  moins,  toutefois , qu’il 
ait  laisse  un  si  grand  ouvrage  incomplet , si  l’on  songe  que  les 
génies  des  Euler,  des  Bernoulli,  des  Clairaiit,  des  d’Alembert, 
n’ont  pas  suffi  pour  l’achever.  Mais  la  nature,  pour  récompenser 
l’hoinme  de  l'effort  qu’il  venait  de  faire,  ne  voulut  point  qu’une 
si  grande  découverte  demeurât  stérile  en  résultats,  et,  par  une 
proiligalité  sans  exemple,  elle  dota,  dans  un  court  espace  de 
temps , les  sciences  mathématiques  de  plus  d’hommes  de  génie  que 
n’en  avaient  produit  les  cinquante  siècles  qui  pn'-cédèrent  la  nais- 
sance de  Newton.  Aussi  l’intervalle  qui  si-parait  la  découverte  de 
la  démonstration  , a-t-il  été  comblé,  et  la  postérité  s’étonnera  sans 
doute  que  tant  de  sublimes  travaux  aient  été  accomplis  en  moins 
de  cent  ans.  Arrêtons  un  moment  avec  oegueil  nos  regards  sur 
cette  nouvelle  époque  ; nous  y verrons  les  géomètres  français  rem- 
|)lir  les  premiers  r«'»les,  et , tandis  que  l’Angletern’  se  rejwisait  d’a- 
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voir  }>r(>duit  Newton,  la  France  remonter  au  rang  que  cette  nation, 
tant  <le  fois  sa  rivale,  venait  de  lui  ravir  dans  l'empire  des  sciences. 

Euler,  moins  grand  philosophe  que  Newton,  mais  doué  de 
toutes  les  faculti-s  intellectuelles  qui  font  le  grand  géomètre,  enri- 
chit l’Analyse  de  méthodes  précieuses , et  donna  le  premier  le 
moyen  de  calculer  les  inégalités  planétaires.  Content  d’avoir  ou- 
vert des  voies  nouvelles  à l’Analyse , il  s’embarrassa  peu , dans  la 
rénluction  de  scs  formules  en  nombres,  de  l’exactitude  des  calculs; 
aussi  les  résultats  auxquels  il  parvint  s'accordent  assez  mal  avec 
les  observations.  Mais  il  ne  faudrait  que  corriger  quelques  erreurs 
faciles  à découvrir,  pour  leur  rendre  l’exactitude  convenable,  et 
ses  méthodes  contiennent  le  germe  de  toutes  les  grandes  idées 
qui  sont  devenues,  entre  les  mains  de  ses  successeurs , la  base  de 
la  théorie  analytique  du  système  du  monde.  D’Alcmbert,  auquel 
on  n’a  pas  rendu  toute  la  justice  qu’il  méritait  comme  l’un  des 
plus  beaux  génies  qu’aient  produits  les  sciences  mathématiques, 
peut-être  parce  qu’ambitionnant  trop  de  gloires  à la  fois,  il  n’ap- 
|>orta  pas  dans  scs  ouvrages  analytiques  la  même  clarté  et  la 
imune  correction  de  style  qui  distinguaient  ses  oeuvres  purement 
littéraires,  fit  pour  la  Mécanique  ce  qu’Eiiler  avait  fait  pour 
l’Analyse  : il  agrandit  son  domaine.  En  donnant  un  moyeu 
simple  de  ramener  aux  lois  de  la  statique  celle  du  mouvement  des 
corps,  il  rendit  facile  la  réduction  en  formules  de  toutes  les 
questioMS.de  la  Dynamique,  et  ce  fut  désormais  à l’Analyse  à 
achever  la  solution  des  problèmes.  Ce  grand  géomètre  entreprit 
d’assujettir  au  calcul  les  phénomènes  de  la  precession  des  équi- 
noxes et  de  la  nutation  de  l’axe  terrestre,  dont  Newton  avait  en- 
trevu la  cause  sans  pouvoir  réussir  à en  déterminer  la  loi,  et  il 
eut  l'honneur  d’arriver  à des  résultats  exacts  et  concordants  avec 
les  observations,  dans  une  question  qu’on  peut  regarder  comme 
l’une  des  plus  difficiles  que  présente  la  Mécanique  celesle.  Clai- 
raiit,  esprit  judicieux , et  qui,  par  scs  belles  découvertes  dans  la 
théorie  de  l'équilibre  et  du  mouvement  des  fluides,  a mérité  d’élre 
nomme  après  Euler  et  d’Alembert,  donna  une  solution  particulière 
du  problème  des  trois  corps  qu’il  appliqua  au  mouvement  lunaire, 
le  plus  difficile  problème  de  toute  la  théorie  des  perturbations 
planelaires,  à cause  des  nombreuses  inégalités  de  notre  satellite. 
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ün  lui  doit  aussi  une  théorie  mathématique  de  la  figure  de  la  Terre, 
cl  il  fii-{>artii;  de  ces  belles  expéditions  que,  pour  l'honneur  étemel 
lies  Sciences,  l’Académie  de  Paris  envoya,  vers  le  milieu  du  der- 
nier siècle,  chercher,  jus<|ue  dans  les  régions  glaci-es  du  pôle  , des 
notions  exactes  sur  la  forme  de  notre  globe.  Il  couronna  tant  de 
travaux  , en  fixant,  par  des  calculs  rigoureux,  l'instant  du  retour 
périodique  de  la  comète  de  Halley  ù son  |>érihélic  en  1759  ; déter- 
mination tri>s-imporlante  i cette  époque,  parce  qu'en  montrant 
c|iie  les  comètes  ne  diffèrent  des  planètes  que  par  la  longueur  des 
grands  axes  de  leurs  orbites,  et  qu’elles  circulent  autour  du  Soleil 
suivant  les  mêmes  lois  que  les  autres  corps  du  système,  elle  deve- 
nait la  preuve  la  plus  im-fragable  du  principe  de  la  {lesanteur 
universelle.  Rnfin,  l’Académie  des  Sciences  de  Paris  et,  à son  exem- 
ple, les  autres  Académies  savantes  de  l’Europe,  en  prenant  suc- 
cessivement pour  sujet  dèligr.inds  prix  de  mathématiques,  qu’elles 
décernaient  dans  leurs  solennités  annuelles,  h-s  questions  les  plus 
l'pineuss's  de  la  théorie  du  système  du  monde,  contribuèrent,  plus 
(|iie  tout  le  reste,  à appeler  sur  cet  important  objet  l’attention  des 
plus  illustres  géomètres,  et  ù faire  disparaître  successivement  les 
difliciiltés  dont  il  était  encore  bérisst'. 

Tel  était  l'état  de  la  science  vers  la  lin  du  dix-huitième  siècle , 
tels  étaient  les  progrès  qu’on  avait  faits  dans  lu  Mécanique  céleste 
depuis  les  grandes  découvertes  de  Newton.  Des  méthodes  diffi- 
ciles et  sans  liaison  entre  elles  avaient  été  proposées  pour  la  dé- 
termination des  inégalités  planétaires  ; des  ébauches  informes  de 
calcul  avaient  été  tentées;  elles  avaient  conduit  à des  résultats 
souvent  inexacts,  presque  toujours  incomplets;  mais,  au  milieu  de 
ce  chaos  de  formules  et  de  nombres,  on  voyait  percer  une  lueur 
«le  la  vérité.  Les  géomètres  n’avaient  point  enc«>re  élevé  sur  la 
base  pos«-e  par  Newton  un  édifice  régulier,  mais  leurs  travaux 
faisaient  naître  de  grandes  espérances;  il  suffisait  qu’ils  eussent 
montré  que  le  problème  n’était  pas  insoluble,  pour  qu’on  pût 
assurer  qu’il  serait  un  jour  complélcnient  résolu.  C’est  à cette 
(' poqiic , déjà  grande  du  passé  et  pleine  d’avenir,  qu’on  vit  tout 
à coup  apparaître,  prescpie  en  même  temps,  sur  l’horizon  des 
scient  es,  deux  genies  également  hardis  dans  leurs  e«>nceptions  , 
•'gaiement  heureux  dans  leurs  efforts,  Lagrange  et  I>aplarc,  qui 
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achevèrent  l'ouvrage  commencé  par  leurs  devanciers,  et  portèix-nt 
la  Mécanique  céleste  au  degré  de  perfection  qu'elle  a atteint  au- 
jourd’hui. Pendant  leur  longue  carrière  , ces  deux  grands  géo- 
mètres présentèrent  à rEurojîe  savante  le  spectacle  d’une  noble 
lutte,  où  chacun  des  deux  adversaires  déployait  tour  à tour  toutes 
les  ressources  de  son  génie,  sans  que  l'autre  jamais  s’en  laissât 
ébranler,  et  sans  qu'on  pût  soupçonner  auquel  des  deux  resterait  la 
victoire.  Si  l’une  de  ces  grandes  pensées,  inscrites  en  lettres  d’or 
dans  les  annales  des  sciences,  était  énoncée  par  Laplace , elle  s’em- 
parait aii.ssitôt  de  toutes  les  facultés  de  Lagrange  , et  elle  n'échap- 
pait plus  à son  examen  qu’après  avoir  produit  tous  les  fruits  dont 
elle  contenait  le  germe.  On  eût  dit  que  la  nature,  pour  l'avance- 
ment de  la  science,  s'était  plu  à donner  à ces  deux  génies  supé- 
rieurs des  directions  absolument  différentes.  Lagrange  est , avant 
tout,  géomètre;  à ses  yeux  l'Analyse  est  la  première  des  sciences; 
qu’il  traite  une  simple  question  de  nombres,  ou  qu’il  s'agisse  de 
l'un  des  phénomènes  les  plus  intéressants  du  système  du  monde, 
on  le  voit  occupé  d’abord  du  soin  de  faire  briller,  dans  tout  son 
jour,  l’éclat  de  sa  méthode,  et  de  donner  à ses  formules  toute  la 
généralité  et  toute  l’élégance  qu’elles  peuvent  atteindre.  Pour  lui, 
la  Mréanique  céleste  n’est  qu’une  vaste  carrière  ouverte  à la  Géo- 
métrie, et  la  théorie  l’attache  toujours  plus  par  elle- même  que 
par  les  résultats  qu’elle  produit.  Laplace,  au  contraii'e,  semble 
avoir  pour  but  unicpie  de  surprendre  les  secrets  de  la  nature,  et 
l’Analvse  entre  ses  mains  n'est  qu’un  instrument  qu’il  plie  avec 
une  admirable  adresse  aux  applications  les  plus  variées.  La  Mé- 
canûpie  céleste  est  redevable  à Laplace  de  ses  plus  beaux  résid- 
tats  ; aucune  des  inégalités  planétaires  les  plus  difficiles  â saisir  n’a 
échappé  à ses  méditations  ; il  en  a assigné  les  causes,  il  en  a calculé 
les  effets,  et  ses  formules  ont  enfin  donné  aux  Tables  astronomiques 
le  degré  de  précision  qu’elles  ont  acquis  de  nos  jours.  Ce  savant 
géomètre,  par  tant  d’heureux  efforts,  a mérité  la  première  place  à 
cote  de  Newton  ; mais  sans  les  théories  de  Lagrange,  la  grande 
«livre  analytique  du  système  du  inonde  aorait-elle  été  accomplie? 
Il  est  permis  d’en  douter,  et  Lagrange  n’a  rien  dû  qu’à  son  génie. 
.jçAnalysons  en  peu  de  mots  les  travaux  de  ces  deux  hommes  éga- 
lement illustres,  et  réunissons-les  jioiir  mieux  en  juger  l’ensemble. 
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Un  les  voit  d'aliord  mTU|M‘s  ?i  donner  aux  loi  imdos  qiu  déter- 
minent les  mouvements  des  eorps  célestes , une  inrme  aussi 
simple  que  générale,  et  à substituer  une  analyse  uniforme  aux 
méthodes  diverses  que  l’on  avait  employées  jusque-là  pour  résou- 
dre le  problème  diflirile  de  leurs  perturbations.  Ce  travail  prépa- 
ratoire a pour  premier  résultat  de  conduire  Lagrange  à la  décou- 
verte de  ITiii  des  plus  beaux  théorèmes  de  la  Mécanique  céleste , 
l'invariabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouvements  plané- 
taires. Expliquons  en  quoi  consiste  cette  propriété  si  importante 
pour  l'Astronomie.  Laplace  avait  reconnu  , par  un  calcul  numé- 
rique, que  l’action  mutuelle  de  Jupiter  et  de  Saturne  ne  produit 
aucune  inégalité  séculaire  dans  l’expression  de  leurs  moyens  mou- 
vemi  nts.  Lagrange,  à l’aide  des  formes  nouvelles  qu'il  était  par- 
venu à introduire  dans  le  calcul  des  perturbations,  généralisa  ce 
résultat,  et  montra  que  si  l’on  regarde  les  éléments  du  mouve- 
ment elliptique  comme  variables  en  vertu  des  forces  perturlxi- 
trices,  l’expression  du  grand  axe  et  celle  du  moyen  mouvement 
ne  contiendra  que  des  inégalités  périodiques  t\.  ne  sera  soumise  à 
aucune  inégalité  sérulaire  que  la  suite  des  temps  puisse  rendre 
considérable.  Les  grands  axes  et  les  moyens  mouvemenls  plané- 
taires seront  donc  toujours  invariables  relativement  aux  inégalités 
de  cette  espèce. 

I.agrange,  par  un  heureux  choix  de  variables,  avait  ramené  la 
détermination  des  variations  des  inclinaisons  et  des  longitudes  des 
nœuds  des  orbites  à un  système  d’é<|uations  différentielles  linéaires 
dont  l’intégration  peut  toujours  s’effectuer  par  les  méthodes  con- 
nues. La|)lace  étend  la  même  transformation  aux  excentricités  et 
aux  longitudes  des  périhélies , il  en  déduit  l’expression  exacte  des 
variations  séculaires  de  ces  divers  éléments,  et  il  est  conduit  à ce 
second  résultat  non  moins  remarquable  que  le  premier,  c’est  que 
les  changements  que  subiront , dans  la  suite  des  temps,  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons  des  orbes  des  planètes , seront  toujours 
peu  considérables,  en  sorte  que  les  orbites  auront  éternellement 
la  forme  à peu  près  circulaire  qu’elles  ont  aujourd'hui  et  que 
leurs  inclinaisons  à l’écliptique  demeureront  toujours  peu  consi- 
dérables. Il  suffit  pour  cela  que  les  planètes  se  meuvent  toutes 
dans  le  même  sens  autour  du  Soleil , et  comme  cette  condition  est 
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également  romplii-  dans  chacun  des  systèmes  des  satellites,  (|ui 
tournent  tous  dans  le  même  sens  autour  de  leur  planète  jirincipale, 
on  en  peut  conclure  que  les  systèmes  de  satellites  sont  stables 
comme  celui  des  planètes.  La  stabilité  du  système  solaire  est  donc 
it  jamais  assurée;  les  orbites  des  planètes  et  des  satellites  , dans  les 
âges  futurs,  ne  pourront  que  s’aplatir  légèrement,  en  conservant 
les  mêmes  grands  axes,  et  les  plans  de  ces  orbites  ne  feront  que  de 
petites  oscillations  autour  d’une  position  moyenne:  immenses  pen- 
dules de  réternité  qui  battent  les  siècles  aimme  les  nôtres  battent 
les  secondes. 

Cependant,  malgré  les  simplifications  que  Lagrange  était  par- 
venu à introduire  dans  les  formules  générales  des  mouvements 
planétaires , la  détermination  des  perturbations  des  planètes  et  des 
satellites  présentait  encore  de  grands  obstacles,  par  la  difli- 
culté  de  distinguer  dans  le  nombre  infini  dc'ces  inégalités,  celles 
qui,  quoique  très-petites  dans  les  équations  différentielles,  ac- 
quièrent par  l’intégration  des  iliviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rables et  donnent  ainsi  l'explication  d’anomalies  singulières , que 
les  Astronomes  avaient  remarquées  dans  les  mouvements  de  quel- 
ques-unes des  principales  planètes , sans  en  pouvoir  démêler  la 
cause.  Ce  genre  de  recherches  convenait  surtout  au  génie  de  La- 
place,  dont  la  patience  et  la  sagacité  étaient  les  qualités  distinc- 
tives. Aussi  ne  laissa-t-il  aucune  de  ces  questions,  si  longtemps 
controversées,  sans  être  soumise  à un  nouvel  examen  et  sans  être 
definitivement  résolue.  L’accélération  du  mouvement  de  la  Lune 
avait  longtemps  occupé  les  géomètres  et  l’on  avait  cru  indisjien- 
sable,  pour  l’expliquer,  de  modifier  sur  ce  point  la  loi  <le  la  gra- 
vitation universelle.  Laplace  en  trouve  la  véritable  cause  dans  la 
variation  séculaire  de  l’excentricité  de  l’orbe  terrestre,  qui,  peu 
importante  par  elle-même,  produit  un  effet  très-sensible  en  se  réflé- 
chissant , pour  ainsi  dire , dans  le  mouvement  de  notre  satellite. — 
Parmi  les  nombreuses  inégalités  du  même  astre,  Laplace  calcule, 
avec  un  soin  nouveau , celles  qui  dépendent  de  la  parallaxe  solaire , 
et  il  distingue  le  pi-emier  celles  qui  ont  pour  cause  l’aplatissement 
du  sphéroïde  terrestre,  en  sorte  <(iie,  sans  sortir  de  son  cabinet, 
l’astronome  peut  désormais,  par  1a  seule  observation  des  mouve 
ments  lunaires,  déterminer  la  figure  do  la  Terre  et  sa  distance  au 
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Soleil.  — La  cause  dos  deux  grandes  inégalités  remar(|uees  par  les 
astronomes  dans  les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne,  et  en 
vertu  destpielles  le  mouvement  du  premier  de  ces  astres  se  ralentit 
quand  celui  de  l’autre  s’accélère,  et  rccipri>quement , était  encore 
ignorée  malgré  les  efforts  souvent  renouvelés  que  les  géomètres 
les  plus  distingués  avaient  tentés  pour  la  découvrir.  La  direction 
particulière  que  Laplace  avait  donnée  it  ses  travaux  la  lui'  fait 
découvrir.  Il  la  trouve  dans  un  rapport  presque  cnmmensurable 
qui  existe  entre  les  moyens  mouvements  de  ces  deux  planètes, 
et  qui  rend  considérables  des  inégalités  qui , sans  cette  circon- 
stance, demeureraient  éternellement  insensibles  — Une  circon- 
stance analogue  se  reproduit  dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupi- 
ter, I.aplace  la  saisit  avec  la  même  perspicacité..  — D’autres  iné- 
galités singulières  sont  également  reconnues  par  lui  dans  les 
mouvements  des  différents  corps  de  notre  système  planétaire,  et  il 
s’attache  h déterminer  avec  plus  d’exactitude  celles  qui  avaient 
déjà  été  calculées  avant  lui.  C’est  alors , comme  il  le  dit  lui-même, 
qu’on  vit  eulin  les  observations  anciennes  et  modernes  représen- 
tées par  la  théorie  avec  toute  la  précision  qu’elles  peuvent  attein- 
dre. Celles  qui  semblaient  auparavant  inexplicables  par  la  loi  de 
la  pesanteur  universelle , en  sont  devenues  maintenant  l’une  des 
preuves  les  plus  convaincantes.  Tel  a été  le  sort  de  cette  brillante 
découverte,  que  chaque  difficulté  qui  s’est  présentée,  est  devenue 
pour  elle  un  nouveau  sujet  de  triomphe,  ce  qui  est  le  plus  sûr 
caractère  du  système  de  la  nature. 

Les  comètes  formentdans  la  constitution  de  l’univers  une  espèce 
d’astres  à part  : non-seulement  elles  se  distinguent  des  planètes 
par  leurs  apparences  physiques,  les  irrégularités  de  leur  marche, 
la  courte  durée  de  leurs  apparitions,  mais  elles  en  différent  en- 
core, pour  la  plupart,  par  les  grandes  excentricités  de  leurs  or- 
bites, et  les  inclinaisons  considérables  des  plans  de  ces  orbites  sur 
le  plan  de  l’écliptique  d’ofi  nous  les  observons.  Il  en  résidte  que  les 
méthodes  employées  pour  calculer  les  mouvements  planétaires, 
généralement  fondées  sur  des  développcinenis  en  séries  que  la  |)c- 
tilcsse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  rend  très-convergentes, 
ne  peuvent  plus  être  appliquées  avec  succès  à la  détermination  du 
mouvement  elliptique  ou  du  mouvement  troublé  des  comètes.  L* 
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■ recherche  de  nouvelles  iiiélhodes , pour  suuiiieltre  ees  aslixis  au 
calcul,  occupa  scricusenicnt  Lagrange;  dès  l’année  ly’/H,  il  pré- 
senta successivement  à l'Académie  de  Berlin  deux  Mémoires  sur 
la  détermination  <le  l'orbite  d’une  comète,  d'après  trois  observa- 
tions, et  il  revint  en  l’année  1783  sur  le  iiièiue  sujet,  ce  qui  prouve 
combien  il  y attacbait  d'importance.  Sa  méthode  sous  le  rapport 
analytique  ne  laisse  rien  h désirer,  elle  est  simple  et  ressort  direc- 
tement de  la  question  comme  tous  les  ouvrages  de  ce  grand  géo- 
mètre; mais  ayant  négligé  d'en  faire  l’application  è quelque  comète 
connue,  les  essais  qu’on  tenta  sans  sa  participation  ne  parurent 
point  heureux.  Laplace,  amené  dans  son  traité  de  Mécanique  cé- 
leste à traiter  la  même  question,  l’envisagea  sous  un  point  de 
vue  tout  différent,  et  sa  solution  se  recommande  non-seulement 
par  son  originalité,  mais  encore  par  la  facilité  avec  laquelle  elle  se 
prête  aux  applications  numériques  et  la  sécurité  qu  elle  offre  aux 
calculateurs  qui  l’emploient.  D’autres  procédés,  basés  sur  diffé- 
rentes propriétés  du  mouvement  parabolique,  ont  été  proposés 
depuis,  en  sorte  que  nous  n’avons  aujourd'hui  que  l’embarras  du 
choix  entre  des  méthodes  d’un  usage  également  sûr  et  facile; 
mais  les  solutions  primitives  de  Lagrange  et  de  Laplace  n’en  reste- 
ront pas  moins  des  œuvres  très-remarquables , comme  les  types  de 
toutes  celles  que  l’on  a imaginées  depuis,  et  surtout  comme  portant 
l’empreinte  distinctive  du  génie  de  leurs  auteurs,  ru'n  toujours  sé- 
duit par  les  attraits  de  la  théorie,  l’autre  préoccupé  avant  tout  des 
besoins  de  lu  pratkpic. 

Clairaut,  le  premier,  avait  abordé  la  question  des  perturbations 
du  mouvement  elliptique  d’une  comète  qui  passe  près  d’une  pla-  ' 
nète,  et  nous  avons  vu  qu’il  était  parvenu  , après  d’immenses  cal- 
culs, à prédire  d’avance,  à une  vingtaine  de  jours  près,  l’époque 
du  retour  de  la  comète  de  Hallcy  à son  périhélie  en  i75q.  Ce 
résultat  suffisait  pour  confirmer  la  loi  de  la  gravitation  univer- 
selle; mais  le  grand  nombre  de  quantités  négligées  par  ce  géo- 
mètre dans  son  calcul,  rim|>erfection  îles  méthodes  analytiques , 
et  l’incorrection  des  valeurs  encore  mal  connues  des  masses  pla- 
nétaires qu’il  avait  employées,  devaient  faire  penser  que  l’ap  - 
proximation de  Clairaut  serait  aisimient  dépassée  lors  des  appari- 
tiohs  futures  de  la  comète,  à mesure  que  les  jirocédés  de  l’Analyse 
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el  que  la  précision  d«‘s  observations  feraient  de  nouveaux  progrès. 
C’est  principalement  au  calcul  des  perturbations  des  comètes  que 
s'appliipie  la  belle  méthode  de  la  variation  des  constantes  arlii- 
traites  introduite  par  Euler  dans  la  théorie  des  inégalités  plané- 
taires; cette  méthode  permet  de  calculer  chacun  des  éléments  de 
l’orbite  troublée  par  des  quadratures  raécaniipies,  qui  n’exigent 
que  des  substitutions  numériques  et  qui  sc  simpiilient  encore 
lorsque  la  comète  s’éloigne  à de  grandes  distances  de  la  planète 
perturbatrice.  Lagrange  développa  cette  méthode  dans  un  beau 
Mémoire  qui  remporta  le  prix  que  l’Académie  des  Sciences  avait 
proposé  sur  ce  sujet  pour  l’année  <^8o,  et  il  ne  resta  plus  qn’à 
en  faire  l’application  aux  diverses  comètes  périodiques  dont  notre 
système  solaire  allait  successivement  s’enrichir.  L’approche  du 
retour  de  la  comète  de  Ualley  ayant  engage  l’Académie  des  Sciences 
<le  Paris  à jirovoqucr  de  nouvelles  recherches  sur  cet  objet  en 
proposant  pour  sujet  du  prix  qu’elle  devait  décerner  en  1826,  et 
qui  fut  depuis  remis  au  concours  pour  i82cy,  l'exposé  des  mé- 
thodes les  plus  propres  au  calcul  des  perturbations  des  comètes, 
avec  des  applications  à la  détermination  du  prochain  passage  au  pé- 
rihélie de  la  comète  de  Hallcy,  et  aux  différentes  révolutions  connues 
de  la  comète  de  i?.oo  jours  , qui  venait  d’être  rangée  récemment 
au  nombre  des  comètes  périodiques,  le  désir  de  m’assurer  par  moi- 
même  de  la  |>rccision  qu’on  devait  attendre  des  nouvelles  mé'- 
thodes,  me  détermina  à répondre  à cet  appel.  J’appliquai  suc- 
cessivement à ces  deux  comètes,  si  différentes  jiar  les  éléments  de 
leurs  orbiU'S  et  la  dunie  de  leurs  périodes,  les  belles  formules  de 
Lagrange , et , apres  avoir  vérifie  la  plupart  des  résultats  obtenus 
par  M.  Encke,  le  savant  directeur  de  l’Académie  de  Berlin.,  sur  la 
théorie  de  la  comète  à courte  période,  dont  il  avait  fait  uncctude 
particulière,  je  réussis  à prédire  à quelques  heures  près  l'instant 
du  passage  de  la  comète  de  Halley  à son  périhélie  de  i835.  Les 
ephemérides  construites  d’avance  par  M.  Bouvard  sur  mes  élé- 
ments et  répandues  dans  les  différents  observatoires  de  l’Europe  , 
peranirent  aux  astronuines  d’épier  sans  fatigue  son  retour,  qui  fut 
signale,  sous  l’Iieiireux  climat  de  Rome,  è l’instant  même  où  la 
comète  s’y  montra  et  lorsqu’elle  était  encore  invisible  pour  les 
. . l.  > ' - . • ‘ c 
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autres  observatoires  plari's  ilans  des  conditions  moins  favorables. 
Ainsi  le  retour  de  cette  même  comète,  dont  l'apparition  en  1769 
avait  servi  de  vérification  à la  loi  de  la  gravitation  iiDiverselIc , 
ipii  trouvait  encore  des  incrédules  à cette  époque , a servi , par  son 
retour  en  i835,  à constater  les  immenses  progrès  que  l’applica- 
l.ioii  de  cette  grande  loi  de  la  nature  aux  mouvements  célestes 
avait  faits  dans  l'intervalle  de  soixante  et  seize  ans  qui  séparait  ces 
deux  apparitions. 

Nous  avons  vu  que  la  théorie  de  la  Lune  avait  été  pour  Laplace 
une  mine  féconde  de  brillantes  découvertes;  après  avoir  trouvé 
dans  le  principe  de  la  gravitation  la  cause  inconnue  de  tontes 
les  inégalités  singulières  que  cet  astre  nous  présente , et  en  avoir 
fait  surgir  des  inégalités  nouvelles  qui  n'avaient  point  encore  été 
reconnues  par  l’observation,  il  restait  à résoudre  un  problème 
difücile,  mais  important  pour  l'honneur  de  l'Analyse  : c’était  de 
déterminer  par  ses  seuls  moyens  toutes  les  perturbations  du  mou- 
vement lunaire,  de  manière  à former,  par  la  théorie  seule,  des 
Tables  de  la  Lune  aussi  exactes  que  celles  qu’on  avait  construites 
jusque-là  par  le  double  secours  de  la  théorie  et  des  observations. 
Clairaut  et  Euler  avaient  déjà  tenté  cette  entreprise,  mais  ils 
s’étaient  arrêtés  aux  premiers  termes  des  approximations,  qui  de- 
mandent dans  la  théorie  de  la  Lune  à être  jioussées  beaucoup  plus 
loin  que  dans  celle  des  planètes,  à cause  du  fteu  de  convergence 
dés  séries  et  du  nombre  infini  d'inégalités  très-sensibles  dont  la 
marche  de  notre  satellite  est  affectée.  I.aplace,  stimulé  par  l’impoi  - 
tance  de  l’objet , en  fit  de  nouveau  le  stijet  de  ses  méditations;  il 
proposa  des  formules  dont  il  calcula  les  premiers  termes , et  dont 
le  développement,  achevé  depuis  par  M.M.  Damoiseau  et  Plana 
dans  deux  Mémoires  (jui  ont  partagé  le  prix  {imposé  sur  ce  sujet 
par  l’Académie  des  Sciences  en  1820,  a complètement  résolu  la 
question  que  les  géomètres  avaient  longtemps  regardée  comme 
au-dessus  des  forces  de  l’Analyse.  Les  Tables  que  M.  Damoiseau  a 
construites  sur  les  résultats  de  ses  calculs,  sont  aussi  exactes  que 
les  meilleures  Tables  lunaires  formées  à l'aide  d’observations  réu- 
nies depuis  l’origine  des  sciences  astronomiques  jusqu’à  nos  jours. 
Ce(icndant  une  lacune  restait  à combler:  on  remarquait  avec  peiue 
que  Laplace  eût  emprunté  à Clairaut  et  aux  géomètres  qui  l’avaient 
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précctic,  les  formules  foiKlamenlales  de  sa  théorie,  où  lu  longiuule 
vraie  de  la  Lune  est  prite  pmir  la  variable  indépendante  au  lieu 
du  temps,  comme  on  le  fait  ordinairement.  Ce  choix  avait  l’in- 
convénient d’exiger,  pour  ramener  les  expressions  de  la  longitude, 
du  rayon  vecteur  et  de  la  latitude  à la  forme  qu’il  convient  de 
leur  donner  pour  la  construction  des  Tables,  des  conversions  d’au- 
tant plus  pénibles  que  les  approximations  sont  poussées  plus  loin, 
et  un  travail  supplémentaire  qu'il  eût  été  à désirer  qu’on  pût 
éviter.  La  théorie  de  la  Lune,  d’ailleurs , traitée  ainsi  par  des  for- 
mules particulières,  formait  comme  une  exception  dans  la  théorie 
générale  des  perturbations  planétaires  ; il  était  nécessaire  de  faire 
disparaître  cette  anomalie  et  de  montrer  que  toutes  les  inc'galités 
des  différents  corps  du  système  solaire,  planètes,  comètes  et  satel- 
lites, peuvent  se  déduire  des  mêmes  formules  comme  elles  dérivent 
<le  la  même  cause.  C’est  ce  qui  m’a  décidé  ii  entreprendre,  pour 
atteindre  ce  but,  une  nouvelle  théorie  de  la  Lune,  qui  forme 
le  IV*  volume  de  cet  ouvrage  et  où  les  approximations  ont  été 
poussées  aussi  loin  qu’il  était  nécess.iire  pour  rendre  complet  l’ac- 
cord des  résultats  de  la  théorie  et  des  observations  les  plus  an- 
ciennes qui  nous  soient  parvenues.  J’ai  apporté  aussi  dans  ce  tra- 
vail un  soin  particulier  an  calcul  des  inégadtês  séculaires  que 
Laplace  désirait  qu’on  vérifiât,  et  à celui  des  inégalités  à longues 
fiérioiies,  qui  constituent  une  classe  pariieuliére  d’inégalités  dans 
le  mouvement  de  la  Lune,  et  dont  le  calcul  n’avait  pas  été  exé-cuté 
jusqu’ici  d'une  manière  sulTisaniment  rigoureuse. 

Le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes  autour  de  leur 
centre  de  gravité  nous  offre  une  nouvelle  classe  de  phénomènes 
non  moins  intéressants  que  le  mouvement  de  translation  autour 
du  Soleil,  mais  que  leur  éloignement  rend  beaucoup  plus  diffi- 
ciles à observer.  Aussi  ce  n’est  que  par  rapport  à deux  d’entre 
eux,  la  Terre  et  la  Lune,  que  l’on  a pu  réunir  jtisqu’ici  un  assez 
grand  nombre  de  faits  suffisamment  constatés  pour  cumpam'  à 
cet  egard  les  résultats  de  la  théorie  et  de  l’observation.  D'Alein- 

><■ 

bert,  comme  nous  l’avons  vu,  appliipia  le  premier  l’Analyse  “ 
la  question  de  la  précessinn  des  équinoxes  et  de  la  nutation  tic  P axe 
terrestre:  il  montra  que  ces  deux  phénomènes  ne  sont  qu’un  ré- 
sultat nécessaire  du  principe  de  la  pesanteur  universelle;  il  par- 
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vint  par  la  tli'.orir  aux  forniiilcs  exactes  </iii  en  «léterminent  les 
lois , et  il  eu  déduisit  inénic  les  dimensions  de  In  petite  ellipse  que 
le  grand  astronome  Bradley  avait  imaginée  pour  représenter  le 
double  mouvement  de  l'axe  de  la  Terre.  Mais  sa  metho<le,  emprun- 
tée plutôt  aux  formes  de  la  synthèse  qu’à  celles  de  l’analyse,  ren- 
dait la  lecture  de  son  Mémoire  extrêmement  laborieuse.  F.iiler, 
en  adaptant  à cette  question  les  belles  formules  qu’il  avait  trou- 
vées pour  déterminer  la  rotation  des  corps  solides,  confirma  par 
une  analyse  aussi  élégante  que  facile  les  résultats  de  d’AletubcrI, 
et  compléta  la  solution  de  toute  la  partie  de  cet  important  pro- 
blème qui  concerne  le  mouvement  de  l’axe  et  de  l’équateur  ter- 
restres par  rapport  aux  étoiles.  Mais  il  restait  encore  à examiner 
une  question  que  lesgéomètres  semblaient  jusque-là  avoir  reganltV 
comme  une  vérité  acquise  à la  science,  et  qui  cependant  intéres- 
sait, au  plus  haut  point,  l’exactitude  de  nos  Tables  astronomiques 
et  la  sécurité  même  des  races  futures  appelées  à nous  succéder  sur 
ce  globt'.  L’axe  terrestre,  dans  la  position  duquel  les  observations 
les  plus  précises  n’ont  pu  faire  reconnaître  de  variations  sensi- 
bles à l'intérieur  du  globe,  conservera-t-il  toujours  son  immobi- 
lité? Enfin , les  pôles  seront-ils  à jamais  invariables  à la  surface  do 
la  Terre , et  l'uniformité  de  la  rotation  diurne  se  maintiendra-t-elle 
dans  tous  les  temps  comme  elle  existe  aujourd'hui  ? On  conçoit,  en 
efl'ct,  qu’une  variation  très-lente,  mais  progressive  dans  la  posi- 
tion des  pôles  ou  dans  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation , 
altérerait  à la  longue  toutes  les  latitudes  géographiques,  mena- 
cerait la  permanence  des  continents,  et  l’invariabilité  de  la  duré-e 
du  jour  sidéral  qui  sert  de  l>ase  à la  construction  de  toutes  les 
Tables  astronomiques.  C’est  à une  belle  analyse  de  M.  Poisson 
que  l’on  doit  la  solution  de  ces  deux  importantes  questions,  qu’il 
eût  été  impossible  de  résoudre  par  le  seul  secours  de  l’observation. 
Il  a montré  que  les  oscillations  de  l'axe  de  rotation  de  la  Terre , par 
rapport  à un  axe  supposé  fixe  dans  son  intérieur,  seront  toujours 
insensibles,  et  que  par  conséquent  les  mêmes  forces  qui  produisent 
la  précession  et  la  nutation  de  l’axe  terrestre , sont  impuissantes  à 
produire  la  moindre  altération  dans  la  position  des  pôles  .i  lasurfacc 
de  la  Terre,  non  plus  que  dans  l'uniformité  de  la  duree  du  jour. 

Le  Mémoire  qui  renferme  cet  important  ré'sidtat , ainsi  qu’un 
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autre  Mémoire  public  précédemment  el  dans  lequel  M.  Poisson  a 
démontré  de  nouveau  V invariabilité  des  grands  axes  planétaires , 
en  |)ortant  l'approximation  jusqu'au  carré  des  masses,  ce  qui  était 
indispensable  pour  s’assurer  que  les  moyens  mouvements,  qui 
s’en  déduisent  par  la  troisième  loi  de  Kepler,  ne  renferment  au- 
cune inégalité  qui  puisse  devenir  sensible  par  la  double  intégra- 
tion que  subit  leur  expression  différentielle,  ont  mérité  que  son 
nom  fût  placé,  après  les  noms  illustres  de  Lagrange  et  de  Laplace, 
jiarmi  ceux  des  géomètres  qui  ont  le  plus  contribué,  dans  le  siècle 
actuel , aux  progrès  de  l'Astronomie  théorique.  Dans  un  troisième 
Mémoire,  non  moins  remarquable  que  les  précédents,  M.  Poisson 
a donné  l'application  aux  équations  du  mouvement  de  rotation  de 
la  nouvelle  théorie  des  constantes  arbitraires  « fruit  des  derniers 
travaux  de  Lagrange , ce  qui  établit  une  uialogie  complète  entre 
les  mouvements  des  corps  solides  et  les  mouventtenf s' d’nn  système 
de  points  libres,  et  permet  de  traiter  ainsi  par  la  même  analyse 
les  deux  principales  questions  de  la  Mécanique  céleste. 

D’Alembert  avait  échoué  en  essayant  d’etendre  à la  Lune  les 
considérations  qui  lui  avaient  si  bien  réussi  dans  le  problème  de  la 
l>récession  des  équinoxes.  Lagrange , par  un  choix  de  variables 
adroitement  appropriées  au  sujet,  parvint  à triompher  des  difficul- 
tés qui  avaient  arrêté  ses  devanciers,  et  à vérifier  par  la  tluorie 
toutes  les  belles  observations  de  Cassini  sur  la  libration  de  la  Lune 
et  les  mouvements  singuliers  du  plan  de  son  équateur.  Lagrange 
prouva  que  ces  divers  phénomènes  sont  tous  liés  les  uns  aux 
autres  par  la  loi  de  la  gravitation,  et  ce  beau  travail , par  l’élé- 
gance de  la  forme  et  par  l'importance  des  résultats,  a été  juste- 
ment considérécbmme  l’un  des  plus  beaux  monuments deson génie. 

Si  l’on  conçoit  que  les  corps  célestes,  originairement  fluides, 
ont  pris , en  se  durcissant , la  forme  qu’ils  ont  aujourd’hui , hypo- 
thèse qui  semble  s'accorder  d’ailleurs,  comme  nous  l’avons  dit, 
avec  tous  les  phénomènes  que  leur  observation  nous  présente, 
la  détermination  de  leur  véritable  figure  ne  sera  plus  qu’une  ques- 
tion de  mécanique  déjiendante  des  lois  générales  de  l’Hydrosta- 
tique. Liairaut , qui  s'était  beaucoup  occupé  de  cette  partie  de  la 
Mécanique  rationnelle,  montra  le  premier  que  la  figure  elliptique 
satisfait  aux  lois  de  l’cipiilibiv  d’un  fluide  homogène  dwie  ifim 
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mou  veinent 'de  rotation  autour  d’un  axe  fixe.  La  question,  dans' 
ce  cas,  est  susceptible  d’une  solution  complète;  mais  le  problème 
dans  toute  sa  généralité  surpasse  les  forces  de  l'analyse,  et  les  géo- 
mètres, pour  le  résoudre,  ont  été  obligés  de  le  restreindre  (lar 
des  hypothèses  que  du  reste  les  phéomènes  observés  rendent 
plausibles.  Ils  ont  supposé  à la  masse  fluide  à l’origine  une  figure 
peu  différente  de  la  sphère , et  ils  sont  parvenus  è déinontier  que 
dans  ce  cas  la  figure  elliptique  est  en  effet  la  seule  qui  convienne 
à l’équilibre  de  celte  masse  supposée  homogime  ou  composée  de 
couches  su|ierposées  dont  la  densité  varie  du  centre  à la  surface. 
On  détermine  encore,  dans  ce  cas,  la  loi  de  l’accroissement  des 
degrés  du  méridien  et  celle  des  variations  de  la  pesanteur  de  l’é- 
quateur aux  pôles,  elles  résultats  se  sont  trouvés  d'accord  avec 
ce  que  nous  observons  sur  la  Terre.  Toutefois,  la  question  de 
la  figure  des  corps  célestes,  restreinte  même  dans  d'étroites  li- 
mites, présente  de  telles  difficultés , que,  bien  qu’elle  soit  l’une 
de  celles  qui  ont  le  plus  occupé  les  géomètres , elle  n’a  pu , maigre 
les  travaux  persévérants  de  Clairaut,  d’Alembert,  Maclaurin , 
Legendre  et  Laplace , atteindre  encore  à l’etat  de  perfection  des 
autres  parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

La  surface  de  la  Terre,  et  sans  doute  celle  des  autres  ])lanètes, 
est  en  partie  recouverte  d’un  fluide  en  équilibre,  et  le  phénomène 
du  flux  et  du  reflux,  qui  se  renouvelle  chaque  jour  sous  nos  yeux  , 
nous  présente  une  vérification  si  simple  et  si  facile  de  la  lui  de  la 
|iesanteur  universelle,  que  ce  spectacle,  sans  doute,  éveillerait 
davantage  encore  notre  attention , s’il  se  répétait  moins  souvent. 
Les  géomètres,  aussitôt  après  la  découverte  du  grand  principe 
des  mouvements  célestes,  tentèrent  de  soumettre  aux  lois  de  la 
gravitation  les  oscillations  périodiques  de  l'Océan  , en  supposant 
que  les  actions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sont  les  seules  <|ui  trou- 
blent son  état  d’équilibre.  Malgré  la  difficulté  du  problème,  Ber- 
noulli en  donna  une  première  solution  satisfaisante,  et  quoique 
un  grand  nombre  de  quantités  aient  été  négligées  dans  ses  calculs , 
ses  formules  approximatives  sont  encore  celles  que  l’on  emploie 
aujourd’hui  pour  la  prédiction  des  hautes  martres  dans  nos  ports, 
si  utile  à la  navigation.  LapLicc  a repris  depuis  le  même  sujet  par 
une  analyse  plus  savante,  et  les  lois  du  flux  et  du  reflux  que  le 
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grand  nombre  d’arbitraires  dont  elles  dépendent  semblait  sous- 
traire à une  évaluation  exacte,  ont  enfin  été  réduites  à des  formules 
analytiques  qui  représentent,  avec  une  précision  merveilleuse,  des 
observations  séparées  par  un  intervalle  de  plus  de  cent  ans. 

Telles  sont  les  principales  questions  que  nous  présente  la  théorie 
du  système  du  monde,  tel  est  l’exposé  succinct  des  travaux  des  géo- 
mètres qui  en  ont  fait , depuis  Newton , l’objet  constant  de  leurs 
méditaduns.  La  Mécanique  céleste , par  la  grandeur  des  objets 
qu'elle  embrasse , par  la  fécondité  des  résultats  qu’elle  produit , 
par  la  perfection  enfin  des  méthodes  qu’elle'  emploie , est  devenue 
le  plus  sublime  ouvrage  qui  soit  sorti  de  la  main  des  hommes. 
Le  géomètre  exprime  maintenant  dans  ses  formules  tous  les  mou- 
vements du  système  solaire  et  leurs  variations  successives.  II  re- 
monte aux  siècles  écoulés  pour  comparer  les  résultats  de  ses  théo- 
ries aux  observations  les  plus  anciennes  qui  nous  soient  parvenues, 
et  repassant  de  là  aux  siècles  à venir,  il  prédit  les  états  futurs  du 
système  et  les  changements  que  des  raillions  d’année^  suffiront  à 
peine  pour  dévoiler  aux  regards  des  observateurs.  Pour  produire 
un  si  brillant  résultat,  il  a suffi  d’appliquer  aux  lois  générales  de 
la  Mécanique  le  principe  de  la  pesanteur  universelle;  la  théorie 
est  devenue  alors  pour  l’Astronoraie  un  moyen  de  découvertes 
aussi  certain  que  l’observation  même.  Toutes  deux  se  prêtent  un 
mutuel  appui;  la  théorie  a souvent  devancé  l’observation  dans  la 
recherche  des  lois  de  la  nature  : mais  toutes  les  fois  que  le  temps  l'a 
permis,  celle-ci  a pleinement  confirmé  les  phénomènes  que  la  pre- 
mière avait  annoncés , et  elle  a enfin  établi  le  principe  de  la  gra- 
vitation sur  un  genre  de  preuves  qu’on  chercherait  en  vain  dans  tous 
les  au  très  systèmes,  l’accord  rigoureux  du  calcul  et  des  phénomènes. 

Le  dévelop|>ement  analytique  des  conséquences  du  principe 
de  la  pesanteur  universelle  constitue  la  théorie  du  système  du 
monde  ; mais  ce  n’est  d'abord  qu’avec  le  secours  des  plus  savantes 
méthodes , et  souvent  par  des  voies  tellement  laborieuses  et  diffi- 
ciles, qu’il  |)Ouvait  en  rester  quelques  doutes  dans  les  esprits  les 
plus  éclairés,  que  les  géomètres  sont  parvenus  à surmonter  les 
grandes  difficultés  qu’il  présentait.  Cependant  les  progrès  qu’ont 
faits  depuis  cinquante  ans  les  sciences  mathématiques,  nous  ont 
permis  d'aphinir  aujourd'hui  ces  obstacles  et  de  ramener  aux^for- 
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mes  (l'un  simple  traite  de  Mécanique  rationnelle  les  principaux 
résultats  de  la  Mécanique  céleste,  La  théorie  du  système  du  monde 
peut  être  présentée  maintenant  arec  une  clarté  et  un  ensemble  qui 
lui  avaient  manqué  jusqu’ici , et  qui  permettent  d’en  saisir  d’un 
regard  toutes  les  parties.  Les  méthodes  qu’elle  emploie  ont  subi 
ces  heureuses  améliorations  que  le  temps  et  l’expérience  apportent 
toujours  dans  les  ouvrages  des  hommes;  elles  sont  devenues  plus 
simples  en  se  généralisant,  ^'ous  avons  e^ayé  de  réunir  dans  un 
même  corps  d’ouvrage  les  résultats  de  tant  d’utiles  travaux  épars 
dans  des  Mémoires  divers  ; nous  avons  donné  aux  théories  asser. 
de  développements  pour  en  bannir  toute  obscurité , et  les  exem- 
pl(s  numériques  que  nous  y avons  ajoutés,  sufifiront  pour  en  rendre 
les  applications  faciles. 

La  plus  sublime  des  sciences  naturelles  verra  croître  le  nombre 
de  scs  admirateurs  à mesure  que  scs  abords  deviendront  moins 
pénibles:  e’est  donc  encore  travailler  à scs  progrès  que  de  concou- 
rir à cette  œuvre.  Une  seule  chose,  peut-être,  reste  encore  à dé- 
sirer pour  l’amener  à toute  la  perfection  qu’elle  comporte:  c’est 
que  les  données  qu’elle  emprunte  à l’observation  soient  detemii- 
nées  avec  une  exactitude  toujours  croissante.  Mais  ce 'soin  appar- 
tient h l’Astronomie  pratHpie,  dont  l’étude  et  le  culte  ont  été  mal  - 
heureusement  négligés  et  presque  entièrement  abandonnés  dans 
notre  pays  pendant  les  trente  dernières  années.  La  cause  en  est 
sans  doute  dans  la  direction  à la  fois  inhabile  et  perfide  donnée  aux 
travaux  de  l’Observatoire  de  Paris,  où  de  misérables  préoccupa- 
tions personnelles  avaient  fait  trop  longtemps  sacrifier  à la  rcr 
cherche  d’une  vaine  popidarité  les  intérêts  sacrés  de  la  science.  La 
nouvelle  organisation,  introduite  dans  cet  important  établissement, 
empêchera  sans  doute  de  pareils  abus  de  se  reproduire;  la  France  fait 
pour  la  science  de  trop  nobles  sacrifices,  pour  (pi’ils  puissent  être 
détournés  de  leur  but  pour  servir  les  passions  d’une  ambition  par- 
ticulière. L’Astronomie  pratique,  nous  l’espérons , réparera  bien- 
tôt le  temps  qu’elle  a perdu,  elle  marchera  désormais  du  même 
pas  que  l’Astronomie  théorique  : en  réunissant  leurs  efforts,  elles  se 
prêteront  l’une  .à  l’autre  un  mutuel  apjiui;  séparées  d’intérêts, 
elles  ne  feraient  dans  la  carrière  .scientifique  que  des  p;is  incertains. 


L. 
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DES  LOIS  GÉNÉRALES  DE  L’ÉQUILIBRE  El 
MOUVEMENT. 


Tous  les  corps  de  la  nature  sont  soumis  à des  lois 
immuables  qui  règlent  leurs  mouvements  ou  les  main- 
tiennent dans  l’état  de  repos.  La  connaissance  des  lois 
du  mouvement,  malgré  son  importance,  «avait  long- 
temps échappé  à l’esprit  humain  par  la  difficidté  de 
les  démêler  au  milieu  de  la  complication  et  de  la 
variété  des  phénomènes  que  la  nature  nous  présente. 
Doué  d’uu  esprit  aussi  vaste  que  pénétrant,  Galilée, 
au  commencement  du  xvii*  siècle,  tenta  le  premier 
cette  entreprise,  et  jeta,  par  ses  belles  découvertes  sur 
la  chute  des  corps,  les  fondements  d’une  science  nou- 
velle qu’on  a nommée  MécanU[ue.  Tout  dans  la  na- 
ture obéit  à ses  lois,  et  elle  règle  d’une  manière  aussi 
précise  les  mouvements  imperceptibles  d’un  atome  de 
matière  que  ceux  qui  transportent  les  corps  célestes 
aux  extrémités  de  l’espace.  Les  géomètres  qui  sont 
I.  I 
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venus  après  ce  grand  lioinnie,  ont  successivement  re- 
culé, par  leurs  travaux,  les  bornes  de  cette  science, 
et  ils  ont  enfin  réduit  la  Mécanique  entière  à un  petit 
nombre  de  formules  générales  qui  n’offrent  plus  dans 
leur  usage  de  difficultés  que  celles  qui  résultent  de 
l’imperfection  de  l’analyse.  Nous  nous  proposons, 
dans  ce  livre,  de  rappeler  d’une  manière  succincte 
les  lois  fondamentales  de  l’équilibre  et  du  mouve- 
ment, pour  appliquer  ensuite  ces  principes  généraux 
à la  théorie  du  système  du  monde. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FORCES,  DE  LEUR  COMPOSITION  ET  DE  l’ÉQüILIRHE 
d’un  point  MATÉRIEL. 


1 . Un  corps  est  en  repos  lorsqu’il  ne  change  pas  de 
position  par  rapport  à d’autres  points  regardés  comme 
fixes;  il  est  en  mouvement  lorsqu’il  occupe  successi- 
vement différents  lieux  dans  l’espace. 

Toute  cause  motrice  qui  tend  à faire  passer  un 
corps  de  l’état  de  repos  à l’état  de  mouvement,  ou  à 
altérer  d’une  manière  quelconque  le  mouvement  que 
ce  corps  a reçu,  s’appelle  Joi ce  ou  puissance. 

La  nature  des  forces  nous  est  généralement  incon- 
nue, et  nous  ne  j>ouvons  juger  de  leur  grandeur  que 
par  les  effets  qu’elles  produisent.  Ainsi,  nous  disons 
qu’une  force  est  double,  triple  ou  quadruple  d’une 
autre,  lorsque  les  effets  qui  en  résultent  dans  des  cir- 
constances semblables,  sont  entre  eux  dans  le  même 
rapport. 

En  comparant  de  cette  manière  toutes  les  forces  de 
la  nature  à l’une  d’entre  elles  prise  pour  unité  ou 
pour  terme  de  comparaison,  ces  forces  se  trouveront 
exprimées^par  des  nombres  abstraits  qui  marqueront 
leur  rapport  à une  unité  commune,  et  elles  ne  seront 
plus  pour  nous  que  des  quantités  mathématiques  or- 
dinaires. 

Le  rapport  que  nous  venons  de  définir  est  ce  qu’on 


Digitized  by  Google 


4 THÉORIE  ANALYTIQUE 

appelle  la  force;  son  point  d’application 

est  le  point  sur  lequel  elle  agit  immédiatement;  sa 
direction,  la  ligne  droite  qu’elle  tend  à faire  décrire 
au  point  matériel  auquel  elle  est  appliquée. 

Un  point  matériel  soumis  à l’action  de  plusieurs 
forces  qui  ne  se  font  pas  équilibre  tend  à se  mouvoir 
dans  une  direction  quelconque,  et  cette  direction  est 
unique,' puisqu'il  ne  peut  se  mouvoir  à la  fois  dans 
deux  sens  différents.  Si  l’on  imagine  une  force  dirigée 
suivant  la  ligne  que  le  point  tend  à décrire,  et  dont 
l’effet  équivaille  à l’action  combinée  des  autres  forces 
qui  le  sollicitent,  il  est  évident  que  l’on  pourra  rem- 
placer par  cette  force  unique  le  système  de  forces  que 
l’on  avait  considéré  d’abord,  et  en  faire  désormais 
abstraction.  La  force  ainsi  déterminée  s’appelle  la  ré- 
sultante de  celles  qui  ont  mis  le  corps  en  mouve- 
ment, et  celles-ci  sont  nommées  les  composantes  de  la 
première. 

La  résultante  de  deux  forces  dont  les  directions  sont 
sur  la  même  ligne  droite,  est  égale  à leur  somme  ou  à 
leur  différence,  selon  qu’elles  agissent  dans  le  même 
sens  ou  dans  des  sens  opposés  : c’est  une  conséquence 
de  ce  que  nous  avons  dit  qu’on  devait  entendre  par 
l’intensité  d’une  force.  Mais  si  les  directions  de  ces 
deux  forces  forment  un  angle  entre  elles,  la  direction 
et  l’intensité  de  la  résultante  sont  liées  à celles  des 
composantes  par  une  relation  que  nous  allons  nous 
proposer  de  déterminer. 

Soient  X et  Y deux  forces  dont  nous  supposerons 
les  directions  perpendiculaires  entre  elles,  et  soit  M 
leur  point  d’application.  Désignons  par  R leur  résul- 
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t;uite  et  par  X l’angle  qn’elle  foi'ine  avec  la  direction 
(le  la  force  X.  Les  intensités  des  deux  forces  X et  Y 
étant  données,  il  est  clair,  d’après  ce  que  nous  avons 
dit,  que  la  résultante  R sera  complètement  déterminée 
de  grandeur  et  de  direction.  On  aura  donc  générale- 
ment 

R = F(X,  Y),  .r=y\X,  Y); 

d’où,  en  éliminant  Y',  on  tire 

X = 9^R,x). 

Dans  cette  équation  X et  R sont  les  seules  quantités 
dont  l’expression  numérique  varie  selon  l’unité  de 

X 

force  qu’on  a choisie  : leur  rapport  — doit  être  indé- 
pendant de*cette  unité  ; il  faut  donc  qu’il  soit  exprimé 
par  une  simple  fonction  de  x,  ce  quiexige  que  ç (R,  .r)  * 

soit  de  la  forme  R X <^x.  On  aura  donc  ainsi 

X = R X ff'X, 

équation  dans  laquelle  on  peut  changer  X en  Y pourvu 

qu’on  y change  en  même  temps  x en  ^ — x,n  étant 

égal  à la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l’unité. 

Cela  posé,  déterminons  d’abord  la  valeur  de  la  ré- 
sultante R.  Pour  cela,  remarquons  que  l’on  peut  con- 
sidérer la  force  X comme  la  résultante  de  deux  forces 
X'  et  X",  dont  la  valeur  est  inconnue,  et  qui  agissent, 
la  première  suivant  la  résultante  R,  et  la  seconde 
dans  une  direction  perpendiculaire  à cette  résultante, 
l^a  force  X,  qui  provient  de  la  composition  de  ces 
deux  nouvelles  forces,  formant  l’angle  x avec  la  direc- 
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lion  de  X'  et  l’angle  ^ direction  de  X", 

on  aura 

X'=Xxf.r=ï,  X-=Xxf(j-x)=H. 

On  peut  de  même  regarder  la  force  Y'  comme  la  ré- 
sidtante  de  deux  forces  Y'  et  Y"  dirigées,  la  première 
suivant  la  résultante  R,  la  seconde  perpendiculaire- 
ment à cette  force  ; et  pour  déterminer  les  intensités 
de  ces  deux  composantes,  on  aura 

Y'  = Yx<p[1-.t)  = ]^,  V"=Yx?x  = ^. 

On  pourra  ainsi,  aux  deux  forces  données  X et  Y, 
substituer  les  quatre  suivantes  : 

X'  ’P  XY  ^ 
n’  h’  “r’  r‘ 

Les  deux  dernières  agissent  en  sens  contraire  et  se 
détruisent  ; les  deux  premières  agissant  dans  le  même 
sens,  s’ajoutent,  et  leur  somme  forme  la  résultante  R. 
On  aura  donc 

R=‘=  X=  + Y=; 

d’où  l’on  peut  conclure  que  la  résultante  des  deux 
forces  X et  Y est  représentée  en  grandeur  par  la  dia- 
gonale du  rectangle  construit  sur  les  droites  qui  re- 
présentent ces  forces. 

Déterminons  maintenant  la  forme  de  ç jt.  Pour  cela 
considérons  une  nouvelle  force  Z agissant  sur  le  point 
matériel  M,  et  dont  la  direction  soit  perpendiculaire 
au  plan  des  forces  X et  Y^  Pour  avoir  la  résultante  des 
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trois  forces  X,  Y,  Z,  on  composera  d’abord  en  une  seule 
deux  quelconques  d’entre  elles;  ou  composera  ensuite 
leur  résultante  avec  la  troisième,  et  il  est  évident  que 
la  force  qui  en  résultera  sera  la  même  dans  quelque 
ordre  que  cette  composition  se  soit  opérée.  Soient  donc, 
comme  précédemment,  R la  résultante  des  forces  X 
et  Y,  X l’angle  que  forme  cette  force  avec  la  direction 
de  X.  Soient  S la  résultante  des  forces  R et  Z,  et^  l’angle 
que  forme  sa  direction  avec  la  force  R ; on  aura 

. X = Rxya:,  R = SX(p/. 

Mais  si,  après  avoir  composé  en  une  seule  les  forces 
Y et  Z,  on  regarde  S comme  provenant  de  la  compo- 
sition de  leur  résultante  et  de  la  force  X,  et  qu’on 
désigne  par  z l’angle  que  forment  entre  elles  les  forces 
X et  S,  on  aura 

X = S X <pz. 


Cette  équation , comparée  à celles  qui  précèdent,  donne 
yz  = X <fj.  {a) 


Pour  déduire  de  cette  équation  la  valeur  de  <px,  je 
remarque  que  les  angles  x et  jr  devant  être  absolu- 
ment indépendants  l’un  de  l’autre,  on  peut  faire  va- 
rier ces  deux  angles  séparément;  si  l’ou  différentie 
donc  par  rapport  à x l’équation  précédente,  qu’on  la 
différentie  ensuite  par  rapport  à j",  et  qu’on  divise 
les  deux  résultats  l’un  par  l’antre  ; en  faisant,  pour 
abréger. 


d.fx 

ilx 


d.ty  , 
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oii  aura 


ttz 


fix  y 

'(r 


(^) 


equatiun  de  laquelle  la  f'onctiou  inconnue  ç z a déjà 
disparu. 

Considérons  maintenant  le  triangle  sphérique  rec- 
tangle intercepté  entre  les  directions  des  trois  forces 
X,  R,  S;  on  aura  entre  les  trois  côtés  jr,  y,  z de  ce 
triangle,  la  relation 


cos  Z = cosar  cos^  ; 

d’où,  en  différentiant,  on  lire 

dz  sinjrcosr  dz  cosxsin^ 

dx  sinz  * dy  sinz 

En  substituant  pour  ^ ^ leurs  valeurs  dans  l’é- 

quation {b),  on  en  déduit 

cosx.ip'j:  co%jr.i^'y 

sinx  . çx  sin_r  ■ t^jr 

Puisque  les  deux  angles  a:  et^  sont  indépendants 
l’un  de  l’autre,  il  est  clair  que  l’un  quelconque  des 
deux  membres  de  cette  équation  peut  demeurer  con- 
stant, quelque  valeur  que  l’on  donne  à la  variable 
contenue  dans  l’autre  membre;  on  aura  donc  généra- 
lement 

, COSX.o'x 

— =C, 

sinx.fx  ' 
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c étant  une  constante  indépendante  de  l’angle  x.  Cette 
équation,  après  y avoir  substitué  pour  ç'jcsa  valeur 

donne,  en  l'intégrant, 

(px  = C cos~^x, 

C étant  une  constante  arbitraire.  Cette  valeur,  substi- 
tuée dans  l’équation 

X = R(fÆ-, 

donne 

X = RC  cos"' JT. 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  déterminer  les  deux  constantes 
C et  c.  Or,  si  l’on  suppose  Y nul,  on  a évidem- 
ment R = X et  x=  o;  donc  cosx=  i et  C=  i.  Si 
l’on  suppose  Y = X,  on  a R = y'X*  -f-  Y*  = X . v^a 
et  a:  =45°;  on  aura  donc  X = X . ya  • cos~^  45°; 

mais  cos45°  = donc  c=  — i,  et,  par  conséquent. 
Va 

X = Rcosa:. 

Cette  équation  détermine  l’angle  x;  elle  fait  voir 
que  la  résultante  des  deux  forces  X et  Y est  dirigée 
suivant  la  diagonale  du  rectangle  dont  les  côtés  repré- 
sentent ces  forces. 

Concluons  donc  enfin  que  la  résultante  de  deux 
forces  rectangulaires  appliquées  à un  même  point 
matériel  M,  et  dont  les  intensités  sont  représentées 
par  des  lignes  prises  sur  leurs  directions,  est  repré- 
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sentée  en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale 
du  rectangle  construit  sur  ces  droites. 

Il  suit  de  là  qu’à  une  force  donnée  on  peut  tou- 
jours substituer  deux  autres  forces  qui  forment  les 
cotés'd’un  rectangle  dont  elle  est  la  diagonale.  Soient 
R la  force  donnée,  X et  Y ses  deux  composantes,  et  a 
l’angle  que  forme  la  force  R avec  la  force  X ; les  trois 
forces  R,  X,  Y et  l’angle  a seront  liés  par  les  équa- 
tions de  condition 

X = R cosu,  Y'  = Rsinu,  R = vX*-f-Y'*. 

Ces  équations,  qui  n’équivalent  réellement  qu’à 
deux  équations  distinctes,  serviront  à déterminer 
deux  des  quatre  quantités  X,  Y,  R et  u,  loi-sque  les  ■ 
deux  autres  seront  données. 

En  étendant  à trois  dimensions  le  théorème  précé- 
dent, il  est  aisé  d’en  conclure  que  la  résultante  de 
trois  forces  rectangulaires  appliquées  à un  même  point 
matériel  est  représentée  en  gi-andeur  et  en  direction 
par  la  diagonale  du  parallélipipède  dont  les  arêtes 
représentent  ces  forces.  Soient  donc  X,  Y,  Z ces  trois 
composantes,  R leur  résultante,  et  u,  /;,  c les  trois 
angles  que  fait  sa  direction  avec  celle  des  forces  X,  Y 
et  Z ; on  aura 

R = x'X“  -t-  Y*  -t-  Z% 

X = Rcosu,  Y' = R cos/;,  Z = Rcosc, 

équations  qui  s’accordent  entre  elles,  puisque  les 
trois  angles  fl,  /;,  c sont  liés  par  la  condition 

cos“  fl  + cos’  />  -hi  cos’  c = I . 
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Les  équations  précédentes  serviront  à déterminer 
trois  des  six  quantités  X,  Y,  Z,  R,  a et  i lorsque  les 
trois  autres  seront  connues.  Elles  détermineront  la 
valeur  et  la  direction  de  Ja  résultante  lorsque  les 
trois  composantes  X,  Y et  Z seront  données;  et  réci- 
proquement on  pourra,  par  leur  moyen,  décomposer 
une  force  donnée  R en  trois  autres  perpendiculaires 
entre  elles,  et  formant  avec  sa  direction  des  angles 
donnés. 

2.  De  là  résulte  une  manière  très-simple  de  déter- 
miner la  grandeur  et  la  direction  de  la  résultante  d’un 
nombre  quelconque  de  forces  appliquées  à un  même 
point  matériel  M.  Eu  effet,  soient  P,  P',  P",  etc.,  les 
intensités  de  ces  forces;  a,  a',  a",  etc.  ; h,  b',  h",  etc.; 
c,  c'y  c",  etc.,  les  angles  que  font  respectivement  leurs 
directions  avec  les  trois  axes  coordonnés;  on  dé- 
composera chacune  des  forces  données  en  trois  autres 
parallèles  à ces  axes.  Désignant  ensuite  par  X,  Y et  Z 
la  somme  de  toutes  les  composantes,  respectivement 
parallèles  aux  axes  des  x,  des  et  des  z,  en  sorte 
qu'on  ait 

X = 2.Pcosfl,  Y=2.PcosA,  Z=2.Pcosc, 

toutes  les  forces  qui  agissaient  sur  le  point  M -se 
trouveront  l’amenées  à trois  forces  rectangulaires 
X,  Y,  Z,  et,  si  l’on  désigne  par  R la  résultante  de 
ces  trois  forces,  et  par  A,  R,  C les  angle.s  que  fait  sa 
direction  'avec  les  trois  axes  coordonnés,  on  aura. 
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pour  déterminer  ces  quatre  iiicoumics,  les  équations 

Il  = s X’  + + Z», 

X = Il  cos  A,  Y = Il  cos  B,  Z=IlcosC. 

Si  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  au  point  M; 
(pi’on  désigne  par  jc,  z les  coordonnées  de  l’extré- 
mité de  la  force  P;  par  x',  z les  coordonnées  de 
l’extrémité  de  la  force  P',  et  ainsi  de  suite;  on  aura 

x=Pcosfl,  ^=Pcos6,  z = Pcosc,  j:'=P'cosrt',  ...  , 

et,  par  conséquent, 

X = ar-t- x'-t-...,  Y=y-i-y  -h...,  Z = z 4- z' -h...  ; 

dans  ce  cas,  X,  Y,  Z représentent  les  coordonnées  de 
l’extrémité  de  la  résultante,  dont  le  carré  sera  la 
somme  des  carrés  de  ces  coordonnées  : on  aura  donc 
ainsi  immédiatement  la  grandeur  et  la  direction  de 
la  résultante. 

Si  le  point  M est  en  équilibre,  en  vertu  des  forces 
qui  le  sollicitent,  leur  résultante  doit  être  égale  à zéro; 
mais  la  fonction  \ X*  4-  Y'  4-  Z^,  valeur  de  cette  résul- 
tante, ne  peut  être  nulle,  à moins  qu’on  n’ait  séparé- 
ment 

X = o,  Y = o,  Z = o, 

ou  bien 

2.Pcosa  = o,  2.Pcosi  = o,  2.Pcosc  = o. 

C’est-à-dire  que,  dans  le  cas  de  l’équilibre  d’un 
point  matériel  M sollicité  par  un  nombre  quelconque 
de  forces,  la  somme  des  composantes  de  ces  forces 
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parallèles  à trois  axes  coordonnés  rectangulaires,  doit 
être  séparément  égale  à zéro. 

3.  Ce  tliéorèine  offre  un  moyen  curieux  de  con- 
struire géométi’iquement  la  résultante  d’un  nombre 
quelconque  de  forces  appliquées  à un  même  point, 
ou  de  vérifier  l’équilibre  qu’on  supposerait  exister 
entre  ces  forces.  En  effet,  soient  P,  P',  P",...,  P™  les 
forces  données,  que  nous  supposerons  en  nombre 
n -(-  I , et  représentées  par  des  lignes  prises  sur  leurs 
directions;  soient  rt,  b,  c,  a'  b',  c',  etc.,. les  angles 
qu’elles  forment  respectivement  avec  les  trois  axes 
coordonnés.  Si  l’on  ajoute  toutes  ces  droites  à l’ex- 
trémité l’une  de  l’autre,  dans  un  ordre  quelconque, 
mais  dans  des  directions  parallèles  à celles  qu’elles 
ont  autour  de  leur  point  commun  d’application,  on 
formera  un  polygone  d’un  nombre  « -+- i de  côtés, 
ces  côtés  pouvant  être  situés  ou  non  situés  dans  le 
même  plan.  Plaçons  l’origine  des  coordonnées  à l'o- 
rigine de  l’une  quelcoïKjue  des  forces  P,  P',  etc.,  à 
l’origine  de  la  force  P par  exemple,  et  désignons 
par  -x”,  Y°,  z°;  x',  y',  z',...,  X y'"',  z'"',  les  coor- 
données des  différents  sommets  de  ce  polygone;  il  est 
aisé  tle  vérifier  qu’on  aura  généralement 

x(n)_p  cosrt  -I-  P'cosa'  -I-  ...  -H  P'">  COSrt'"\ 
yi")  — P cosô  -4-  P'  cosb'  -4-  ...  -4-  P<"*  cosè'"^ 
z'"*  = P COSC  -4-  P' cosc'  -4-  ...  -4-  P<"'  cosc*"^ 

Si  les  forces  P,  P',...,  P‘"*  sont  en  équilibre,  on  a 
(u“2) 

X'"’=:0,  Y'")=0,  Z<"^— O, 
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et,  par  conséquent,  le  polygone  est  fermé.  Si  l’équilibre 
n’a  pas  lieu,  les  coordonnées  x'">,  Y<">,  Z étant  égales 
respectivement  aux  trois  coordonnées  de  l'extrémité 
de  la  résultante  des  forces  P,  P',...,  P‘">  (n“  2),  cette 
résultante  se  confond  avec  la  ligne  menée  de  l’origine 
pour  fermer  le  polygone;  elle  est  donc  représentée 
en  grandeur  et  en  direction  par  cette  ligne.  Quant  à 
son  sens  d’action,  il  n’est  pas  équivoque,  puisqu’elle 
doit  toujours  tendre  à augmenter  les  coordonnées 
x'"’,  y'"',  Z'"';  d’où  l’on  peut  conclure  encore  que 
cette  résultante  est  égale  et  directement  opposée  à la 
force  qu’il  faudrait  ajouter  aux  forces  P,  P',...,  P'"’ 
pour  établir  récpiilibre  dans  ce  système,  ce  qui  d’ail- 
leurs est  manifeste. 

Il  suit  aussi  de  là,  comme  corollaire,  que  si  le  sys- 
tème de  forces  que  l’on  considère  se  réduit  à deux 
forces  P,  P',  formant  entre  elles  un  angle  quelconque, 
la  résultante  est  la  diagonale  du  parallélogramme  con- 
struit sur  les  deux  forces,  et  que,  si  ce  système  se 
compose  de  trois  forces  P,  P',  P"  non  situées  dans  le 
même  [)lan,  leur  résultante  est  représentée  par  la 
diagonale  du  parallélipipède  construit  sur  ces  trois 
forces. 

4.  Supposons  maintenant  que  le  point  M sur  lequel 
agissent  les  forces  P,  P',  etc.,  ne  soit  pas  libre  et  qu’il 
soit  assujetti  à rester  sur  une  surface  donnée,  il  en 
éprouvera  une  résistance  que  nous  désignerons  par  N, 
et  qui  s’exercera  suivant  la  perpendiculaire  à cette 
surface.  S'il  en  était  autrement,  cette  résistance  pour- 
rait se  décomposer  en  deux  autres  forces,  l’une  diri- 


Digitized  by  Coogie 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


'équilibre 
int  égales 
extrémité 
2),  celle 
l’origine 
présentée 
Quant  à 
i^<\u'ék 
données 
ire  que 
sde  à 

,i  d'ail- 

le  sys- 
rfeiii 
ligne, 

* con- 
ne 
■ns  If 

,r  b 

frû/s 


ijel 
Il  il 

i’ii 

V, 

te 


r~ 


g«‘e  suivant  la  normale  à la  surface,  et  qui  empêche- 
rait le  point  de  la  pénétrer,  l’autre  parallèle  à cette 
surface,  et  qui  s’opposerait  à ce  que  le  point  pût  s’y 
mouvoir  librement,  ce  qui  est  contre  la  supposition. 
Si  l’on  considère  la  résistance  N comme  une  force 
nouvelle  dont  le  point  M est  animé,  il  est  clair  qu’on 
pourra  le  regarder  ensuite  comme  parfaitement  libre, 
et  faire  abstraction  de  la  surface  donnée.  Soient 
donc  a,  ë,  y les  angles  que  forme  la  direction  de  la 
normale  au  point  M avec  les  axes  coordonnés; 
soient  X,  Y,  Z la  somme  des  composantes,  respecti- 
vement parallèles  à ces  axes,  des  forces  qui  sollici- 
tent le  point  M;  on  aura,  pour  les  conditions  d’é- 
quilibre, 

Ncosa-t-X=o,  Ncoso+Y  = o,  Ncosy-i-Z=o.  (<«) 
De  ces  équatiou^on  tire  d’abord 

N =r  V X’  + + Z»  ; 


c’est  la  mesure  de  la  résistance  dont  la  surface  doit 
être  capable  pour  n’être  pas  pénétrée  par  le  point  M : 
elle  est  égale  à la  résultante  des  forces  qui  agissent 
sur  ce  point,  ou  à la  pression  qu’il  exerce  contre  la 
surface,  suivant  la  direction  de  sa  normale. 

Soient  L = o l’équation  de  la  surface  donnée;  x, 
Z les  coordonnées  du  point  M situé  sur  cette  sur- 
face; on  aura,  par  les  formules  connues, 

cosa  = K (g),  cosg  = K('^),  cos-/  = r(^^), 
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en  faisant,  pour  abréger, 

Si  l’on  substitue  à la  place  de  cos  a,  cos  6,  cos  y 
leurs  valeurs  dans  les  équations  (th),  et  qu’on  élimine 
entre  elles  l’arbitraire  N,  les  conditions  d’équilibre 
du  point  M se  réduiront  aux  deux  équations  sui- 
vantes : 


\ Pour  voir  ce  qu’expriment  ces  équations,  dési- 
gnons par  R la  résultante  des  trois  forces  X,  Y,  Z;  les 
cosinus  des  angles  que  forme  R avec  les  axes  coor- 

donnés  seront  exprimés  P'"»*’ Eo  nommant 

donc  A,  B,  C ces  trois  angles,  les  équations  précé- 
dentes donneront 

cos  A cosê  = cos  B cos  a, 
cos  A cosy  = cosC  cos  a. 

D’ailleurs 

cos*  A -4-  cos*  B -f-  cos*  C = I , 
cos*  a cos*ê  -+-  cos*  y = i . 

On  aura  donc 

cos  A = cos  a,  cosB  = cosê,  cosC  = cosy. 
C’est-à-dire  que,  pour  assurer  l’équilibre  du  point  M, 
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il  ne  sera  plus  nécessaire,  comme  dans  le  cas  général, 
que  la  résultante  des  forces  qui  le  sollicitent  soit 
nulle;  il  suffira  que  1a  direction  de  cette  résultante 
soit  normale  à la  surface  donnée,  afin  que  le  point  M 
ne  puisse  glisser  en  aucun  sens  sur  cette  surfiice. 

Si  la  position  du  point  M n’était  pas  fixée  sur  la  sur- 
face, et  qu’il  s’agît  au  contraire  de  déterminer  ce  point 
de  manière  à ce  qu’il  se  maintint  sous  l’action  des 
forces  X,  Y,  Z,  les  deux  équations  (n),  jointes  à l’é- 
quation L = O,  serviraient  à faire  connaître  les  coor- 
données du  point  cherché. 

Supposons  actuellement  le  point  M assujetti  à rester 
sur  deux  surfaces  données  ou  sur  la  courbe  de  leur 
intersection.  Il  éprouvera  de  la  part  de  chacune  de 
ces  surfaces  une  résistance  dont  l’action  s’exercera 
suivant  les  directions  de  leurs  normales;  eu  compre- 
nant ces  nouvelles  forces,  dont  la  grandeur  est  arbi- 
traire, parmi  celles  qui  sollicitent  le  pointM,  on  pourra 
faire  abstraction  de  la  courbe  donnée,  et  regarder  ce 
point  comme  entièrement  libre.  Désignons  donc  par 
• N et  N'  les  résistances  que  le  point  M éprouve,  par  a, 
ê,  "y  et  a',  ê',  -y'  les  angles  que  forment  les  normales 
aux  deux  surfaces  avec  les  axes  coordonnés,  et  par 
■Xj  Y,  Z les  sommes  des  composantes,  respecti- 
vement parallèles  à ces  axes,  des  forces  qui  solli- 
citent le  point.  I^es  conditions  générales  d’équilibre 
«leviendronl 


N cosa  + jN'  cosa'  -+-  X = o,  \ 

N cos  S + N'  cosÊ'  -t-  y = O,  I {p) 

N COS'/  -+-  N'  cosy'  + Z = o.  ) 

à 
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Ces  équations,  en  désignant  par  u l'angle  que  for- 
ment entre  elles  les  deux  forces  N et  JN',  et  observant 
que 

cos  a cos  a'  -H  cosë  cosê'  cosy  cos  y'  = cosw, 
donnent 

NÎ+  N'*4-  2lN'N'cosu=  X*-f-  Y’  + Z\ 

I^e  premier  membre  de  cette  équation  représente  le  ’ 
carré  de  la  diagonale  du  parallélogramme  construit 
sur  les  deux  forces  N'et  N',  c’est-à-dire  le  carré  de 
leur  résultante,  laquelle  est  nécessairement  comprise 
dans  le  plan  normal  à la  courbe  donnée.  La  fonction 
-t-  Y*  -t-  Z*  exprime  donc  la  résistance  dont  cette 
courbe  doit  être  capable  pour  n’étre  pas  pénétrée  par 
le  point  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  elle  exprime 
la  pression  normale  que  ce  point  exerce  sur  la  courbe 
donnée. 

Soient 

L = O et  L'  = O 

les  équations  des  deux  surfaces  dont  l’intersection 
forme  la  courbe  que  le  point  M ne  peut  quitter,  et 
désignons  par  x,  j",  z les  coordonnées  de  ce  point; 
nous  aurons 

• r Li  £ — . CiXé 

cosa  = K —,  cosS  = K — ? cosv 

^ dx  dy  ' 

cosa'=K'î^î  cosS'=K'^»  cosV 

d.r  dy  • 
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LU) 

U)  ^ 

U) 

J 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (p),  et 
éliminant  ensuite  N et  N',  les  conditions  d’équilibre  du 
point  M se  réduiront  à cette  équation  unique, 

Xdx + Y dj ->r7jdz=z  O.  (r/) 

Si  l’on  désigne  par  ds  l’élément  de  la  courbe  siii- 
laquelle  le  point  M est  assujetti,  seront  res- 

pectivement les  cosinus  des  angles  que  forme  cet  élé- 
ment avec  les  axes  des  x,  des  j et  des  z;  les  cosinus 
des  angles  formés  par  la  résultante  R et  par  les  mêmes 

axes,  sont  — > — » -•  L’équation  précédente  exprime 

donc  que  cette  résultante  et  l’élément  de  courbe  for- 
ment un  angle  droit  entre  eux.  D’où  il  résulte  qtie  la 
somme  des  composantes,  tangentes  à ce  même  élé- 
ment, est  égale  à zéro,  condition  nécessaire,  en  ef- 
fet, pour  que  le  point  M ne  puisse  glisser  siir  cette 
courbe. 

Si  la  position  du  point  M n’était  pas  fixée,  et 
qu’il  s’agit  de  la  déterminer  de  manière  que  les 
forces  X,  Y,  Z fussent  en  équilibre,  l’équation  de 
condition  (ty),  jointe  aux  équations  de  la"  courlx' 


K'  = 
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donnée,  suffirait  pour  déterminer  les  coordonnées  de 
ce  point. 

Quelles  que  soient  d’ailleurs  les  données  et  les  in- 
connues du  problème,  la  fonction 

sera  toujours  la  mesure  de  la  pression  normale  que 
le  point  M exerce  sur  la  courbe  qu’il  parcourt. 
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CHAPITRE  II. 

DE  l’équilibre  d’un  SYSTÈME  DE  POINTS  MATÉRIELS  LIÉS 
ENTRE  EUX  D’üNE  MANIÈRE  QUELCONQUE. 


5.  Considérons  d’abord  un  système  de  forme  in- 
variable, et  commençons  «par  le  cas  le  plus  simple, 
celui  où  le  système  se  compose  de  deux  points  seule- 
ment, et  où  les  forces  qui  lui  sont  appliquées  se  rédui- 
.sent  à deux,  agissant  dans  le  même  plan. 

Si  l’on  prolonge  les  directions  de  ces  forces,  que 
nous  désignerons  par  P et  P',  jusqu’à  ce  qu’elles  se 
rencontrent  en  un  point  O,  on  ne  changera  rien  à 
l’état  du  système,  en  supposant  les  forces  P et  P' 
appliquées  immédiatement  à ce  point.  En  désignant 
donc  par  R leur  résultante,  et  par  a,  a',  A les  angles 
que  forment  respectivement  avec  l’axe  des  x les 
forces  P,  P',  R,  on  aura 

t 

R cos  A = P cosa  -+-  P'  cosa', 

RsinA  =Psina  -l-P'sinrt'. 

Ces  deux  équations  donneront  la  valeur  et  la  direc- 
tion de  la  résultante  R.  La  position  de  cette  force  se- 
rait donc  parfaitement  déterminée,  si  l’on  connaissait 
un  seul  point  de  sa  direction  ; or  nous  savons  qu’elle 
doit  passer  par  le  point  de  concours  des  deux  forces  P 
et  P'.  Pour  exprimer  analytiquement  cette  condition, 
menons  de  l’origine  des  coordonnées  au  point  O une 
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ligne  li,  et  soit  a l’angle  que  forme  cette  droite  avec 
l’axe  des  x.  Abaissons  de  cette  même  origine  une  per- 
pendiculaire sur  chacune  des  forces  P,  P',  R;  si  l’on 
désigne  par  p,  p’  et  r les  longueurs  de  ces  droites,  il 
est  aisé  de  voir  qu’on  aura 

J P = L sin(a  — rt),  p'=  Lsin (a  — ) 

r = Lsin(a  — A),  j 

Si,  au  moyen  des  deux  premières  équations,  on 
élimine  de  la  troisième  les  deux  quantités  L et  a,  on 
aura  la  valeur  de  r exprimée  en  fonction  de  quantités 
connues,  et  la  résultante  R sera  entièrement  déter- 
minée de  grandeur  et  de  position.  Mais  à l’équation 
qui  résulterait  de  cette  élimination,  on  peut  en  substi- 
tuer une  qui  a l’avantage  d’être  plus  simple,  et  dont 
la  conséquence  est  la  même;  en  effet,  remarquons 
que  si  l’on  retranche  l’une  de  l’autre  les  équations  ( i ), 
après  avoir  multiplié  la  première  par  sina,  la  seconde 
par  cos  a,  on  a 

R sin(a  — A)  = P sin  {cf.  — a)  -h  P'  sin  (a  — a'). 

Substituons,  dans  cette  équation,  pour  sin  (a  — A), 
sin  (a  — fl),  sin  (a  — fl'),  leurs  valeurs  tirées  des  équa- 
tions (o),  et  multiplions  tous  les  termes  par  L;  nous 
aurons 

Rr=  Pp-+-P'p'.  (a) 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r,  et  fera  con- 
naître par  conséquent  à quelle  distance  la  résultante 
passe  de  l’origine  des  coordonnées. 

S’il  y avait  équilibre  dans  le  système,  la  résul- 


(o) 


« 
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tante  R serait  nulle;  les  équations  (i)  montrent  qu’il 
faut,  dans  ce  cas,  que  les  forces  P et  P'  soient  égales 
et  agissent  dans  des  directions  parallèles,  mais  en 
sens  inverse;  l’équation  (a)  montre  qu|elles  doivent 
être,  de  plus,  directement  opposées,  ce  qui  d’ailleurs 
est  évident. 

La  fonction  Rr  que  nous  avons  introduite  dans 
l’équation  (2),  et  généralement  le  produit  d’une  force 
par  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’origine  des  coor- 
données sur  sa  direction,  est  ce  qu’on  appelle  le 
moment  de  la  force  par  rapport  à cette  origine.  Ce 
produit  peut  s’exprimer  d’une  autre  manière,  qui  a 
l’avantage  de  rendre  manifeste  le  signe  des  peqiendi- 
culaires  p,  p',  r.  En  effet,  si  l’on  désigne  par  x, 
et  x',  y'  les  coordonnées  des  points  d’application  des 
forces  P et  P',  et  par  x,  Y les  coordonnées  d’un  point 
quelconque  de  leur  résultante,  il  est  aisé  de  voir  qu’on 
aura 

p = y cosa  — X sina,  p'  = y cosa'  — x'  sinu', 
et 

r—'i  cos  A — X sinA, 
l’équation  (2)  deviendra  ainsi 

R(y  cosA  — X sinA)  = P(^  cosrt  — a siiia),  1 

-+- P(^' cosrt'— x' sina').  j ' ' 

Considérons  maintenant  un  système  composé  d’un 
nombre  quelconque  de  points  matériels  liés  entre  eux 
d’une  manière  invariable,  et  sollicités  par  des  forces 
que  nous  supposerons  toujours  agir  dans  le  même 
plan.  Soient  P,  P',  P", . . . , P‘"’,  les  intensités  de  ces 
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forces  ; a,  rt',  a" , . . . , les  angles  qu’elles  forineiil 

avec  l’axe  des  a:;  p',  p", . . . , p'’'^  les  perpendicu- 

laires abaissées  de  l’origine  sur  leurs  directions.  Com- 
posons d’abord  en  une  seule  deux  de  ces  forces  P et  V' 
prises  à volonté;  soit  R'  leur  résultante.  A'  l’angle 
qu’elle  forme  avec  l’axe  des  x,  et  r'  la  perpeiulicu- 
laire  abaissée  de  l’origine  sur  sa  direction  ; composons 
ensuite  cette  résultante  avec  la  force  suivante  P";  soient 
R"  leur  résultante,  A"  l’angle  qu’elle  forme  avec  l’axe 
des  X,  et  r"  la  perpendiculaire  abaissée  de  l’origine 
sur  sa  direction  ; composons  cette  nouvelle  résul- 
tante avec  la  force  P",  et  ainsi  de  suite  : de  cette 
manière  nous  réduirons  finalement  le  système  à 
deux  forces  R"~'  et  P‘"\  dont  nous  déterminerons 
la  résultante  en  grandeur  et  en  direction,  d’après  ce 
que  nous  avons  dit  précédemment.  Désignons  par  R 
cette  résultante  finale,  par  A l’angle  qu  elle  forme 
avec  l’axe  des  x,  par  rla  perpendiculaire  abaissée  de 
l’origine  sur  sa  direction,  et  déterminons  par  le 
même  numéro  la  valeur  des  quantités  R'cosA', 
R'siuA',  RV,  R'cosA",  etc.,  nous  aurons,  par  de 
simples  substitutions. 


RcosA  = 2.Pcosa,  Rsin  A = 2.Psin«, 

Rr=  i.Pp, 


le  signe  2 désignant  généralement  la  somme  des  quan- 
tités qu’on  obtient  eu  marquant  successivement  d’un 
accent  les  lettres  P,  a,  p. 

Les  deux  premières  équations  déterminent  l’inten- 
sité et  la  direction  de  la  résultante;  la  troisième,  la 
distance  à laquelle  elle  passe  de  l'origine,  tiette  der- 
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nière  «Quation  montre  que  le  moment  de  la  résul- 
tante d’un  nombre  quelconque  de  forces  est  égal  à la 
somme  des  moments  des  composantes.  Si  l’on  désigne 
par  X,  Y les  coordonnées  d’un  point  quelconque  de  la 
direction  de  R,  et  par  jt,  x\  y',  etc.,  les  coor- 
données des  points  d’application  des  forces  P,  P',  etc.; 
cette  équation  pourra  s’écrire  ainsi  : 

R (y  cos  a — X sin  A)  = 2. P {y  cosa  — x sinn).  (5) 

Si  le  système  que  l’on  considère  est  en  équilibre, 
en  vertu  des  forces  qui  le  sollicitent,  la  résultante  de 
ces  forces  sera  nulle;  on  aura  donc,  dans  ce  cas, 

2.Pcos«  = o,  2.Psina  = o,  l.Pp  = o. 

Équations  d’où  il  est  facile  de  conclure  que  toutes 
les  forces  du  système  peuvent  se  réduire  à deux  forces 
égales  et  directement  opposées. 

Ainsi  donc,  pour  qu’un  nombre  quelconque  de 
forces  agissant  dans  le  même  plan  puissent  se  faire 
équilibre,  il  faut  ; i“  que  la  somme  des  composantes 
de  ces  forces,  par  rapport  à deux  axes  rectangulaires 
menés  arbitrairement  dans  le  plan,  soit  resj)ective- 
ment  égale  à zéro  ; que  la  somme  des  moments 
de  ces  forces,  par  rapport  à un  point  quelconque  du 
plan,  soit  nulle. 

Si  le  plan  dans  lequel  agissent  les  forces  P,  P',  etc., 
contenait  un  point  fixe,  il  ne  serait  plus  nécessaire 
que  leur  résultante  fût  nulle;  il  .suffirait  que  la  direc- 
tion de  cette  force  passât  par  le  point  fixe  pour  assurer 
l’équilibre  du  système.  Si  l’on  place  donc  en  ce  point 
l’origine  des  coordonnées,  les  conditions  d’équilibre 
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se  réduiront  à l’équation  unique  2.Pp  = o,  et  la 
valeur  v(2.P  cosn)* -f- (2.P  sina)*  de  la  l’ésultante, 
dont  le  point  fixe  annule  l’effet,  exprimera  l’effort 
que  supporte  ce  point.  Il  est  à remarquer  que  cet 
effort  est  le  même  que  celui  que  le  point  fixe  aurait  à 
supporter  si  toutes  les  forces  du  système  lui  étaient 
immédiatement  appliquées. 

On  déduit  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  d’une 
manière  très-simple,  et  comme  un  cas  particulier, 
toute  la  théorie  du  levier. 

(>.  11  peut  arriver  que  les  directions  des  forces  P, 
P',  P",  etc.,  soient  toutes  parallèles  entre  elles;  il 
convient  d’examiner  ce  que  deviennent  alors  les 
équations  (4)-  On  aura,  dans  ce  cas, 

a = a'=  a"=..., 
et  les  équations  (4)  donneront 
R cosA  = cosrt  2.P,  R sin  A = siiifl  2.P,  Rr=2.P/>; 
d’où  l’on  tire 

cos.4  = cosa,  sinA  = siiirt  et  R = 2.P, 

c’est-à-dire  que  la  résultante  est  parallèle  aux  com- 
posantes, et  qu’elle  est  égale  à leur  somme.  La 
troisième  équation  devient  ainsi 


ce  qui  détermine  la  distance  de  la  résultante  à l’ori- 
gine, et  achève  de  fixer  sa  position. 
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Si  l'on  suppose  R = o dans  les  équations  précé- 
dentes, elles  deviennent 

2.P  = q,  l.Vp  = o.  (6) 

D’où  il  suit  que  pour  l’équilibre  d’un  système  de 
forces  agissant  dans  le  même  plan  et  dans  les  direc- 
tions parallèles,  il  faut;  i°que  la  somme  de  ces  forces 
soit  égale  à zéro  ; a"  que  la  somme  de  leurs  moments, 
par  rapport  à un  point  quelconque  du  plan,  soit 
nulle. 

7.  Considérons  enfin  un  système  de  points  de  forme 
invariable,  sollicités  par  des  forces  dirigées  d’une  ma- 
nière quelconque  dans  l’espace,  et  déterminons  les 
conditions  à remplir  pour  qu’un  pareil  système  soit 
eu  éijuilibre.  Soient  P,  P',  P",  etc.,  les  intensités  des 
forces  appliquées  au  système;  ar,  j',  s,  x\  j-',  r',  etc., 
les  coordonnées  respectives  de  leurs  points  d’appli- 
cation ; «,  b,  c,  les  angles  que  forme  la  direction  de 
la  force  P avec  les  axes  des  x,  des  jr  et  des  z;  n’,  b\  c', 
les  angles  que  forme  avec  les  mêmes  axes  la  direc- 
tion de  P',  et  ainsi  de  suite.  Je  décompose  chacune 
des  forces  P,  P',  P",  etc.,  en  trois  autres,  Pcosn, 
Pcosè,  P cosc,  F cos  a',  P'cosù',  etc.,  respective- 
ment parallèles  aux  axes  des  coordonnées.  Je  pro- 
longe la  direction  de  la  force  Pcosa  jusqu’à  ce 
qu’elle  rencontre  le  plan  des^z  en  un  point  dont  j 
et  Z sont  les  coordonnées  ; je  décompose  ensuite  cette 
force  en  deux  autres  égales  entre  elles  et  parallèles 
à sa  direction,  agissant,  l’une  dans  le  plan  des  xjr, 
l’autre  dans  le  plan  des  xz.  Chacune  de  ces  compo- 
santes sera,  n"  6,  égale  à |^P  cosa;  la  première  agira 
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perpendiculairement  à l’axe  des^,  à une  distancé 
de  l’axe  des  j:,  la  seconde  perpendiculairement  À 
l’axe  des  z,  à une  distance  az  du  même  axe. 

J’opère  une  décomposition  semblable  sur  les  forces 
P'cosa',  P"cosn",  etc.,  en  sorte  que  le  groupe  de 
forces  Pcosrt,  P'cosa',  etc.,  parallèles  à l’axe  des  x, 
se  trouve  ainsi  remplacé  par  deux  groupes  de  forces, 
^Pcosn,  ^ P' cosrt',  etc.,  agissant  parallèlement  au 
même  axe,  l’un  dans  le  plan  des  xjr,  l’autre  dans  le 
plan  des  xz,  aux  distances  respectives  2j,  ay',  etc., 
2Z,  az',  etc.,  de  l’axe  des  x. 

Je  remplace  de  même  le  groupe  des  composantes 
Pcos^>,  P'cosi',  etc.,  parallèles  à l’axe  des  j",  par 
deux  groupes  de  forces  ^Pcos^i,  4 P cos etc., 
agissant  parallèlement  au  même  axe,  l’un  dans  le 
plan  des  xj^,  l’autre  dans  le  plan  des  /z,  à des  dis- 
tances respectives,  ax,  a a:',  etc.,  az,  az',  etc.,  de 
l’axe  des  j-,  et  le  groupe  des  composantes  P cosc, 
P'  cosc',  etc.,  parallèles  à l’axe  des  z,  |)ar  deux  grou- 
]>es  de  forces  4 P cosc,  ^ P'  cosc',  etc.,  agissant  paral- 
lèlement au  même  axe,  l’un  dans  le  plan  des  xz, 
l’autre  dans  celui  des  jz,  aux  distances  respecti- 
ves ax,  ao:',  etc.,  a^,  a/',  etc.,  de  l’axe  des  z. 

Ainsi  donc,  toutes  les  forces  qui  agissaient  dans  des 
directions  quelconques  sur  le  système  que  nous  con- 
sidérons, se  trouvent  remplacées  par  des  forces 
agissant  dans  les  trois  plans  coordonnés,  et  partagées 
sur  ciiacun  d’eux  en  deux  groupes  de  forces  respecti- 
vement parallèles  aux  axes  que  renferment  ces  plans. 

Il  est  clair,  d’après  cela,  que  si  l’équilibre  a lieu 
sur  chacun  des  |)lans  coordonnés,  il  aura  lieu  dans  le 
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système  entier.  Or  les  conditions  d’équilibre  sur  cha- 
cun des  plans  des  xj,  des  xz,  et  des  j^z,  seront  ex- 
primées, n”  5,  par  les  équations  respectives 

^2.Pcosfl  = o,  ^2.PcosZ>  = o, 

^ I.[P(a7‘  cosrt  — axcosb)  ] = o, 
i iS.P  cosfl  = O,  i2.Pcosc  = o, 

^ 2.[P(axcosC  — 2z  costz)]  = o, 

^ 2. P cosA  = 0,  ^ 2. P cosc  = o, 

2.  [P  (2Z  cosè  — ajr  cosc)  ] = o. 

Ces  neuf  équations  n’en  forment  véritablement  que 
six  différentes  entre  elles;  l’équilibre  du  système  sera 
donc  assuré,  lorsque  les  forces  P,  P',  etc.,  satisferont 
aux  équations  suivantes  : 

2.Pcosfl  = o,  2.Pcos^  = o,  2.PCOSC 
2.  [P(  ^ cosa  — JTCosè)] 

2.[P  (x  cosc  — Z cosa)] 

2.[P  ( Z cos6  — ^cosc)] 

C’est-à-dire  qu’utj  système  de  forme  invariable, 
sollicité  par  des  forces  dirigées  d’une  manière  quel- 
conque dans  l’espace,  est  en  équilibre  toutes  les  fois 
que  la  somme  des  composantes  de  ces  forces  respecti- 
vement parallèles  à chacun  des  axes  coordonnés  est 
nulle,  et  que  la  somme  de  leurs  moments  sur  chacun 
des  plans  perpendiculaires  aux  mêmes  axes  est  respec- 
tivement égale  à zéro. 

Ces  conditions  suffisent  pour  assurer  l’équilibre  du 
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système,  et  il  est  aisé  île  démontrer  que  cet  équilibre 
ne  saur.iit  avoir  lieu  sans  elles.  En  effet,  il  existerait 
nécessairement  sur  celui  des  plans  coordonnés  pour 
lequel  les  équations  d’équilibre  (7)  lie  seraient  pas 
satisfaites,  une  force  libre.  Si  les  trois  plans  coordon- 
nés se  trouvent  dans  ce  cas,  le  système  sera  nécessai- 
rement mis  en  mouvement,  parce  que  trois  forces 
situées  dans  des  plans  différents  ne  peuvent  jamais  se 
faire  équilibre.  Si  les  équations  d’équilibre  sont  satis- 
faites sur  l’un  des  plans  coordonnés,  sans  l’être  sur  les 
deux  autres,  les  résultantes  des  forces  agissant  sur  ces 
plans  ne  sauraient  se  faire  équilibre,  à moins  d’étre 
situées  toutes  deux  sur  leur  intersection  commune, 
égales  et  de  direction  contraire;  ce  qui  est  im|>ossible 
d’après  la  transformation  précédente.  Enfin,  si  les 
conditions  d’équilibre  étaient  satisfaites  sur  deux  des 
plans  sans  l’être  sur  le  troisième,  les  forces  situées 
dans  ce  plan  mettraient  nécessairement  le  système  en 
mouvement. 

Si  le  système  n’est  pas  en  équilibre,  et  si  les  forces 
P,  P',  etc.,  qui  le  sollicitent  ont  une  résultante  R,  il 
est  clair  que  l’on  rétablira  l’équilibre  dans  le  système 
en  ajoutant  aux  forces  P,  P',  etc.,  une  force  égale  et 
directement  opposée  à la  force  R.  Soient  donc  A,  R,  C, 
les  angles  que  forme  avec  les  axes  coordonnés  la 
direction  de  R;  soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  d’un 
point  quelconque  pris  sur  cette  droite  ; désignons  de 
plus,  pour  abréger,  par  X,  Y,  Z,  la  somme  des  com- 
posantes des  forces  P,  P,  etc.,  respectivement  paral- 
lèles aux  axes  coordonnés,  et  par  L,  M,  N,  la  somme 
de  leurs  moments  relatifs  aux  mêmes  axes.  Les  six 
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équations  de  condition  (7)  devront  être  satisfaites  en 
y introduisant  la  force  R en  sens  inverse  de  sa  direc- 
tion ; on  aura  donè 

X — R cos  A = O,  Y — RcosR  = o, 

Z — R cosC  = o; 

L-(Yz-Zy)  = o,  M— (Zx-Xz)  = o, 
N-(Xy-Yx)  = o. 

les  trois  dernières  équations,  qui  appartiennent 
aux  moments,  expriment  aussi  une  relation  qui  doit 
exister  entre  les  coordonnées  d’un  point  quelconque 
de  la  résultante  R;  elles  peuvent  être  regardées  par 
conséquent  comme  les  équations  des  projections  de 
cette  force  sur  les  trois  plans  coordonnés.  Si  l’on  éli- 
mine entre  ces  équations  les  variables  x,  y,  z,  on  aura 

LX-t-MY-+-  NZ=o. 

C’est  l’équation  de  condition  nécessaire  pour  que 
les  trois  dernières  équations  (8)  puissent  appartenir  à 
une  même  droite,  et  par  conséquent  pour  que  les 
forces  P,  P,  etc.,  aient  une  résultante  unique.  Lors- 
qu’on sera  assuré  que  cette  équation  est  satisfaite, 
les  trois  premières  équations  (8)  serviront  à déter- 
miner immédiatement  la  grandeur  et  le  sens  d’action 
de  cette  force. 

Si  les  forces  P,  P,  etc.,  n’ont  pas  une  résultante 
unique,  on  pourra  toujours  les  réduire  à deux  forces, 
mais  ces  forces  seront  indéterminées  de  grandeur  et 
de  direction.  Soient  en  effet  R',  R",  R"  les  trois  résul- 
tantes partielles  que  l’on  obtient  par  la  composition 
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de  toutes  les  forces  qui  agissent  sur  chaque  plan  coor- 
donné; par  les  directions  des  forces  R"  et  U",  menons 
deux  plans  parallèles  à la  direction  de  la  troisième 
force  R';  menons  ensuite  par  cette  dernière  un  non-, 
veau  plan  qui  coupe  à la  fois  les  directions  des  forces 
R"  et  R*  : la  force  R'  pourra  se  décomposer  en  deux 
autres  agissant  dans  les  plans  parallèles  à sa  direction 
que  nous  avons  menés  suivant  les  forces  R"  et  R*. 
I>es  trois  forces  R',  R",  R"  se  trouveront  ainsi  réduites  . 
à deux  couples  de  forces  agissant  dans  le  même  plan, 
lesquels  pourront  par  conséquent  se  réduire  à deux 
forces  agissant  dans  des  plans  différents. 

Si  le  système  que  nous  considérons  n’était  pas  libre, 
s’il  était,  par  exemple,  retenu  par  un  point  fixe  autour 
duquel  il  serait  obligé  de  pivoter,  les  six  équations  (8) 
ne  seraient  plus  nécessaires  pour  assurer  l’équilibre 
de  ce  système.  Il  suffirait,  dans  ce  cas,  que  la  résid- 
tante  des  forces  P,  P',  etc.,  passât  parle  point  fixe. 
.Si  l’on  prend  ce  point  pour  l’origine  des  coordonnées, 
la  projection  de  R sur  les  trois  plans  coordonnés  pas- 
sant par  l’origine,  on  aura 

L = o,  M = o,  N = O. 

(>e  sont  les  seules  conditions  nécessaires  pour  as- 
surer dans  ce  cas  l’équilibre  du  système,  et  la  valeur 
y X*-!- de  la  résultante  sera  la  mesure  de  la 
pression  que  supporte  le  point  fixe. 

Si  le  système  était  retenu  par  deux  points  ou  par 
un  axe  fixe,  toutes  les  forces  perpendiculaires  et  pa- 
rallèles à cet  axe  seraient  détruites  par  sa  résistance. 
Kn  prenant  donc  cet  axe  |)our  run  des  axes  coor- 
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onnés,  pour  l’axe  des  z,  par  exemple,  tout  l’effet  des 
)rcesqui  agissent  dans  les  plans  des^z  et  des  xz  sera 
nnulé;  il  suffira  donc,  pour  assurer  l’équilibre  du 
,’stème,  que  la  résultante  des  forces  qui  agissent  dans 
• plan  des  xj-  soit  dirigée  sur  l’axe  des  z,  ou  passe 
ar  l’origine  des  coordonnées,  ce  qui  réduit  les  coii- 
itions  d’équilibre  à l’équation  unfque 

N = o. 

’est-à-dire  qu’il  faut  simplement,  dans  ce  cas,  que 
t .somme  des  moments  relatifs  à l’axe  fixe  soit  nulle. 

8.  Siqjposons  maintenant  que  toutes  les  forces  qui 
fissent  sur  le  système  soient  parallèles  entre  elles  ; si 
on  fait  dans  les  équations  (8),  a = a' = a"  = etc., 
— b'  — b"  = etc. , c = c'  = c"  — etc. , on  aura,  pour 
éterminer  la  valeur  et  la  direction  de  la  résultante, 
•s  équations  suivantes  : 

R = 2 . P, 

cosi[z2.P  — 2.Pz]  = cosc[y2.1*  — 2.  P^'], 
cosc  [x2.P  — 2.  P a:]  = cosu  [z2  .P  — 2 . Pz  ], 
cos«[y2.P—  -•PJ']  = cosi[x2.P  — 2.P.rj. 

D’où  il  suit  : i°  que  la  résultante  est  parallèle  aux 
imposantes,  et  égale  à leur  somme  ; 2°  que  les  mo- 
ents  de  la  résultante,  par  rapport  à chaque  axecoor- 
)iiné,  sont  égaux  à la  somme  des  moments  des  coin- 
isantes  relatifs  à cet  axe. 

On  satisfait  aux  trois  dernières  équations  piécé- 
ntes,  indépendamment  de  toute  valeur  donnée  aux 
I.  3 
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angles  a,  h,  c,  en  faisant 


X 


s Px 
Ï.P  ’ 


Y 


Ï.Pj 

-TT' 


Ce  sont  les  coordonnées  d’un  point  situé  sur  la  résul- 
tante, et  ce  point  est  remarquable  en  ce  qu’il  est  indé- 
pendant de  la  direction  des  forces  P,  P',  etc.,  et  que 
par  conséquent  il  ne  varie  pas,  quelles  que  soient  les 
positions  de  ces  forces  dans  l’espace,  pourvu  qu’elles 
restent  parallèles  entre  elles,  et  que  leurs  points  «l’ap- 
plication soient  les  mêmes.  Ce  point  s’appelle  centre 
f/es  forces  pnrnllèles ; c’est  la  commune  intersection 
de  toutes  les  lignes  suivant  lesquelles  la  résultante 
peut  être  dirigée  lorsque  les  intensités  de  ces  forces  et 
leurs  points  d’application  ne  changent  pas. 

Si  le  système  contenait  un  point  fixe,  il  suffirait  que 
la  direction  de  la  résultante  passât  par  ce  point  pour 
assurer  l’équilibre.  Le  point  que  nous  venons  de  nom- 
mer centre  des  forces  parallèles  jouit  donc  encore  de 
cette  propriété  remarquable,  qu’étant  soutenu,  le  sy.s- 
teme  reste  en  équilibre,  quelque  situation  qu’on  lui 
donne  autour  de  ce  point,  et  quelle  que  soit  d’ailleurs 
la  direction  des  forces  qui  le  sollicitent. 

Supposons  que  le  système  ne  soit  soumis  qu’à  l’ac- 
tion de  la  pesanteur;  cette  action  étant  la  même  pour 
tous  les  corps,  et  les  directions  de  la  jîesanteur  pou- 
vant être  supposées  les  mêmes  dans  toute  l’étendue 
du  système,  les  forces  dont  les  différetits  points  qui 
le  composent  sont  animés,  pourront  être  regardées 
comme  parallèles,  et  comme  proportionnelles  aux 
masses  /«,  /«',  m",  etc.,  de  ces  points.  On  aura  donc. 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


35 


par  ce  qui  précède,  R = 2 . /;/,  c’est-à-dire  cjiic  la  ré- 
sultante est  égale  au  poids  du  système.  On  aura  en- 
suite, pour  déterminer  le  point  que  nous  avons 
nommé  généralement  centre  des  forces  parallèles,  et 
qui,  dans  ce  cas,  prend  le  nom  de  centre  de  gravité, 
les  équations 

î III j:  l.iiir  Z.iiiz 

X = — , Y = -- — Z = — 

~.m  Z.  lit  Z.  m 

La  piopriété  caractéristique  du  centre  de  gravité 
consiste  en  ce  que,  s’il  est  supposé  fixe,  le  système 
animé  par  la  pesanteur  reste  en  équilibre,  quelque, 
situation  qu’on  lui  donne  autour  de  ce  point,  parce 
que  dans  toutes  ces  positions,  la  résultante  des  forces 
qui  agissent  sur  le  système  vient  passer  par  le  point 
fixe.  Si  l’on  place  l’origine  des  coordonnées  en  ce 
point,  on  aura 

1 . m.T  = O,  1 . mjr  = o,  2 . mz  = o. 

La  position  du  centre  de  gravité  est  donc  déterminée 
par  la  condition  que,  si  l’on  fait  passer  parce  point  un 
plan  quelconque,  la  somme  des  produits  de  chacun 
les  points  du  système  par  sa  distance  à ce  plan  est 
mile;  car  cette  distance  est  une  fonction  linéaire  des 
coordonnées  j:,  z de  ce  point,  en  la  multipliant 
loue  par  la  masse  dn  point,  la  somme  de  ces  produits 
,era  nulle  en  vertu  des  équations  précédentes. 

Cette  propriété  sert  à fixer  d’une  manière  très- 
impie  la  position  du  centre  de  gravité.  En  effet,  soient 
:,  Y,  Z ses  trois  coordonnées,  rapportées  à des  axes  et 
I une  origine  quelconque  ; soient  ar,  j",  z les  coor- 

3. 
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données  île  in  par  rapport  aux  mêmes  axes,  x',  jr',  z' 
celles  de  /«',  et  ainsi  de  suite;  x — X,  j'  — Y,  et  z — Z, 
seront  les  coordonnées  de  m par  rapport  au  centre  de 
gravité,  x'  — X,  j'  — Y,  z'  — Z celles  de  m',  et  ainsi  de 
suite;  on  aura  donc 

— x)  = o,  2 . m(^- — y)  = o, 

’L.m{z  — 7.)  — O. 

On  a d’ailleurs 

= l.m\  = yl.m,  1 . mz  = ?.I . m ; 

on  aura  donc 

l./iix  l.mr  l.mz 

X=  , Y=- Z — .• 

X./H  Z.m  l.ni 

Ces  coordonnées  x,  y,  z ne  déterminant  qu’un 
seul  point,  on  voit  qu’il  n’y  a aussi  qu’un  seul  point 
qui  jouisse  de  la  projîriété  d’être  le  centre  de  gravité 
du  système. 

Les  valeurs  précédentes  donnent 

. ..î  , + 

X -t->  -hZ  _ . 

équation  que  l’on  peut  écrire  ainsi  : 

X’  -t-  Y'  -T-  Z’  = 

Z.w  C-f-  î’)  _ X./7?w'[(x'  — — »)*]_ 
i . OT  ( I . TO  )’  • 

l’intégrale  finie 

1 . mm'  [{x’  — xy  if  — jry  [z'  — zy] 

désignant  la  somme  de  tous  les  produits  semblables  à 
celui  renfermé  sous  la  caractéristique  2,  que  l’on  peut 
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armer  eu  considérant  deux  à deux  tous  les  points  du 
yslénie. 

On  aura  dc^ic  ainsi  la  distance  du  centre  de  gravité 

un  point  donné  au  moyen  des  distances  des  diflfé- 
ents  points  du  système  à ce  point,  et  de  leurs  dis- 
inces  mutuelles.  En  calculant  de  cette  manière  la 
üstance  du  centre  de  gravité  à trois  points  fixes  quel- 
onques,  on  aura  sa  position  dans  l’espace,  ce  qui 
aurnit  un  nouveau  moyen  de  la  déterminer. 

i).  11  est  aisé  d’étendre  à un  corps  solide  de  figure 
(uelconque  les  résultats  précédents,  et  de  déterminer 
insi  les  conditions  de  son  équilibre.  Il  suffit,  pour 
ela,  de  le  considérer  comme  un  assemblage  de  points 
•esants  liés  entre  eux  d’une  manière  invariable.  Soient 
loue  dm  un  des  éléments  de  la  niasse  M diî  corps, 
Z les  coordonnées  de  cet  élément,  X,  Y,  Z les 
rois  forces  qui  agissent  sur  l’unité  de  masse  parallèle- 
aent  aux  axes  des  a.',  des  ^et  des  2;  les  trois  forces 
|ui  sollicitent  l’élément  dm  dans  la  direction  des 
iiéines  axes,  devant  être  proportionnelles  à sa  masse, 
eront  Xé^//i,  Yrfi/i,  Zr/m,  et  les  équations  (7  ) du  n°  7 
eviendront 

S.Xr//M  = o,  S.Y<//«=o,  S.Zi/7n  = o; 

S.  (X^  — Y x)  dm  = 0,  S.  ( Zx  — X 2)  dm  = o, 

S.  { Y Z — Z /•  ) dm  — O ; 

■ signe  intégral  S se  rapportant  à la  molécule  dm,  et 
evant  s’étendre  à la  masse  entière  du  corps. 

Si  le  corps  était  assujetti  à tourner  autour  de  l’ori- 
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gilie  des  cooixloiiiiées,  les  trois  dernières  équations 

suffiraient  pour  assurer  l’équilibre. 

S’il  n'élait  soumis  qu’à  l’action  de  la  jiesanteur,  on 
aurait,  pour  déterminer  son  centre  de  gravité,  en 
nommant  M la  masse  entière  du  corps,  et  en  remar- 
quant que  S.din  = M,  les  équations 

S.xeJ/ii  S.ydm  S.zdm 

M ’ ' “ “M~’  “m 

Enfin,  si  le  système  que  l’on  considère  est  composé 
d’un  nombre  quelconque  de  corps  solides  m,  m',  etc., 
sollicités  par  des  forces  quelconques,  on  cherchera, 
d’après  ce  que  nous  venons  de  dire,  les  résultantes 
partielles  des  forces  qui  agissent  sur  chacun  de  ces 
corps,  et  l’on  n’aura  plus  à considérer  que  des  forces 
de  grandeur  donnée  agissant  sur  des  points  liés  entre 
eux  d’une  manière  invariable,  dont  on  déterminera 
l’équilibre  par  les  considérations  précédentes. 

10.  Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  que  des  sys- 
tèmes de  forme  invariable;  mais,  quel  que  soit  le 
système  qui  se  présente,  il  est  évident  que  l’on  ne 
changera  rien  à son  état  d’équilibre,  en  joignant  par 
des  droites  inflexibles  les  différents  points  dont  il  se 
compose,  de  manière  à rendre  invariables  leurs  dis- 
tances mutuelles.  Les  forces  qui  lui  sont  appliquées 
doivent  donc,  s’il  est  libre,  satisfaire  toujours  aux 
six  équations  générales  (7)  n°  7,  quel  que  soit  d’ail- 
leurs le  mode  de  liaison  de  ses  différentes  parties. 

Mais  ces  équations,  sans  lesquelles  l’équilibre  ne 
saurait  avoir  lieu,  ne  suffiront  plus  dans  ce  cas  pour 
assurer  son  existence.  Les  forces  qui  animent  le  sys- 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


39 

tème  de  forme  variable  devront,  eu  outre,  satisfaire 
à certaines  équations  de  condition  qui  dépendront 
de  sa  nature.  Voici  comment  on  pourra,  dans  tous 
les  cas,  parvenir  à les  former  de  la  manière  la  plus 
facile. 

On  observera  que  l’équilibre  du  système  n’est  pas 
troublé  lorsqu’on  suppose  invariable  un  nombre 
quelconque  de  ses  parties  ; l’équilibre  subsistera  donc 
encore  en  rendant  fixes  tous  les  points  qui  le  compo- 
sent, moins  un.  On  exprimera  ainsi  les  équations 
d’équilibre  de  chacun  des  points  du  système,  en 
ayant  égard  à leur  liaison  mutuelle,  et  les  équations 
de  condition  qui  résultcioiit  de  leur  combinaison  ou 
de  réliminatioii  des  arbitraires  qui  dépendent  du 
mode  de  liaison  des  parties  du  système,  seront  celles 
que  les  forces  qui  le  sollicitent  doivent  remplir  pour 
assurer  son  équilibre. 

Ces  considérations  générales  serviront  à faciliter  la 
mise  en  équation  de  tous  les  problèmes  que  peut  pré- 
senter l’équilibre  d’un  nombre  quelconque  de  forces 
appliquées  à un  système  de  forme  variable,  quelle 
que  soit  sa  nature.  On  en  déduit  d’une  manière  très, 
simple  la  solution  de  deux  questions  de  ce  genre,  fort 
remarquables,  celles  de  l’équilibre  du  polygone  fu- 
niculaire et  de  la  lame  élastique.  Nous  regrettons  que 
les  bornes  de  cet  ouvrage  ne  nous  aient  pas  permis 
de  les  développer  ici. 
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CHAPITRE  111. 


DU  MOUVEMENT  d’uN  POINT  MATÉRIEL. 


11.  Ijii  point  matériel  ne  peut  se  donner  à lui- 
même  aucun  mouvement  ; il  est  également  incapable 
d’altérer  de  quelque  manière  que  ce  soit  le  mouve- 
ment qu’il  a reçu.  Cette  tendance  de  la  matière  à per- 
sévérer dans  son  état  de  repos  ou  de  mouvement,  se 
nomme  inertie.  C’est  la  première  loi  du  mouvement 
des  corps. 

L’inertie  doit  être  regardée  comme  une  loi  de  la 
nature,  et  l’expérience  vient  sans  cesse  la  confirmer 
sous  nos  yeux.  En  effet,  nous  voyons  sur  la  terre  les 
moiivepients  des  corps  se  prolonger  de  plus  en  plus,  à 
mesure  qu’on  diminue  les  obstacles  qui  s’y  opposent, 
ce  qui  nous  porte  à croire  que  sans  eux  ces  mouve- 
ments dureraient  toujours.  I.a  marche  des  corps  cé- 
lestes, qui  depuis  un  si  grand  nombre  de  siècles  se 
conserve  sans  aucune  altération  sensible,  nous  offre 
de  cette  loi  une  preuve  plus  manifeste  encore. 

Il  suit  de  là  que  toutes  les  fois  qu’on  observe  une 
altération  quelconque  dans  l’état  de  repos  ou  de  mou- 
vement d’un  corps,  c’est  à l’intervention  d’une  puis- 
sance étrangère  qu’il  faut  en  attribuer  la  cause. 

Si  un  point  matériel,  après  avoir  obéi  à l’action  de 
la  force  qui  le  sollicite,  est  ensuite  abandonné  à lui-, 
même^il  continuera  à se  mouvoir  d'un  mouvement 
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uniforme  dans  la  direction  de  cette  force,  s’il  n’é- 
prouve aucune  résistance.  Il  doit  se  mouvoir  en  ligne 
droite,  puisqu’en  eÛét  il  n’y.  a aucune  raison  pour 
qu'il  s’écarte  plutôt  dans  un  sens  que  dans  un  autre 
de  sa  direction  primitive.  Son  mouvement  doit  être 
uniforme,  puisque,  par  la  loi  de  l’inertie,  il  est  inca- 
pable, sans  le  secours  d’une  nouvelle  force,  d’accé- 
lérer ou  de  ralentir  le  mouvement  qu’il  a reçu. 

Nous  entendons  par  mouvement  uniforme,  celui  où 
le  mobile  décrit  des  espaces  égaux  dans  les  mêmes  in- 
tervalles de  temps.  Dans  ce  mouvement,  les  espaces 
parcourus  sont  donc  proportionnels  aux  temps  em- 
ployés à les  parcourir,  en  sorte  que  si  s représente 
l’e/ipace,  t le  temps,  on  a généralement  j = v<. 
quantité  V est  ce  qu’on  nomme  la  vitesse  dans  le  mou- 
venrent  uniforme  ; c’est  le  rapport  de  l’espace  au  temps 
employé  à le  décrire,  ou,  ce  (pii  revient  au  même, 
l’espace  parcouru  dans  l’unité  de  tei^ps. 

Cette  simple  déiinition  du  mouvement  uniforme 
nous  montre  comment  sont  introduites  dans  les  re- 
cherches relatives  au  mouvement  des  corps,  trois  nou- 
vel les  quantités  dont  nous  n’avions  pas  eu  à nous 
occuper  lorsque  nous  les  avons  considérés  à l’état  de 
repos  ; l’espace,  la  vitesse  et  le  temps.  Ces  quantités 
sont  hétérogènes,  et  nous  devons  répéter  à leur  égard 
l’observation  que  nous  avons  faite  dans  le  n°  1.  Pour 
les  comparer  entre  elles,  il  faut  les  supposer  respecti- 
vement divisées  par  la  quantité  de  même  espèce  qu’on 
a choisie  pour  unité  ou  pour  terme  de  comparaison  ; 
en  sorte  qu’elles  ne  sont  plus  alors  que  des  nombres 
abstraits.  Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  prend  pour  unité 
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de  temps  la  seconde,  et  le  mètre  pour  unité  de 
mesure,  l’espace  et  le  temps  seront  deux  nombres  abs- 
traits qui  désigneront  combien  chacun  d’eux  con- 
tient d’unités  de  son  espèce.  I.a  vitesse,  qui  dans  le 
mouvement  uniforme  est,  comme  nous  l’avons  vu, 
égale  à l’espace  divisé  par  le  temps  employé  à le  par- 
courir, devient  alors  un  nombre  abstrait  qui  marque 
le  rapport  de  deux  nombres  de  même  nature,  et  son 
unité  est  la  vitesse  du  corps  qui  parcourt  un  mètre 
dans  une  seconde.  C.ette  observation  est  générale,  et 
il  ne  faut  jamais  la  perdre  de  vue,  lorsque,  par  la  na- 
ture d’une  question  cjiielconque  de  Mécanique,  on 
est  conduit  à considérer  des  quantités  de  nature  diffé- 
rente, telles  que  l’espace,  le  temps,  la  vitesse,  les 
forces,  les  masses  ou  les  volumes  des  corps.  En  rédui- 
sant, comme  nous  l’avons  dit,  toutes  ces  quantités  à 
des  nombres  abstraits,  leur  comparaison  ne  donnera 
plus  aucun  embarras,  et  leur  présence  dans  la  même 
équation  n’offrira  plus  aucune  idée  choquante. 

Le  temps  que  met  un  corj)s  à décrire  un  espace  dé- 
terminé est  plus  ou  moins  long,  suivant  la  grandeur 
de  la  force  qui  le  met  en  mouvement  : la  vitesse  con- 
stante pour  un  même  mouvenjent  uniforme  varie  donc 
aussi  avec  la  force  motrice;  mais,  dans  l’ignorance  où 
nous  sommes  sur  la  nature  de  ces  forces,  il  ne  nous 
est  pas  possible  d’assigner  à priori  la  loi  de  ces  varia- 
tions. En  effet,  dans  le  mouvement  d’un  corps,  nous 
ne  voyons  clairement  que  deux  choses,  l’espace  par- 
couru, et  le  temps  employé  à le  décrire;  la  cause  du 
mouvement,  ou  ce  que  nous  avons  généralement  ap- 
pelé force,  nous  est  presque  toujours  inconnue,  et 
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oiis  n’avons  d’autre  moyen  de  l’apprécier  que  par 
:s  effets  qui  en  résultent.  L’hypothèse  la  plus  simple 
ue  l’on  puisse  faire  sur  le  mode  d’action  des  forces 
lotrices,  est  de  supposer  les  effets  proportionnels  aux 
aises  qui  les  produisent,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
'admettre  que  plusieurs  forces  agissant  dans  le  même 
;ns  et  dans  la  même  direction,  feront  parcourir  au 
arps  qu’elles  sollicitent,  un  espace  égal  à la  somme 
es  espaces  que  chacune  d’elles  lui  aurait  fait  parcourir 
jparément;  efl  comparant  ensuite  aux  observations 
;s  résultats  qui  dérivent  de  cette  hypothèse,  on  peut 
assurer  par  leur  accord  avec  elles,  que  c’est  en  effet 
i loi  de  la  nature.  Au  reste,  cette  hypothèse,  et  celle 
e l'inertie,  que  nous  avons  regardée  comme  une  pro- 
riété  de  la  matière,  sont  les  deux  seules  données  que 
i Mécanique  emprunte  à l'expérience,  et  leur  constant 
ccord  avec  les  observations  leur  a donné  la  certitude 
e vérités  rigoureuses. 

Dans  le  mouvement  uniforme,  les  vitesses  sont  pro- 
ortionnelles  aux  espaces  parcourus  dans  les  mêmes 
itervalles  de  temps;  les  espaces,  d’après  ce  que  nous 
enons  de  dire,  sont  proportionnels  aux  forces  mo- 
•ices;  les  vitesses  sont  donc  aussi  proportionnelles  à 
BS  forces.  Dans  ce  mouvement,  la  vitesse  et  la  force 
euvent  donc  servir  de  mesure  l’une  à l’autre,  et  par 
onséquent  toutes  les  règles  que  nous  avons  données 
ir  la  composition  des  forces  peuvent  s’appliquer  à la 
imposition  des  vitesses.  Ainsi,  lorsque  l’on  connaîtra 
■s  vitesses  que  deux  forces  communiquent  séparé- 
lent  à un  mobile,  on  déduira  par  la  règle  du  paral- 
•logramme  des  forces,  la  vitesse  qui  serait  due  a la 
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résultante  de  ces  forces.  Réciproquement,  loi-sque  la 
vitesse  imprimée  à un  mobile  par  la  résultante  de 
deux  forces  sera  connue,  on  pourra,  en  la  décompo- 
sant, déterminer  l’intensité  de  chacune  d’elles.  Cette 
manière  de  mesurer  les  forces  ne  donne  pas,  il  est  vrai, 
leurs  valeurs  absolues,  elle  indique  seulement  leurs 
rapports  entre  elles;  mais  c’est  la  seule  chose  qu’il 
soit  important  de  connaître  en  Mécanique. 

Considérons  maintenant  le  mouvement  d’un  point 
sollicité  par  une  force  qui  agit  sur  lui»d’une  manière 
continue,  comme  la  pesanteur,  par  exemple.  Il  nous 
est  impossible  de  savoir  si  cette  force  et  les  forces  sem- 
blables que  nous  observons  dans  la  nature,  agissent 
en  efiét  sans  inlerrnption  sur  les  corps  qui  leur  sont 
soumis,  ou  si  leurs  actions  sont  séparées  par  des  inter- 
valles de  temps  dont  la  durée  est  insensible  ; mais  quoi 
qu’il  en  soit  de  ces  deux  suppositions,  il  est  facile  de 
voir  que  les  résultats  doivent  être  les  mêmes  dans  les 
deux  cas;  car  si  l’on  représente  les  vitesses  d’un  corps 
sollicité  par  une  force  sans  cesse  agissante,  par  les 
ordonnées  d’une  courbe  dont  les  abscisses  représentent 
les  temps,  cettecourbe,  dans  le  second  cas,  se  changera 
en  un  polygone  d’une  infinité  de  côtés,  et  qui  pourra 
par  conséquent  être  censé  se  confondre  avec  elle.  Nous 
adopterons  la  seconde  hypothèse,  comme  la  plus  con- 
forme aux  principes  du  calcul  différentiel;  et  surtout 
parce  qu’elle  fournit  le  moyeu  de  ramener  d’une  ma- 
nière très-simple  aux  lois  du  mouvement  uniforme 
celles  du  mouvement  varié  que  nous  considérons.  En 
effet,  si  l’on  désigne  par  </(  l’intervalle  de  lem|)s  infini- 
ment petit  qui  sépare  les  actions  successives  d’une 
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rce  motrice  quelconque,  le  mouvement  pendant  cet 
tervalle  pourra  être  regardé  comme  uniforme,  et  en 
)mmant  ds  l’espace  parcouru  pendant  cet  instant, 

vitesse  de  ce  mouvement  sera  représentée  par  — 

l’on  suppose  donc  le  temps  t,  pendant  lequel  la 
rce  motrice,  dans  le  mouvement  varié,  agit  sur  le 
)int  qu’elle  anime,  divisé  en  une  infinité  d’intervalles 
finiment  'petits,  le  mouvement  qui  en  résultera  se 
ouvera  partagé  en  une  infinité  de  molivements  uni- 
rmes  dont  les  vitesses  constantes  pendant  chacun 

* ces  intervalles,  varieront  seulement  d’un  intervalle 
l’antre. 

Quant  à la  force  qui  produit  ce  mouvement,  et 
le  nous  nommerons  désormais  Jorce  accélératrice, 
n effet  étant  de  faire  varier  continuellement  la  vi- 
sse, ces  variations  instantanées  doivent  naturelle- 
ent  lui  servir  de  mesure.  Or,  pendant  l’instant 
finiment  petit  dt,  on  peut  regarder  l’action  de  la 
rce  accélératrice  comme  constante.  Si  l’on  désigne 
)iic  par  dv  l’accroissement  de  la  vitesse  au  bout  de 
nstant  dt,  et  par  P la  force  accélératrice,  on  aura 
= Vdt  puisque  l’accroissement  de  vitesse  engendré 
ndant  l’instant  dt  doit  être  le  même  que  celui  qui 
rait  eu  lieu  si  l’action  de  la  force  accélératrice  n’a- 
it pas  été  interrompue  pendant  la  durée  de  cet 

itant.  On  aura  donc  ainsi  P r=  et  comme  on  a 

fit 

* « fis  fi^  s ^ 1 ■ 1 

]a  » on  aura  P = — • C est- a -dire  que  la 

•ce  accélératrice,  dans  le  mouvement  varié,  sera 
“surée  p;)r  la  différentielle  seconde  de  l’espace, 
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divisée  par  le  carré  de  l’élément  du  temps  supposé 
constant.  Ou  pourra  d’ailleurs  étendre  à cette  quan- 
tité ce  que  nous  avons  dit  sur  la  composition  des 
vitesses  dan§  le  mouvement  uniforme. 

Ces  considérations  sur  les  lois  du  mouvement  suf- 
fisent pour  résoudre  toutes  les  questions  relatives  au 
mouvement  d’un  point  matériel  sollicité  par  des 
forces  quelconques.  En  général,  tout  problème  relatif 
au  mouvement  doit  avoir  d’abord  pour  objet  de  dé- 
terminer à chaque  instant  la  po.sition  du  mobile,  sa 
vitesse  et  sa  direction.  Ce  qu’il  y a de  plus  .simple, 
pour  y parvenir,  c’est  d’établir  une  relation  entre  les 
accroissements  de  ses  coordonnées  et  les  forces  dont 
ils  dérivent,  en  sorte  qu’on  puisse  ensuite  remonter, 
par  l’intégration  de  ces  valeurs  infiniment  petites,  à 
leurs  valeurs  finies,  ce  qui  n’est  plus  qu’une  question 
d’analyse.  Aussi  la  Mécanique  a-t-elle  fait  de  rapides 
progrès  à mesure  que  cette  branche  de  nos  connais- 
sances s’est  développée. 

12.  Soit  donc  M un  point  matériel  que  nous  re- 
garderons comme  entièrement  libre;  supposons  les 
forces  qui  le  sollicitent  réduites  à trois  forces  X,  Y,  Z, 
respectivement  parallèles  aux  trois  coordonnées  rec- 
tangles X,  J,  Z,  qui  déterminent  sa  position;  sup- 
posons, de  plus,  que  ces  forces  agissent  en  sens  con- 
traire de  l’origine  des  coordonnées,  et  tendent  à les 
accroître.  Les  directions  des  trois  composantes  X,  Y,  Z, 
étant  perpendiculaires  entre  elles,  chacune  d’elles 
est  indépendante  de  l’action  des  deux  autres,  et  peut 
être  regardée  comme  si  elle  agissait  seule.  Elles  auront 
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donc  pour  mesure  la  différentielle  seconde  de  l’es- 
pace qu’elles  feraient  parcourir  séparément  au  point  M, 
divisée  par  le  carré  de  l’élément  du  temps,  et  l’on  aura, 
par  conséquent. 


tVx 


= X, 


d'z 

7? 


= Z;  (A) 


ce  sont  les  équations  générales  du  mouvement  du 
point  M;  elles  expriment  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  accroissements  différentiels  des  coordonnées 
qui  fixent  sa  position,  et  les  forces  accélératrices  qui 
les  produisent;  elles  suffisent  pour  déterminer  à 
chaque  instant  toutes  les  circonstances  de  son  mou- 
vement dans  l’espace. 

Si  ce  point  est  libre,  les  trois  intégrales  premières 
des  équations  (A)  feront  connaître  à chaque  instant 
la  vitesse  dont  il  est  animé,  et  leurs  intégrales  finies 
donneront  la  valeur  des  coordonnées  jc,  y,  z,  en 
fonction  du  temps  t.  Si  l’on  élimine  t entre  les  équa- 
tions d’où  ces  valeurs  dépendent,  il  en  restera  deux 
entre  les  variables  x,  j,  z,  qui  seront  les  équations 
de  la  courbe  décrite  par  le  point  M dans  l’espace  ; 
cette  courbe  sera  généralement  à double  courbure: 
c’est  ce  qu’on  nomme  la  trajectoire  du  mobile. 

Si  le  point  M n’est  pas  libre,  s’il  est  assujetti,  par 
exemple,  à se  trouver  sur  une  surface  ou  une  courbe, 
donnée,  au  moyen  des  équations  de  cette  surface  ou 
de  cette  courbe,  on  éliminera,  de  l’équation  entre 
et  Z,  résultant  de  l’intégration  des  équations  (A),  au- 
tant de  ces  variables  qu’il  y aura  d’équations  données, 
et  il  en  résultera,  entre  les  forces  X,  Y,  Z,  des  équa- 
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lions  de  condition  nécessaires  pour  que  le  mobile 
puisse  remplir  les  conditions  demandées. 

13.  Si  l’on  ajoute  les  équations  (A)  après  avoir 
multiplié  la  première  par  •xdx,  la  seconde  par  idy, 
la  troisième  par  otdz,  et  qu’on  intègre  leur  somme, 
on  aura 

^ ^ 2/(X^/j"  + Yr/;-  + Zr/z  );  l'i) 

C étant  une  constante  arbitraire. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  carré 

de  la  vitesse  dont  le  point  M est  animé,  puisque 

^5^  sont  les  composantes  de  celte  vitesse,  relatives 

à trois  axes  rectangulaires,  et  que  nous  avons  vu 
qu’on  pouvait  appliquer  aux  vitesses  les  mêmes  prin- 
cipes que  nous  avons  démontrés  pour  la  compo- 
sition des  forces.  En  désignant  donc  par  v cette  vitesse, 
on  aura 

e*  = C -f-  a/ [Xdx  -t-Y dj'  ■+-  Zdz). 

Supposons  que  la  fonction  Xdx +Y djr  + 7^dz  soit  la 
différence  exacte  d’une  fonction  des  trois  variables 
jc,  z,  que  nous  désignerons  pai-y  (a:,  j',  z);  on 
aura,  en  intégrant, 

v^  = C-h‘i/{x,j-,  Z). 

Cette  équation  est  remarquable  en  ce  qu’elle  donne 
Iji  vitesse  du  mobile  en  un  point  quelconque  de  la 
trajectoire,  au  moyen  seulement  des  coordonnées  de 
ce  point,  et  sans  qu'il  soit  besoin  de  connaître  la 
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nature  de  celte  courbe.  Si  l’on  désigne  par  A la  vi- 
tesse qui  répond  au  point  dont  les  coordonnées  sont 

a,  h,  c;  on  aura,  pour  déterminer  la  constante  C, 

= i\ -îf  ( fiy  c), 

et,  par  conséquent, 

e*  — A==  z)  — 2/(«,  h,  c); 

d’où  l’on  voit  que  la  vitesse  que  le  mobile  acquiert 
eu  passant  d’un  point  dont  les  coordonnées  sont  n, 

b,  c,  à un  autre  point  quelconque,  est  la  même, 
quelle  que  soit  la  courbe  qu’il  ait  parcourue  dans 
l’intervalle. 

I.,a  courbe  que  décrit  dans  ce  cas  le  mobile  jouit 
d’une  propriété  particulière  qu’on  déduit  aisément 
des  équations  précédentes  par  les  premiers  j)rincipes 
du  calcul  des  variations.  Cette  propriété  consiste  en 
ce  que  l’intégrale  / vds\  prise  entre  deux  points  don- 
nés, est  moindre  sur  cette  courbe  que  sur  toute  autre 
courbe  menée  entre  les  deux  mêmes  points,  si  le  mo- 
bile est  libre;  et  que  s’il  est  assujetti  à se  mouvoir 
sur  une  surface  donnée,  cette  intégrale  est  moindre 
jaar  rapport  à la  courbe  qu’il  trace  sur  cette  surface 
en  passant  d’un  point  à un  autre,  que  par  rapport  à 
toute  autre  courbe  menc'e  entre  ces  deux  points  sur 
la  même  surface. 

11  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  démontrer  que  la  va- 
riation <?./ vds  est  nulle  entre  ces  limites.  Or  on  a 

^ . f i'fls  = f â . vds  et  â — ds . âv -h  V .r} . ds. 

ds  désignant  l’élément  <le  la  courbe  décrite,  el  dl  l’é- 
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iément  du  temps,  ou  a d’ailleurs 

• r/.v  = \ flx'^  -i-  -4-  dz\  ds  = vdt  ; 

d’où  l’ou  tire 

^ .ds  = ù . djc  -t-  dz, 

as  </.»■  as 

f/,vo'i'  = vù\'dl . 


Si  dans  la  première  de  ces  équations  on  substitue  pour 
ds  SH  valeur  vdt,  elle  donnera 


»'  o' . ds  = '^  ù . dx'  ^ ^ • <h'  't  o'  • (^2  - 

Si  l’on  différentie  par  rapport  à la  caractéristique  t? 
l’équation  (i),  elle  donne 

r’o'e  = Xdj"  + Yc?r  + Zo'r, 

ou  bien,  en  mettant  j)our  X,  Y,  Z leurs  valeurs, 

(Is  0 i'  = dx  H — o r H — T-  a Z. 
de  (le  (le 


Réunissant  les  deux  parties  de  la  valeur  d . vds,  oti 
trouve 


è.[vds)  = '--^ 


dx^x  -4-  dyoY  + dz^z) 
dt 


D’où,  en  intégrant  par  rapporta  la  caractéristique  d^ 
on  tire 

. - , dx $ X (ly  ^ y dzS Z 

d ./ vds  = h constante. 

« 

Si  l’on  suppose  fixes  les  deux  points  exti-èiues  de- 
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r>  courbe,  les  variations  âx,  t?z' seront  milles 

lar  rapport  à ces  points,  on  aura  donc  entre  ces  K- 
iiites  & .fvds  O,  et,  par  conséquent,  l’intégrale 
’vds&ern  un  minimum. 

.Si  le  inoJ)ile  n’est  soumis  à l’action  d’aucune  force 
ccélératrice,  sa  vitesse  k>  est  constante,  et  l’on  a 
'vds  = VS,  en  sorte  que  l’arc  de  courbe  décrit  par  le 
iiobile  est  alors  le  plus  court  que  l’on  puisse  mener 
lu  point  de  départ  au  point  d’arrivée;  et  comme  les 
spaces  sont  dans  ce  cas  proportionnels  au  temps,  il 
■n  résulte  encore  que  le  mobile  parvient  du  premier 
loint  au  second  dans  un  temps  moindre  que  s’il  était 
ibligé  de  suivre  toute  autre  courbe. 

Ces  résultats,  très-remarquables,  supposent  que  la 
onction  X.dx  -+-  \ dy  + 7.dz  est  une  difiérentielle 
xacte.  Il  existe  dans  la  nature  un  cas  fort  étendu,  où 
ette  condition  est  remplie,  c’est  celui  où  toutes  les 
orces  accélératrices  ipii  agissent  sur  le  mobile  sont 
irigées  vers  des  centres  fixes,  et  où  l’intensité  de  cha- 
une  d’elles  est  une  fonction  de  la  distance  du  mobile 
son  centre  d’action. 

En  effet,  si  l’on  représente  par  P l’intensité  d’une 
e ces  forces,  par  a,  b,  c les  coordonnées  du  point 
xe  vers  lequel  elle  est  dirigée,  par  p la  distance  de  ce 
oint  au  mobile  dont  les  variables  x,  j‘,  z détermi- 
ent  à chaque  instant  la  position,  en  sorte  qu’on  ait 

= (.X-  — {y  — bf  -f-  (z  — cf, 

s cosinus  des  angles  que  forme  la  droite  p avec  les 

, , X — a y — h 

ses  coordonnes  seront  respectivement  •' 1 

I i, 
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■)Oii,  on  diftéreiitiant  rôqualiüii  piôoodentc, 


P 1 J.  ' 

Ia»s  composantes  de  la  force  P,  parallèles  aux 
mêmes  axes,  seront  donc 


V±,  p±,  p±. 

(ix  dy  dz 


On  aura,  par  consécpient,  en  veiTn  des  actions  réunies 
des  forces  P,  P',  P",  etc,,  qn’on  supposera  tontes  de 
la  même  nature  que  la  force  P, 


X = 


Y 


Z 


= 1.P 


'lu. 

dz 


Si  l’on  multiplie  respectivement  par  (la\  dy\  dz  ces 
valeurs,  et  qn’on  les  ajoute,  on  a 

\dx  -\-\dj  Zdz  — 1.  Vdp. 

Les  forces  P,  P',  etc.,  étant  fonctions  des  distances 
p,  p',  etc.,  chacun  des  termes  dn  second  membre  de 
cette  équation  est  une  différentielle  exacte;  son  pre- 
mier membre  l’est  donc  pareillement. 

Il  n’en  serait  pas  de  même  si  quelqu’une  des  forces 
P,  P',  etc.,  était  dirigée  vers  des  centres  mobiles; 
dans  ce  cas,  les  coordonnées  n,  A,  c deviendraient 
variables,  et  la  différentielle  tle  dp  qui  entre  dans  la 
valeur  de,  \ d.T  + Ydy  -+-  Zdz  n’étant  plus  complète, 
cette  formule  ne  serait  pas  nue  différentielle  exacte.' 

14.  Lorsque  les  forces  qui  agissent  sur  le  mobile  se 
réduisent  à une  force  unique  dirigée  vers  un  centre 
fixe,  le  mouvement  qui  en  résulte  jouit  d’une  pro- 
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es  a» 


lis 

(i- 


priété  Irès-importante  clans  la  fliéorie  du  système  du 
monde,  et  qui  se  déduit  d’une  manière  très-simple  des 
équations  différentielles  (A\  Elle  consiste  en  ce  que  les 
aires  décrites  autour  du  centre  fixe  par  la  droite  me- 
née de  ce  point  au  mobile,  sont  proportionnelles  au 
temps  employé  à les  parcourir. 

Pour  le  faire  voir,  multiplions  la|jremière  des  équa- 
tions (A)  par  jr,  la  seconde  par  X,  et  retranchons-Ies 
ensuite  l’iine  de  l’autre’;  nous  aurons 

= {a) 


On  trouverait  d’une  manière  semblable  les  deux  autres 
écjiiations 


Zfi’  X — X(l^  Z 

ÜT  ^ 

/c/’i  — zd^jr 

dt~ 


= ( sX.  ~ xZ)  tll, 
= {jZ  — zY)  cit. 


Si  l’on  prend  pour  origine  des  coordonnées  le  point 
fixe  vers  lequel  la  force  accélératrice  P est  constam- 
ment dirigée,  on  a X = P ^ , Y = P -)  Z = P en 

faisant,  pour  abréger,  r = yx’ + 
de  là 

xY' =j^X,  zX  = xZ,  jZ.  — z\.  (c) 

Les  seconds  membres  des  équations  (a)  et  (i)  sont 
donc  nuis,  en  vertu  des  équations  |trécédentes,  et  ces 
équations  donnent,  en  les  intégrant, 

JC  tir — ydxzxicdty  zdx  — xdz=zc'dt,  jrdz  — zdr  = c"dt,  (2) 

c,  6^,  c"  étant  trois  constantes  arbitraires. 


I 
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Si  l’on  ajoute  ces  intégrales  après  avoir  multiplié 
la  première  par  2,  la  seconde  par  la  troisième 
par  4^,  on  a 

CZ  +-  c'j  -h  c"x  = O, 

équation  qui  nous  montre  que  la  trajectoire  décrite 
par  le  mobile  est  contenue  dans  un  plan  passant  par 
l’origine  des  coordonnées. 

Il  est  aisé  de  s’assurer  que  les  premiers  membres 
des  équations  (a)  représentent  le  double  de  l’aire  élé- 
mentaire tracée  pendant  l’instant  dt  par  la  projection 
du  rayon  vecteur  du  mobile  sur  chacun  des  plans 
coordonnés;  cette  aire  est  donc  une  quantité  con- 
stante ; par  conséquent  l’aire  décrite  par  les  projections 
du  même  rayon  pendant  un  temps  fini  t sera  propor- 
tionnelle à ce  temps.  I^a  direction  des  plans  coordon- 
nés étant  arbitraire,  on  peut  prendre  pour  l’un  d’eux 
le  plan  même  de  la  trajectoire  du  mobile,  d’où  il  suit, 
par  conséquent,  que  les  aires  décrites  par  le  rayon 
vecteur  autour  du  centre  des  forces  sont  proportion- 
nelles au  temps. 

Réciproquement,  si  les  aires,  tracées  par  le  rayon 
vecteur  autour  du  point  fixe,  crois.sent  comme  les 
temps,  on  en  peut  conclure  que  la  force  qui  les  fait 
décrire  est  constamment  dirigée  vers  ce  point.  En 
effet,  les  équations  (9.)  étant  satisfaites  d’après  cette 
hypothèse,  leurs  différentielles,  et  par  suite  les  pre- 
miers membres  des  équations  (a)  et  (ù),  seront  nuis  ; 
on  retrouvera  donc  ainsi,  entre  les  forces  X,  Y,  Z et 
les  coordonnées  7',  2 du  mobile,  les  équations  (c)  ; 
d’où  l’on  tire 

X : Y : Z ; : JC  : 7"  : 2. 
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La  résultante  des  forces  X,  Y,  Z est,  par  conséquent, 
dirigée  suivant  la  ligne  droite  menée  du  mobile  à l’o- 
rigine des  coordonnées. 

Les  propriétés  du  mouvement  d’un  point  matériel, 
que  nous  venons  de  déveloj>per,  sont  générales,  et 
s’appliquent  à une  classe  très-étendue  de  forces  accé- 
lératrices. Nous  allons  faire  maintenant,  sur  la  nature 
de  ces  forces,  quelques  suppositions  particulières,  et 
résoudre  plusieurs  problèmes  qui  sont  d’un  grand  in- 
térêt dans  la  théorie  du  système  du  monde. 

15.  Proposons-nous  d’abord  de  déterminer  le  mou-- 
veinent  d’un  point  matériel  sollicité  par  l’action  de  la 
pesanteur,  et  qui  se  meut  dans  un  milieu  résistant. 

La  pesanteur  nous  offre  l’exemple  d’une  force  qui 
exerce  une  action  continue  sur  les  corps  qu’elle  anime. 
Elle  agit  d’une  manière  semblable  sur  toutes  les  mo- 
lécules de  la  matière,  soit  dans  l’état  de  repos,  soit 
dans  l’état  de  mouvement,  et  paraît  tendre  à les  attirer 
vers  le  centre  de  la  terre.  L’action  de  la  pesanteur  va- 
rie suivant  les  dilTérents  points  que  nous  occupons 
sur  le  globe,  et  suivant  les  distances  où  nous  sommes 
de  son  centre.  Sa  direction  change  avec  riiorizon  du 
lieu  auquel  elle  est  toujours  perpendiculaire;  mais 
comme  les  courbes  que  l’on  considère  dans  le  mou- 
vement des  projectiles,  ont  inruument  peu  d’étendue 
comparativement  aux  dimensions  de  la  ten-e,  nous 
reganlerons,  dans  ce  qui  va  suivre,  l’action  de  la  pe- 
santeur comme  constante,  et  nous  la  supposerons  di- 
rigée suivant  des  droites  parallèles.  La  résistance  que 
le  mobile  éprouve  de  la  part  du  miUeu  qu’il  traverse 
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dépend  à la  fois  et  de  la  densilé  de  ce  milieu  et  de  la 
vitesse  dont  il  est  animé. 

Cela  posé,  tlésignons  par  g l’intensité  de  la  pesan- 
teur, et  par  ê la  résistance  du  milieu,  c'pie  nous  regar- 
derons comme  une  force  dirigée  suivant  la  tangente 
à la  courbe  que  le  mobile  décrit,  et  agissant  en  sens 
contraire  de  son  mouvement,  son  intensité  dépendant 
de  la  vitesse  du  mobile.  Supposons  le  plan  des  x et 
des^  horizontal,  et  plaçons  l’origine  des  coordonnées 
au  point  le  plus  élevé  de  la  trajectoire.  Si  l’on  désigne 

dx 

par  r/5  un  éjément  quelconque  de  cette  courbe, 

^5  seront  les  cosinus  des  angles  que  forme  sa  tan- 
gente avec  les  axes  coordonnés,  et  la  force  S donnera 
parallèlement  à ces  axes  les  trois  composantes  sui- 
vantes : S ^5  ê S Ces  forces  tendent  à diminuer 

as  as  as 

les  variables  Jc,  y,  z.  L’action  de  la  pesanteur  au 
contraire,  qui  s’exerce  tout  entière  suivant  l’axe  des  z, 
tend  à augmenter  cette  coordonnée;  en  désignant 
donc  par  X,  Y,  Z les  forces  accélératrices  dont  le  mo- 
bile est  animé  parallèlement  aux  trois  axes  coordon- 
nés, on  aura 

X = Y = -ê^,  Z = -g^-t-g. 

(Is  ds  ds  ® 

T,es  trois  équations  du  mouvement  ;u°  l2)  devien- 
dront donc 

f/'j:  Q V c’iy  il' z f^dz 

dF=~^7;^  d?  = - ^*  ■**  s- 
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Si  l'on  multiplie  la  première  par  dj,  la  secoiule  par 
dx,  ot  qu’on  les  retranche  i’ime  de  l’autre,  on  aura 

(/x  tl' y dy  d' X 

dt  ~dt  " dt  dt  ^ ’ 

d’où  l'oii  tire,  en  intégrant, 

J = ax  + h, 

fl  et  è étant  deux  constantes  arbitraires. 

Cette  érpiation,  qui  appartient  à une  ligne  droite, 
' est  celle  de  la  projection  sur  le  plan  des  xj\  de  la 
courbe  décrite  par  le  mobile  ; cette  courbe  est  donc 
entièrement  contenue  dans  un  plan  vertical.  En  pre- 
nant, par  conséquent,  ce  plan  pour  celui  des  coordon- 
nées a:  et  z,  on  aura  généralement^'  = o.  Si  de  plus 
on  suppose,  comme  on  le  fait  ordinairement,  la  résis- 
tance du  milieu  proportionnelle  au  carré  delà  vitesse 

fis"* 

dont  le  mobile  est  animé,  ce  qui  donne  i — m ~i 

m étant  une  quantité  qui  dépend  de  la  densité  du  mi- 
lieu, et  qui  varie  avec  elle,  les  équations  du  mouve- 
ment se  réduiront  aux  suivantes  : 

tl' X ds  dx  d' Z ds  dz  ... 

z=z  — m — — > -J-  — — m , -r  S.  [fi) 

dt^  dt  dt  dt^  dt  dt  O \ / 


La  première  s’intégre  immédiatement,  et  il  en  résulte 
~ = Cc-"'‘,  {b) 

C étant  une  constante  arbitraire,  et  c la  base  des  loga- 
l’illimes  dont  le  module  est  l’unité.  Pour  intégrer  la 
îieconcle,  faisons  dz—ydx,  j étant  une  fonction 
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quelconque  de  x,  en  différentiant  par  rapport  à t, 
il  en  résultera 

ri' Z tir  rix  d’x 

rit  ' rit  rit  ^ rit' 

Substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  des  équa- 
tions (a),  elle  se  réduit,  en  vertu  de  la  première,  à 

ciy  rix 
di  dt  ~ ^ 

ou  bien,  éliminant  dt  au  moyen  de  l’équation  (6),  et 
faisant,  pour  abréger,  a — on  aura 

<tx 

Cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  don- 
nera, en  l’intégrant,  la  valeur  de^'  en  fonction  de  x; 
cette  valeur,  substituée  dans  l’équation  dz  =jrdx^ 
fournira  une  nouvelle  équation  du  premier  ordre 
entre  s et  x sans  t,  qui  sera,  par  conséquent,  l’équa- 
tion différentielle  de  la  trajectoire. 

Si  l’on  suppose  nulle  la  résistance  du  milieu,  on  a 
m =z  O,  et  l’équation  précédente  donne,  en  intégrant, 

r=  a n.T  M-  h . 

dz  ' 

Mettant  pour^  sa  valeur^»  et  intégrant  de  nou- 
veau, on  aura 

Z = rtx*  -4-  bx->r  h, 

h et  h étant  deux  constantes  arbitraires. 

t^tte  équation  est  celle  «l’uue  parabole  dont  le 
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grand  axe  est  vertical;  c’est  la  courbe  que  décrirait 
un  corps  pesant  projeté  dans  l’espace  avec  une  vitesse 
quelconque,  si  l’air  ne  lui  opposait  aucune  résistance. 
L’équation  {b)  donne,  en  supposant  m = o,  et  en 


l’intégrant,  t = x y - — h A',  A étant  une  constante 
S 

{irbitraire.  Si  l’on  suppose  x = o,  z = o quand  l = o, 
on  aura  A = o,  A = o,  et,  par  conséquent, 

ï = xy/— 1 z = ax^-i-bx\  (i) 


d’où  l’on  tire 


; = + (a) 


La  première  de  ces  équations  montre  que  le  mou- 
vement est  uniforme  dans  le  sens  horizontal,  et  il  ré- 
sulte de  la  dernière,  que,  dans  le  sens  vertical,  il  est 
le  même  que  si  le  corps  tombait  suivant  la  verticale. 

On  déduit  de  ces  trois  équations  toutes  les  lois  du 
mouvement  des  projectiles  dans  le  vide.  Elles  com- 
prennent aussi^  comme  cas  particulier,  le  mouve- 
ment accéléré  ou  retardé  d’un  corps  pesant  suivant 
la  verticale.  En  effet,  si  l’on  suppose  l’impulsion 
primitive  dirigée  verticalement,  la  parabole,  qui  ré- 
sultait dans  le  cas  général  d’une  vitesse  initiale  quel- 
conque combinée  avec  la  pesanteur,  se  change  en 
une  ligne  droite  et  se  confond  avec  la  verticale.  Si 
le  corps  part  de  l’état  du  repos,  b = o,  et  l’on  a 
simplement 


4 


Digilized  by  Google 


6o 


rnÉORlE  ANAI.YTIQÜE 

La  vitesse  croît  donc  comme  le  temps,  et  l’espace 
comme  le  carré  du  temps.  Si  l’on  imagine  un  triangle 
rectangle  dont  un  côté  représente  le  temps,  rauti*e 
côté  pourra  représenter  les  vitesses;  et  la  surface  de  ce 
triangle,  égale  à la  moitié  de  la  base  multipliée  par  la 
hauteur,  représentera  l’espace  cpie  laj)esanteur  fait  dé- 
crire au  mobile.  Si,  après  le  temps  t,  la  pesanteur  ces^ 
saut  son  action,  le  corps  était  abandonné  à lui-inème, 
il  continuerait  à se'  mouvoir  uniformément,  et  décri- 
rait, en  vertu  de  sa  vitesse  acquise,  dans  un  temps'" 
égal  à celui  de  sa  chute,  un  esjiace  double  de  ce- 
lui qu’il  a parcouru.  Telles  sont  les  lois  de  la  chute 
des  graves  dans  le  vide,  découvertes  par  Galilée. 

IG.  Considérons  maintenant  le  mouvement  d’un 
point  matériel  assujetti 'à  demeurer  sur  une  surface 
ou  une  courbe  donnée.  Désignons  par  N la  résistance 
qu’il  éprouve  dans  le  sens  de  la  normale  de  la  part  de 
cette  surface  ou  de  cette  courbe;  en  ajoutant  cette 
résistance  aux  forces  accélératrices  dont  il  est  animé, 
nous  pourrons  le  regarder  ensuite  comme  entièrement 
libre,  et  faire  abstraction  de  la  surface  ou  de  la  courbe 
qu’il  doit  parcourir.  En  nommant  donc  a,  ê,  y,  les 
angles  que  fait  la  normale  avec  les  axes  coordonnés, 
les  équations  du  mouvement  deviendront 

‘^  = X+Ncosa,  ^^  = V + JJcosf,  1 

■"  ! (A) 

— = Z-Mscosy,  ) 

Si  l’on  ajoute  ces  équations  après  avoir  multiplié 
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la  première  par  la  seconde  par  -i-dj.,  la  dernière 
par  2 r/s,  et  qu’on  intègre  leur  somme,  on  aura 


tlx’  + dz' 


C 4-  2 / (X  dx  + V djr  h-  Zdz) 


2 / N (cosa  dx  -4-  cosê  dj  + cosy  dz). 


Mais,  en  représentant  par  L ="o  l’équation  de  la 
surface  sur  laquelle  le  mobile  est  assujetti,  et  en  sub- 
stituant |)our  cosa,  cos  S,  cosy,  leurs  valeurs  données 
n”  4,  on  a 

cosarir  -f-  cosS  dy  4-  cosy  r/s  = Kr/L  = o. 

L’inconnue  N disparaît  donc  de  l’équation  précé- 
dente, et  l’on  a simplement 

= C _i_  .2  J{^dx -+-\dy  + Zdz). 

Supposons  que  Xr/a:  + ^dy  4-  Zdz  soit  la  différen- 
tielle exacte  d’une  fonction  de  ti'ois  variables  f{x,y,  z), 
on  aura 


c/x’  -f-  dy  4-  rfs* 

dd 


^C  + if{x,y,z). 


Soient  rt,  h,  c,  les  coordonnées  d’un  point  connu 
de  la  courbe  décrite,  A la  vitesse  du  mobile  en  ce 
point,  en  nommant  e la  vitesse  qiii  répond  aux  coor- 
données X,  y,  Z,  on  aura 

e’- A»  =2/(x,j,  s)— ,2/(<z,A,  c\ 

Cette  équation  est  analogue  à celle  que  nous  avons 
trouvée  n"  l.>,  pour  le  cas  d’un  point  matériel  libre; 
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concluons  de  même,  i°  que  si  aucune  force  accélé- 
ratrice n’agit  sur  le  mobile,  sa  vitesse  est  constante  : 
c’est  ce  qu’il  est  facile  de  concevoir,  d’ailleurs,  en 
observant  que  la  diminution  de  vitesse  qu’un  point 
qui  se  meut  sur  une  surface  ou  une  courbe  donnée, 
éprouve  à la  rencontre  de  chacun  des  plans  de  cette 
surface  ou  des  éléments  infiniment  petits  de  cette 
courbe,  est  une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ordre;  2"  que  si  les  forces  accélératrices  n’étant  pas 
nulles,  la  formule  -t-  Y dj  + Zdz  est  intégrable, 
la  vitesse  du  mobile  n’est  plus  constante,  mais  qu’elle 
est  indépendante  de  la  surface  ou  de  la  courbe  sur 
laquelle  il  est  forcé  de  rester;  il  suffit,  pour  déter- 
miner cette  vitesse  en  un  point  quelconque  de  la  tra- 
jectoire, de  connaître  les  coordonnées  de  ce  point  et 
la  vitesse  du  mobile  au  point  de  départ. 

Enfin  ces  propriétés  remarquables  subsistent  par 
rapport  aux  courbes  qu’un  point  matériel  peut  tracer- 
sur  la  surface  à laquelle  il  est  assujetti,  comme  par 
rapport  à celles  qu’il  peut  décrire  dans  l’espace  lors- 
qu’il est  libre,  ainsi  que  nous  l’avons  annoncé  dans  le 
numéro  cité. 

Déterminons  actuellement  la  pression  que  le  point 
exerce  contre  la  surface  ou  la  courbe  sur  laquelle  il 
se  meut.  Supposons  d’abord  qu’aucune  force  accélé- 
ratrice n’agit  sur  le  mobile,  sa  vitesse  t»sera  constante; 
et  si  l’on  désigne  par  ds  l’élément  de  la  courbe  décrite, 
ou  l’espace  parcouru  pendant  l’instant  dt,  on  aura 

ds  = vdt\  d’où  l’on  tire  dt  = — . L’élément  ds  est 

' V 

donc  aussi  constant,  et  les  équations  du  mouvement 


Digilized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  63 

en  substituant  pour  dt  sa  valeur,  deviendront 


î . 


V'. 


ds^ 


• N cos  a,  w’. 


<i^y 

(Is^ 


dH 


N cosê,  - ^ — N COS'/; 


d’où  l’on  tirera 

f*  -4- -h  (f/’z) 


N = 


Mais  ds  étant  constant,  si  l’on  nomme  p le  rayon 
oscillateur  de  la  courbe  décrite  par  le  mobile,  on  a 

^ ds' 

^ ~ y/(d^’  -4-  [d^f^Cd'iy 

T/expression  de  N devient  donc  ainsi 


C’est-à-dire  cpie  la  pression  exercée  par  le  point  contre 
la  surface  ou  la  courbe,  est  égale  au  carré  de  sa  vi- 
tesse divisé  par  le  rayon  de  courbure  de  la  trajectoire 
qu’il  décrit.  Cette  pression,  qui  est  uniquement  due 
à l’état  de  mouvement  du  point,  et  qui  est  indépen- 
dante des  forces  qui  agissent  sur  lui,  se  nomme  force 
centrifuge. 

Si  le  point  se  meut  sur  une  courbe  et  qu’il  soit  sol- 
licité par  des  forces  accélératrices  quelconques,  leurs 
composantes  tangentielles  à la  courbe  détermineront 
les  variations  de  la  vitesse  qui  cessera  d’étre  constante, 
leurs  composantes,  dans  le  sens  de  la  normale,  déter- 
mineront la  pression  que  la  courbe  éprouve  indé- 
pendamment des  circonstances  du  mouvement.  En 
ajoutant  à l’expression  de  la  force  centrifuge  celle  de 
la  pression  due  à l’action  des  forces  accélératrices,  oi» 
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aura  la  ]>ression  totale  que  le  point  exerce  contre  la 
courbe. 

Si  le  point  se  meut  sur  une  surface,  la  pression  due 
à la  force  centrifuge  sera  égale  à celle  cpi’il  exercera 
contre  la  courbe  qu’il  décrit,  décomposée  suivant  la 
normale  à la  surface  en  ce  point,  c’est-à-dire  au  carré 
de  la  vitesse  divisé  par  le  rayon  du  cercle  oscillateur, 
et  multijilié  par  le  sinus  de  l’angle  que  fait  le  plan 
du  cercle  osculateur  avec  le  plan  langent  à la  sur- 
face. On  aura  la  pression  totale  que  le  point  exerce 
contre  la  surface,  en  ajoutant  à cette  expression  celle 
de  la  pression  due  à l’action  des  forces  qui  le  solli- 
citent. 

Lorsque  le  point  n’est  sollicité  par  aucune  force 
accélératrice,  la  force  centrij  uge  esX , comme  nous  l’a- 
vons vu,  égale  au  carré  de  la  vitesse,  divisé  par  le 
rayon  du  cercle  oscillateur  de  la  trajectoire;  le  plan 
qui  contient  ce  cercle  est  donc  alors  toujours  perpen- 
diculaire à la  surface  donnée.  Cette  propriété  appar- 
tient à la  courbe  la  plus  courte  qu’on  peut  mener 
d’un  point  à un  autre  sur  cette  surface;  c’est  donc 
aussi  celle  que  décrit  le  mobile  comme  nous  l’avons 
d’ailleurs  démontré  directement  au  11°  15,  et  cette  loi 
remarquable  du  mouvement  d’un  point  matériel  dé- 
pend d’un  principe  général  de  Mécanique  qu’on  a 
nommé  principe  de  la  moindre  action. 

Si  un  point  matériel  qui  n’est  animé  d’aucune  force 
accélératrice,  se  meut  dans  l'intérieur  d’uii  cercle,  la 
pression  qu’il  exerce  contre  la  circonférence  sera  égale, 
d’après  ce  qui  précède,  au  carré  de  sa  vitesse  divisé  par 
le  rayon  de  celle  circonférence. 
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Ail  lieu  de  supposer  le  point  renfermé  dans  un 
cercle,  on  peut  imaginer  cpi’il  soit  attaché  à l’extré- 
mité d’un  fil  inextensible,  et  qu’il  se  meuve  circulai- 
rement  autour  d’un  point  fixe  ; la  tension  qu’éprouvera 
le  fil  remplacera  la  résistance  que  le  point  exercerait 
contre  la  circonférence  du  cercle,  et  équivaudra  par 
conséquent  à la  force  que  nous  avons  désignée  par  N • 
L’effort  que  fait  le  point  pour  tendre  le  fil  et  pour 
s’éloigner  du  centre  de  la  circonférence,  est  ce  que 
Uuyghens,  qui  le  premier  eu  adonné  la  mesure  exacte, 
avait  originairement  nommé  la  force  centrijuge;  on  a 
depuis  étendu  cette  dénomination  au  mouvement 
d'un  point  matériel  sur  une  courbe  quelconque.  I^a 
force  centrifuge  dans  le  cercle  est  égale  au  carré  de  >■ 
la  vitesse  du  mobile  divisé  par  le  rayon  de  la  circon- 
férence qu’d  décrit.  En  désignant  donc  par  f cette 
force,  et  par  r le  rayon  du  cercle,  on  a 


Comparons  la  force  centriluge  à la  pesanteur.  Poui' 
cela,  supposons  que  la  vitesse  v soit  celle  qu’acquer- 
rait le  corps  en  tombant,  de  la  hauteur //;  ou  aura, 
n”  l.'i,  P®  = 2g/f,  et  l’équation  précédente  donnera 

g 

Si  A = ^r,  la  force  centrifuge  devient  égale  à la  pe- 
santeur, en  sorte  que  la  tension  que  le  fil  éprouve 
par  l’action  du  corps  qui  se  meut  circniairement  dans 
un  plan  horizontal,  est  la  même  que  si  ce  corps  était 
suspendu  verticalement  à son  extrémité.  11  suffit,  pour 

I-  . . 5 
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cela,  que  la  vitesse  dont  il  est  animé  soit  celle  tin  il 
acquerrait  en  toinhant  d’une  hauteur  égale  à la  moitié 
de  la  longueur  du  fil. 

Sujjposons  que  le  mobile  emploie  le  temps  ']'  a dé- 
crire la  circonférence  dont  le  rayon  est  r,  et  soit  7:  le 
rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  on  aura 


V 


2jrr 


d’on 


c’est-à-dire  que  la Jorce  ce/itri/ui^e  est  |)roporlionnelle 
au  rayon,  et  en  raison  inverse  du  carré  du  temps 
employé  à déciàre  la  circonférence. 

f.,a  Joue  centrijuge  résulte  du  mouvement  dt- 
rotation  de  la  terre,  doit  donc  aller  en  augmentant  des 
pôles  à l’écpiateur,  et  elle  tend  à diminuer  de  plus  en 
plus  l'action  de  la  pesanteur.  En  réduisant  en  nombre 
la  seconde  des  éejuations  précédentes,  on  a trouvé  cpie 
le  rapport  de  la  force  centrifuge  à la  pesanteur  qui  au- 
rait lieu  si  la  terre  était  immobile,  était  à l’équateur  à 

fort  peu  près  égal  à ou  H soit  d’ailleurs  de 

rexj)ression  de  J que  les  forces  centrifuges  dans  le 
même  cercle  sont  entre  elles  en  raison  inverse  des  car- 
rés des  durées  des  révolutions;  d’où  l’on  peut  conclure 
cpie  si  le  mouvement  de  la  terre  était  17  fois  plus  ra- 
])ide,  la  force  centrifuge  serait  égale  à la  pesanteur,  et 
les  corps  resteraient  en  équilibre  sous  l’action  de  ces 
deux  forces  à l’équateur.  La  diminution  de  la  Jorce 
ventrijuge  de  l’équateur  aux  pôles  est  proportionnelle 
au  carré  du  cosinus  de  l.i  latitude. 


17.  Pour  mieux  montrer  l’usage  des  fornndcs  pré- 
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cédoiitos,  nous  allons  en  l'aire  rai)|)lica(ion  àc[iielf|nes 
problèmes  Irès-simples  de  Mécanicpic  théorique. 

Considérons  d’abord  comme  une  application  inté- 
re.ssante  des  formules  générales  C-\  ),  n"  lü,  le  mouve- 
ment d’un  point  matériel  pesant  dans  l’intérieur  d’une 
surface  spbériqne. 

Nommons/’ le  rayon  de  la  spliere,  et  fixons  à son 
centre  l’origine  des  coordonnées;  l’équation  de  la  sur- 
face sur  laquelle  le  mobile  est  forcé  de  rester,  et  c[ue 
nous  avons  représentée  généralement  par  I>=  o,  de- 
viendra dans  ce  cas, 


,r®  -t-  -f-  — 1 ’ = O, 

et  1 on  aura,  par  con.séquent. 


— -t-  _.T.  3 

dæ  ~ ' dy  ~ 7'  Th  ~ 7 ' 

ce  qui  donne 

> COSî{=-»  COS§  = — , COS7=-- 

r r > r 

pesanteur  étant  la  seule  force  accélératrice  qu’on 
suppose  agir  sur  le  mobile,  on  aura  X = o,  Y = o, 
^ — 81  équations  générales  du  mouvement  (A) 
donneront,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  les 
trois  suivantes  ; 


d‘‘y 

7ÏF  '' 


Nr, 

r 


r-  (R) 


Si  I on  multiplie  re.sj)ectivement  ces  équations  par 
'xdjr,  -xdz,  qu’on  les  ajoute,  et  qu’on  intégré 
Jeur  somme  en  observant  que  l’équation  tic  la  sphère 

5. 
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donne,  en  la  différentiant, 


xdx  ydy  + zdz  = o^  (i) 


on  aura,  pour  déterminer  la  vitesse  dont  le  mobile  est 
animé, 


rf J ’ -J-  t/r  ’ 


dz' 

- = 2g 


z + c,  (a) 


c étant  une  constante  arbitraire. 

La  vitesse  du  corps  est  donc  la  même  que  s’il  était 
tombé  verticalement  de  la  hauteur  z,  ce  qui  est  con- 
forme à ce  que  nous  avons  dit  n°  1(>. 

Déterminons  la  pression  que  le  mobile  exerce  contre 
la  surface.  Pour  cela,  multiplions  les  équations  (B), 
la  première  par  je,  la  seconde  par  la  troisième  par  z ; 
ajoutons-les  ensuite,  en  observant  que  l’équation  de 
la  sphère  donne  a:’  -4- j"*  z*  = nous  aurons 

~di^ = Nr  gz. 

L’éqnation  de  la  sphère  différentiée  deux  fois  donne 

xd^x  -4-  yd'y  zd'z  dx‘‘  -4-  dy^  -4-  dz' 

L’équation  précédente  donne  donc,  en  vertu  de  l’é- 
quation (2), 

_ 3gz-4-<^ 


Il  nous  reste  à connaître  à chaque  instant  la  situa- 
tion du  mobile  sur  la  surface  qu’il  parcourt.  Pour  v 
parvenir,  observons  qu’on  obtient  aisément  une  nou- 
velle intégrale  première  des  équations  (B)  ; en  effet,  si 
l’on  multiplie  la  première  par  y,  la  seconde  par  x. 
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qu’on  les  retranche  l’une  de  l’autre,  et  qu’on  intègre 
l’équation  résultante,  on  trouve 

jdx  — xdj  = c'dt,  (3) 

c'  étant  une  constante  arbitraire. 

On  a donc  entre  les  variables  x\  y,  z et  t,  les  trois 
équations  différentielles  du  premier  ordre  (i),  (a),  (3); 
il  ne  s’agit  plus,  par  conséquent,  que  d’intégrer  ces 
équations  pour  déterminer  les  coordonnées  du  mobile 
en  fonction  du  temps.  I.ia  première  a pour  intégrale 
l’équation  de  la  sphère;  les  deux  autres,  il  est  vrai,  ne 
sont  pas  intégrales  sous  forme  finie,  mais  on  parvient 
aisément  à séparer  les  variables,  et  l’intégration  est 
ramenée  aux  quadratures. 

En  effet  si,  après  avoir  mis  l’équation  (r)  sous  cette 
forme  xdx  + jdjr=  — zdz,  on  l’élève  au  carré, 
ainsi  que  l’équation  (3),  et  qu’on  les  ajoute  ensuite,  on 
trouve 

{dx^  -f-  dj"^)  = z^ dz^  + c’^  dt^. 
Substituons  pour  x^  -h  jr*  sa  valeur  /•*  — z“,  et  pour 
, , ^ ■ 1 sa  valeur  agz  + c nous  aurons  une 

af’  ° dt' 

équation  entre  z,  dz,  dt,  d’où  il  est  aisé  de  conclure 
dt=.-~ ’ 

V^(r>  — — c'’ 

Nous  donnons  au  second  membre  le  signe  — , parce 
que  le  corps  étant  supposé  s’éloigner  de  la  verticale, 
Z diminue  quand  / augmente. 

Cette  formule  donnera,  en  l’intégrant  par  approxi- 
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ination,  le  leinps  / en  fonclion  de  z,  et  rétijHoque- 
nient  z en  fonction  de  f. 

On  connaîtra  ainsi  à chaque  instant  le  plan  horizon- 
tal dans  lequel  se  trouve  le  mobile;  il  suffira  donc, 
pour  assigner  sa  position  sur  la  sphère,  d’avoir  un 
second  plan  sur  lequel  il  doive  se  rencontrer  dans  le 
même  instant. 

Pour  cela,  soit  o>  l’angle  que  forme  le  plan  vertical 
qui  passe  par  le  mobile  et  le  centre  de  la  sphère,  avec 
le  plan  vertical  des  j:  et  des  z;  on  aura 

JC  = \/r'^  — z“  cos  G),  J-  = \//-^  — z“  sin  u , 
d’où  l’on  tire 

xcij  — j'dj  — [r^  — Z*) 

L’équation  Xfir  — y rlx  = c' dt  donnera  donc 
ainsi 


Si  l’on  substitue  }>our  dt  sa  valeur  j)récédente  en  z, 
et  qu’on  intègre  ensuite  par  approximation  l’équation 
résultante,  on  aura  l’angle  w en  fonction  de  z.  On  con- 
naîtra ainsi  pour  un  instant  quelconque  les  deux  va- 
riables z et  U,  et  la  position  du  mobile  sera  par  con- 
séquent entièrement  déterminée. 

Au  lieu  de  supposer  que  le  point  se  meut  dans  l’in- 
térieur d’une  surface  sphérique,  on  peut  imaginer  qu’il 
soit  suspendu  à l’extrémité  d’un  fil  inextensible  dont 
l’autre  extrémité  est  fixe,  et  dont  la  longueur  est  égale 
au  rayon  de  la  sphère  : les  mouvements  dans  les  deux 
cas  seront  parfaitement  les  mêmes.  liC  fil  et  le  point 
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qu’il  supporte  fonneul  ;ilois  uii  pendule  simple,  et 
l’on  nomme  fleini-oscillfitinii  le  leiiqts  cpie  met  le  mo- 
bile à revenir  de  la  plus  petite  à la  plus  grande  valent 
lie  Z.  On  en  déterminera  la  durée  en  développani  en 
série  l’expression  de^//,  et  en  l’intégrant  ensuite  entre 
ces  limites. 

Pour  y parvenir,  reprenons  la  valeur  de  et  sup- 
posons 

(;•“  - -t-c)  - c'^  = [a  — z){z  — A)(agz.  i A). 

l'.n  com|>:iraut  ilaus  les  deux  membres  les  coelti- 
cients  des  mêmes  puissances  de  r , on  aura  pour  déter- 
miner fl,  h,  A,  ces  trois  équations  : 

/•  ) , 

(7  -f-  é 

2 si  — “i>  — i>') 

<■=  - ’jW.' 

^,'a  _ 2ÿ(/»  — a’)(r’  — A’)  j 
a -t-  A . 

On  |)eut  aux  ;ubitr:tires  c et  c'  substituer  les  deux 
notivelles  arbitraires  a et  h,  dont  la  première  répond 
à la  plus  grande,  et  la  secondi*  à la  plus  petite  vtdeur 
de  Z,  puisiju’en  elfet  la  supposition  de  z —ci  et  z = /> 
donne  <lz  = o. 

Cela  posé,  faisons 


b’expression  tle  itt  deviendra 

r \/ 2 [a -h  h ) dx 

[(a  -t-  é)'  4-  /•’  — /j']  \ — .r'  yb  — a’  x’  ’ 

en  faisant,  pour  abréger,  _ ,,,■ 
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Cette  expression,  intégrée  depuis  jusqu’à  z =A, 

ou  depuis  x = o jusqu’à  x = \ , donnera  le  tenq)s 
que  le  pendule  einjdoie  à faire  une  demi-oscillation. 
Noinjnons  -‘  T ce  temps,  développons  en  série  la  fonc- 

.J- 

tion  (i  — a*  ce  qui  donne 


,'ï  ' , . ' 3 1.3.5 

(l  — a’x’)  = I -t-  - -t-  a'x'-h  ■_  ,~r-  . . . . 


2.4.6 


Multiplions  chacun  des  termes  de  ce  développement 

rfr 

par  -^=r»  et  intégrons  ensuite;  nous  aurons 

T _ 1 A i / :tr{n->rb) 

Y g y (a  + bÿ-hr^  — b' 

X [.  + (i)V  + + (^)>  + •■•]■ 


étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l’u- 
nité. 

Si,  lorsque  z = on  suppose  nulle  la  vitesse  du 
mobile,  ce  qui  revient  à prendre  le  commencement 
d’une  oscillation  pour  origine  du  mouvement,  on 
aura  c = — ngh,  c'  = o,  ce  qui  donne  w = con- 
stante; c’est-à-tlire  que  le  mobile  oscille  alors  dans 
un  plan  vertical  : les  équations  (o)  donnent  ensuite 


rt  = r;  d’où  a*  = 


r — b 
2 r 


• L’ordonnée  z divisée  par  r 


exprime  le  cosinus  de  l’angle  que  forme  le  pendule 
avec  l’axe  des  z;  le  cosinus  de  son  plus  grand  écart 

de  la  verticale  sera  donc  ->  et  la  fraction  — - expri- 

/■  2r  * 

mera  le  carré  du  sinus  de  la  moitié  de  cet  angle;  la 
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durée  totale  de  l’oscillation  sera  alors 


Si  le  pendide  s’écarte  peu  de  la  verticale,  ■ ^ est 

une  très- petite  quantité  que  l’on  peut,  négliger;  on 
aura  donc,  dans  ce  cas, 


La  durée  des  petites  oscillations  est  par  conséquent 
indépendante  de  leur  amplitude  ; ces  oscillations  sont 
donc  isochrones  ou  de  même  durée,  quelle  que  soit 
leur  étendue,  et  cette  durée  ne  dépend  que  de  la 
longueur  du  pendule  et  de  l’intensité  de  la  pesanteur. 

L’expression  précédente  de  T donne  le  moyen  de 
déterminer,  à l’aide  du  pendule,  les  variations  cfe  la 
pesanteur  dans  les  divers  lieux  de  la  terre,  d’une 
manière  beaucoup  plus  exacte  qu’on  ne  pourrait  le 
faire  par  des  expériences  directes  sur  la  chute  verticale 
des  corps.  En  effet,  en  l’élevant  au  carré,  on  en  tire 

g=  g représentant  (n"  15)  la  vitesse  que  la  pe- 
santeur imprime  aux  graves,  ou  le  double  de  l’espace 
qu’ils  parcourent  dans  la  première  seconde  de  leur 
chute.  En  faisant  donc  osciller  un  pendule  de  longueur 
donnée  r pendant  un  intervalle  de  temps  connu,  on 
aura  la  valeur  de  T en  divisant  ce  temps  par  le  nombre 
d’oscillations  du  pendule,  et  l’équation  précédente. 
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• dont  le  second  membre  sera  enlièremenl  déterminé, 
donnera  la  valeur  de  ÿ on  de  l’intensité  de  la  pes.ni- 
lenr.  A VObsei  vatoire  de  Paris,  dont  la  latitude  est 
de  48”  5o'  1 4",  la  longnenr  dn  pendule  à secoiules,  me- 
surée avecbeanconpd’exaclitnde  par  borda,  et  rédnit<‘ 
an  niveau  des  mers,  est  de  o"‘,c)c)385j,  on  a de  pins 

= 9,8G9<)  : ce  qui  donne  g =q'",8o89G  ; d’oii  il  suit 
(pie  la  pesanlenr  y fait  tomber  les  corps  de  4"'i9f>448 
dans  la  première  seconde  sexagésimale.  Des  expé- 
riences précises  ont  montré  que  cette  valeur  est  la 
même,  quelle  que  soit  la  snbstance  dont  est  formé  le 
pendnie  que  l’on  fait  osciller;  il  en  faut  conclure  que 
la  pesanteur  agit  également  sur  tons  les  corps  de  la 
nature  dans  nn  même  lien  de  la  terre,  et  cpie,  par 
consé(]nent,  sans  la  résistance  de  l’air,  elle  leur  im- 
primerait à tons,  dans  le  même  teiiqis,  niie  vitesse 
égale.  Quant  aux  variations  de  la  jiesantenr  sur  les 
diflérents  parallèles,  on  observe  que  son  intensité  di- 
minue en  allant  dn  péde  à réqnalenr  ; cette  diminu- 
tion est  proportionnelle  an  carré  dn  cosinus  d<!  la  la- 
titude, et  la  variation  totale  que  la  pesanteni’  subit 

entre  ces  deux  points  extrêmes  s’élève  à environ 

de  sa  valeur  moyenne. 

Nous  venons  de  voii’  que  l'isochronisme  des  oscil- 
lations dn  |)endule  circulaire  n’a  lien  qn’en  sup- 
posant leur  amplitude  très-p(‘tite;  il  est  curieux  de 
iléterminer  quelle  est  la  courbe  sur  laquelle  un  corps 
pesant  doit  se  mouvoir  pour  arriver  dans  le  même 
temps  an  point  le  plus  bas,  quel  que  soit  l’arc  qu’il 
ait  décrit  depuis  son  [)oint  de  départ.  Pour  r('*soudrc 
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celle  question^  plaçons  l’origine  des  coordonnées  au 
point  le  plus  bas  de  la  trajectoire;  nommons  icis  un 
quelconque  des  éléments  de  cette  courbe,  et  dési- 
gnons toujours  par  g l’action  de  la  pesanteur.  La  lorce 
accélératrice,  le  long  de  l’arc  de  la  courbe,  sera  la 
pesanteur  décomposée  suivant  sa  tangente;  elle  sera 

égale,  par  conséquent,  Cette  force  tend  à dimi- 

nuer l’arc  s que  nous  supposons  compté,  ainsi  que  z, 
du  point  le  plus  bas;  on  aura  donc 

Jz 

^ ds 


Si  l’on  multiplie  les  denv  membres  de  cette  équation 
par  a ds,  et  qu’on  intègre,  on  trouve 

ds- 


c étant  une  constante  arbitraire 

Soit  Æ l’ordonnée  du  point  où  le  mouvement  com- 
mence, et  supposons  nulle  en  ce  point  la  vitesse  du 
mobile;  on  aurac=ag/«,  et  l’équation  précédente, 
résolue  par  rapport  à dt,  donnera,  en  observant  que 
l’arc  s diminue  quand  f augmente, 


fis 


(n) 

— s) 


ou  bien,  en  développant  le  radical  du  second  membre, 

dtz=  — 


, I II  I . 3 2' 
* • I -+•  r T + r— 7 7-, 


1.3.52^  \ 

2/1  ' 2 . 4 ^ a . 4 . G / 


Quelle  que  soit  la  nature  de  la  courbe  chercliée,  s est 
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line  fonction  de  z,  et  l’on  peut  supposer  que  cette 
fonction  développée  et  difïérentiée  ensuite,  donne 

^ = az‘  bz‘  ' -i-  . . . . 

(Iz 

En  substituant  pour  ds  sa  valeur  dans  l’expression 
de  dt^  on  aura 


1 . 3 z'  1 . 3 . 5 z’ 

2.4  A’  2 . 4 • 6 /i’ 


h_f_  / 

V'zg’  iS  \ 


IH -r 

2 h 


1 . 3 z’ 

2.4  A’ 


1.3.5  z* 


2.4-(j 


...) 


dz 


dz 


Si  l’on  intègre  cette  expression  depuis  z — h jusqu’à 
z = O,  on  aura  le  temps  que  le  mobile  emploie  à 
parvenir  au  point  le  plus  bas.  Ce  temps,  d’après  les 
conditions  du  problème,  doit  être  indépendant  de  la  . 
hauteur  h dont  le  corps  est  descendu,  ce  qui  exige 
que  l’on  aiti+  i =|,  et  que  tous  les  termes  de  la 
valeur  de  dt  soient  nuis,  à l’exception  du  premier. 

Or  il  est  évident  que  cette  condition  ne  peut  être 
satisfaite  à moins  de  supposer  h — o,  etc.  ; l’équation 
différientielle  de  la  courbe  tautochrone  devient  donc 
ainsi 

.1 

ds=  nz'  ^ dz\ 

1 

d’où  l’on  tire,  en  intégrant,  s=  équation  d’une 

cvcloïde  à base  horizontale.  La  cycloïde  est  donc  la 
seule  courbe  tautochrone  dans  le  vide. 

Soit  rie  double  du  diamètre  du  cercle  générateur 
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de  la  cycloïde,  ce  qui  donne,  d’après  les  propriétés 
connues  de  cette  courbe,  r = aa*,  et  substituons  la 
valeur  de  ds  dans  l’expression  (ra)  de  ; nous  aurons 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant. 


Nous  n’ajoutons  pas  de  constante,  parce  que  nous 
supposons  que  l’on  compte  le  temps  t de  l’origine  du 
mouvement,  ce  qui  donne  t = o quand  z = h. 

Si  l’on  nomme  le  temps  que  le  mobile  emploie 
à descendre  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe,  z étant 
nul  en  ce  point,  on  aura 


- 0=7r  sJ"-- 


1æ  temps  de  la  chute  par  l’arc  de  cycloïde  est  donc 
égal  à la  demi  - oscillation  du  pendule  dont  la  lon- 
gueur serait  r,  et  dont  l’écart  de  la  verticale  serait 
très-petit.  C’est  ce  qui  doit  résulter  en  effet  de  ce  qu’au 
point  le  plus  bas  l’arc  dt  de  la  cycloïde  se  confond 
avec  l’arc  infiniment  petit  du  cercle  osculateur  dont 
le  diamètre  est  vertical  et  égal  kir. 

H est  un  autre  problème  du  même  genre  que  celui 
que  nous  venons  de  résoudre,  et  qui  a longtemps 
exercé  la  curiosité  des  géomètres  du  dernier  siècle, 
c’est  de  déterminer  la  courbe  que  doit  suivre  un  corps 
pesant  pour  parvenir  d’un  point  donné  à un  autre  dans 
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le  temps  le  plnsconrl.  Ils  ont  trouvé  que  cette  courbe, 
qu’on  ;i  nonnnée  hmchjstochrone,  ou  ligne  de  plus 
vite  descente,  étiiit  encore  une  cycloïde  dont  l’origine 
était  au  point  le  plus  élevé. 

18.  Considérons  maintenant  le  moiiveinent  d’un 
point  parfaitement  libre  qui  est  soumis  à l’action  de 
forces  accélératrices  données,  et  proposons-nous  de 
déterminer  l’expression  de  la  force  centrifuge  dans  les 
différents  points  de  la  trajectoire. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  l’orbite  dé- 
crite est  une  courbe  plane,  et  que  les  forces  qui  agis- 
sent sur  le  mobile  se  réduisent  à deux  y et  n dirigées, 
l’une  suivaiit  le  rayon  vecteur  r,  l’antre  perpendicu- 
lairement à ce  rayon.  .Soit  V la  vitesse  du  mobile  en 
un  point  donné  (lel'orbite,  p le  rayon  de  courbnrequi 
lui  correspond,  et  ù l’angle  que  forme  le  rayon  vec- 
teur / avec  la  direction  de  la  normale;  les  deux  forces 
f et  7t,  multipliées  respectivement  par  le  sinus  et  le 
cosinus  de  l’angle  ô*,  exprimeront  les  composantes  de 
ces  forces  suivant  le  rayon  de  courbure,  et  comme  le 
point  est  entièrement  libre,  ces  deux  composantes 
devront  faire  équilibre  à la  force  centrifuge,  puisque 
son  action  ne  peut  être  détruite  par  la  résistance  de  la 
trajectoire.  Il  faudra  donc  (n°  IG)  égaler  la  somme  de 
cesdeux  forces,  dont  la  plus  grande  doit  toujours  être 
supposée  dirigée  vers  le  cenliaulc  courbure,  à \a force 
t‘c//t/  ÿ«ge,  c’est-à-dire  au  carré  de  la  vitesse  divisé  par 
le  rayon  de  courbure,  on  aura  ainsi  : 

ya 

a cosc?  -+-  n sino'  = — (a) 


Digilized  by  Google 


DU  SYSTfeME  DU  MONDE. 


79 


Si  l’on  nomme  f/f  l’élément  de  l.i  courbe  décrite  p!u- 

le  mobile  dans  l’instant  <//,  — sera  le  carré  de  sa  vi- 

tesse,  et  si  l’on  dé.signe  par  e l’angle  que  forme  le 
rayon  r avec  une  droite  fixe,  il  est  aisé  de  voir  qii’on 
aura 


si  no'' 


Hr 

Js' 


COSC? 


n/t' 

<is 


T.’expression  dn  rayon  de  courbure,  en  coordon- 
nées polaires,  donne  d’ailleurs,  en  supposant  ds  con- 
stant. 


I f/t>'  / J 

1 r/e  \ f/f’ 


rr/'  r \ 

dv^  )' 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l’équation 
aura 


? 


rdv  + n dr  = 


?.  r//-’  rd- 1 \ 
di>^  J 


(o),  on 
(^) 


Si  les  forces^  et  71  sont  données,  cette  formule,  en  y 
substituant  |)onr  dt  sa  valeur  déduite  des  équations 
du  mouvement,  fera  connaître  la  relation  qui  doit 
exister  entre  le  rayon  vecteur  r et  la  variable  e,  et  par 
con.séquent  l’équation  polaire  de  l’orbite  décrite  par 
le  mobile.  Si  au  contraire  la  nature  de  l’orbite  est  dé- 
terminée d’avance,  on  pourra  en  conclure  la  loi  de  la 
forc<‘  accélératrice  en  vertu  de  laquelle  cette  courbe 
est  décrite. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  trajectoire  soit ‘une 
courbe  elliptique,  et  que  la  force  (pii  la  fait  décrire 
soit  dirigée  vers  le  foyer  de  la  courbe  et  varie  avec  la 
distance  du  point  mobile  au  centre  d’attraction.  11 
s’agit  de  déterminer  la  loi  de  ces  variations. 
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On  aura  d’abord,  dans  l’hypothèse  précédente, 
71  = 0.  La  quantité  4^  dv  exprimant  le  petit  secteur 
décrit  par  le  mobile  dans  l’instant  dt,  on  aura  ensuite, 
par  la  théorie  des  forces  centrales,  rdv  = c dt,  en  dé-, 
signant  par  c une  constante  arbitraire  qui  dépend  des 
circonstances  initiales  du  mouvement.  La  formule  {b) 
deviendra  ainsi 


^ c’  / I 2 <lr‘  d’r  \ 

~ \7  “ r'tiv')' 

L’équation  de  l’ellipse,  en  désignant  par  n le  demi- 
grand  axe,  èt  par  e l’excentricité,  donne 

I 1 -t-  e cos  c 
r n ( I — c’) 


Si  l’on  différentie  celte  équation,  en  regardant 
comme  constant,  on  trouve  aisément 


I 2 dr’ 

_ _l 

r H rfr’ 


d' r I 

r’  cA>’  n ( 1 — e’  ) 


J. a valeur  précédente  de  y,  en  faisant,  pour  abréger, 

c} 

h=  ^ — -»  devient  ainsi 

h 


c’est-à-dire  que  la  yôrce  cm/m/e  qui  fait  décrire  an 
mobile  une  courbe  elliptique,  croît  en  raison  in- 
verse du  carré  de  sa  distance  au  foyer  d’attraction. 
Oîtte  loi  est,  comme  on  sait,  celle  qui  préside  aux 
mouvements  des  corps  célestes,  et  c’est  par  un  calcul 
semblable  au  précédent  que  Newton  la  démontra  le 
premier  d’une  manière  rigoureuse.  Nous  montrerons. 
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dans  II'  livre  suivait,  coiunient  ou  peut  parvenir,  par 
une  analyse  pins  directe  et  plus  simple,  à déterminer 
la  loi  des  forces  cpii  maintiennent  les  planètes,  les 
comètes  et  les  satellites,  dans  leurs  orbites  autour  du 
Soleil  ou  des  planètes  principales,  mais  nous  avons 
voulu  faire  voir  en  passant  combien  les  ibéorèmes 
d’IIuvgbens  sur  la  Jorce  centrifuge  avaient  aplani  les 
voies  de  cette  grande  découverte. 

iî).  Après  avoir  considéré  le  mouvement  d’un  point 
matériel  dans  les  trois  cas  qui  |jenvent  se  présenter, 
c’est-à-dire  lorsqu’il  est  libre,  et  lorsqu’il  est  astreint 
à demeurer  sur  une  courbe  ou  une  surface  donnée, 
nous  allons,  pour  terminer  ce  chapitre,  résoudre  une 
question  très-importante  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Nous  nous  proposerons  île  délerininer 
l’attraction  qu’une  couche  de  figure  sphérique  exerce 
sur  un  point  situé  dans  l’intérieur  ou  à l’extérieur  de 
sa  surface,  en  supposant  celte  action  en  raison  inverse 
du  cari-é  des  distances. 

■Soit  a la  distance  du  centre  de  la  couche  au  point 
attiré;  si  l’on  joint  par  une  droite  ces  deux  points,  il 
est  évident  que  tout  étant  symétrique  autour  d’elle, 
l’action  totale  du  sphéroïde  sur  le  point  attiré  .sera 
ni'“cessairement  dirigée  suivant  cette  ligne.  Nommons 
(hti  l’un  quelconque  des  éléments  du  sphéroïde,  et 

soit  y sa  distance  au  point  attiré;  ^exprimera  l’ac- 
tion que  l’élément  dm  exerce  sur  ce  jioint  suivant  la 
droite  f,  et  en  nommant  y l’angle  que  forment  entre 

elles  les  deux  droites  f etu,^cosy  sera  la  coni- 

1.  8 
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posaïUe  decelle  action  parallèleàcellc  domièie  droite. 
Soit  donc  A l’attraction  totale  que  le  sphéroïde  exerce 
sur  le  point  attiré,  on  aura 

r dm 

\ = I jr  cosy; 

le  signe  intégral  se  raiiportanl  à l’éléinent  lii/i  et  aux 
quantités  (|iii  varient  avec  lui,  et  devant  ètie  étendu  à 
la  masse  entière  du  sphéroïde. 

Cela  |)Osé,  soit  /■  le  rayon  mené  du  centre  du  sphé- 
roïde à l’élément  dm,  6 l’angle  (]ue  forme  ce  rayon 
avec  la  droite  a,  et  03  l’angle  que  forme  le  plan  pas- 
sant par  ces  deux  droites,  avec  un  plan  fixe  quel- 
conque passant  par  la  <lroite  a.  L’élément  dm  peut 
être  considéré  comme  un  petit  parallélipipède  rec- 
tangulaire dont  les  trois  dimensions  sont  dr,  rdO  et 
/•sin5^/w;  en  siq)posant  donc,  pour  plus  de  simpli- 
cité, la  densité  du  sphéroïde  constante,  et  égale  à 
runité,  on  aura  (fin  —r^  drdO  </«  sin5;  on  aura  et)- 
suite,  eu  considérant  le  triangle  forme  par  les  trois 
droites  a,  J,  r, 

,1  O n 1 n— rcosO 

/*  = a-  — 2 a/  COS  9 -f-  r^,  cosy  = y 

L’expression  précédente  de  A deviendra  donc  ainsi 
A — J dr  dr,i  dO  sm  9-  — yi 

Pour  étendre  la  valeur  de  A à la  masse  entière  de 
la  couche,  il  faut  intégrer,  i"  par  rapporta  r,  depuis 
la  valeur  de  ce  rayon  à la  surface  intérieure,  jusqu’à 
sa  valeur  à la  surface  extérieure;  2"  par  rapport  à w. 
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depuis  w = O jusqu’à  m égal  à la  circonférence  ; 3”  enfin 
relativement  à 0,  depuis  0 = o jusqu’à  6 égal  à deux 
angles  droits. 

Ou  peut  donner  une  autre  forme  à l’expression  pré- 
cédente. En  effet,  si  l’on  difiérentie  par  rapport  à a 
la  valeur  de  /,  on  a 


df n — r fOs  9 

dZ  ~ f ■ 

on  aura  donc 


A = — dr  (l'jidô  sin5 

da 


ou  bien,  comme  les  variables  r,  u et  5 sont  indépen- 
dantes de  a, 


A = - 


drdüidO  sin  9 

f ; 


da 


d’où  il  suit  qu’on  aura  l’action  entière  du  sphéroïde 

sur  le  point  attiré,  en  tlifférentianl,  par  rapport  à a, 

, f /■’ rf/- rfo)  rffi  sin  9 
I intégrale  J y- 

tielle  par  da. 


et  en  divisant  sa  différen- 


Faisons,  pour  abréger, 


dr  da  r/6  sin  9 
/ 


Si  l’on  intègre  cette  formule  par  rapport  à w,  depuis 
M = O justpi’à  CO  = 27T,  n étant  la  demi-circonférence 

6. 
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dont  le  rayon  est  runité,  on  aura 


dr  sin  6 


Pour  intégrer  maintenant  par  rapport  à 6,  remarquons 
que  la  valeur  de/^diflférentiée  relativement  à cette  va- 
riable, donne 


(/O  sin  0 

~~T~ 


d’où  il  résulte,  par  conséquent, 


N = l^SrdrdJ. 

L’intégrale  relative  à G doit  être,  prise  depuis  6 ■=  o 
jusqu’à  0 = 7t;  à ces  deux  limites  on  a_/^  = — 0* 

et  y*  = (a  r)’ , ce  qui  donne,  en  remarquant  que  J 

doit  toujours  être  positif,  _y=  r — a et  J = a ■+■  r, 
dans  le  cas  où  l’on  a r > c’est-à-dire  dans  le  cas 
où  lepointattiréest  placédans  l’intérieur  de  la  couche 
sphérique;  j — a — rc\.f—  a + tlans  le  cas  où 
l’on  a /•  < a,  c’est-à-dire  dans  le  cas  où  le  point  at- 
tiré est  extérieur  au  sphéroïde.  Ainsi  dans  le  premier 
cas  on  aura 

Y = [\njrdr, 

et  dans  le  second 

V — dr. 

a *' 

f.a  différentielle  de  V,  prise  par  rapport  à a,  et 
divisée  par  da,  donnera,  comme  nous  l’avons  vu,  en 
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changeant  sou  signe^  l’attraction  du  sphéroïde  sur  le 
point  attiré;  or  la  première  des  formules  précédentes, 
étant  indépendante  de  a,  donne 


d’oïl  il  faut  conclure  qu’un  point  pincé  dans  l’intérieur 
(F une  sphère  creuse  n’en  épivuve  aucune  action,  ou , 
ce  qui  rcinent  au  même,  qu’il  est  également  attire  de 
toutes  parts. 

La  seconde  des  mêmes  formules,  difl’érentiée  par 
rapport  à a,  donne 


da 


fl’ 


/ r*  dr. 


Soient  / et  V les  rayons  des  surfaces  intérieures  et 
extérieures  du  corps  attirant;  en  intégrant  l’expres- 
sion précédente  depuis  r=l  jusqu’à  r=V,  on  aura 


lis 

da  3a  ’ 


c’est  la  mesure  de  la  force  attractive  qui  agit  syr  un 
point  extérieur  au  sphéroïde,  suivantla  droite  fl.  Mais, 
si  l’on  désigne  par  M la  masse  de  la  couche  sphérique  . 
dont  l’épaisseur  est  V—  /,  M sera  évidemment  égal  à 
la  différence  des  deux  sphères  dont  les  rayons  sont 
/et  /';  on  aura  donc 


et,  par  conséquent, 
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D’où  il  suit  que  l’attraction  qu’une  couche  sphérique 
exerce  sur  u/i  point  extérieur^  est  la  même  que  si  toute 
sa  masse  était  réunie  à son  centre. 

Si  l’on  suppose  nul  le  rayon  / de  la  surface  inté- 
rieure de  la  couche,  le  sphéroïde  se  changera  eu  une 
sph  ère  dont  le  rayon  est  /';  l’attraction  qu’une  sphère 
homogène  exerce  sur  un  point  placé  à sa  surface  ou 
au  delà,  est  donc  la  même  que  si  sa  masse  était  réunie 
à son  centre. 

Ces  théorèmes  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où 
le  corps  attirant  serait  composé  de  couches  concen- 
triques d’une  densité  variable,  suivant  une  loi  quel- 
conque, du  centre  à la  surface;  en  effet,  ils  auraient 
lieu  pour  chacune  de  ces  couches,  et  seraient  vrais, 
par  conséquent,  pour  le  corps  entier. 
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CHAPITRE  IV. 


DU  MOUVEMENT  o’UN  SYSTÈME  DE  UOIll'S. 


*20.  Jusqu’  ici,  les  corps  dont  nous  avons  dclmuinc 
les  mouvements  ont  été  regardés  comme  îles  points 
matériels,  et  nous  avons  vu  ipie  la  lorce  motrice  avait 
alors  pour  mesure  la  vitesse  ipi’elle  proiluil  dans  un 
tempsdonné,  divisée  par  c^;  tenijis.  Mais,  lorsiju’on 
veut  comparer  entre  elles  des  forces  qui  agissent  sur 
des  corps  dillérents,  il  n’est  plus  |)ossil)le  de  faire  abs- 
traction lie  li'ur  nature,  et  leurs  masses  doivent  entrer 
nécessaii'ement  dans  l’évaluation  îles  forces  qui  les 
sollicitent.  Considérons,  eu  effet,  un  corps  que  nous 
supposerons  se  mouvoir  en  li^tie  dioite,  comme  un 
assemblage  de  points  matériels  qui  forment  les  élé- 
ments de  s;i  masse;  tous  ces  jioints  seront  animés  de 
vitesses  égales  dirigées  suivatit  les  droites  parallèles  ; 
les  forces  cpii  les  pi’oduiscut  seront  donc  aussi  égales 
et  parallèles  entre  elles,  leur  somme  représentera  la 
force  totale  ipii  agit  sur  le  mobile  : d’où  jl  suit  que 
cette  force  est  égale  à la  ma.sse  entière  du  corps, 
multipliée  par  la  force  qui  anime  chacun  de  ses  élé- 
ments. .Si  le  mobile  se  meut  uniformément,  la  vitesse 
de  chacun  de  ses  éléments  est  constante,  et  peut  re- 
pri^'uter  la  force  qui  la  produit  : ainsi  les  forces 
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dont  l'aclioii  est  instantanée  ont  pour  mesure  le  pro- 
duit de  la  masse  par  la  vitesse  du  corps  sur  lecpiel 
elles  agissent  Ce  produit  est  ce  qu’on  notnnie  la 
quantité  de  mouvement  du  corps,  parce  que  c’est  en 
elfet  la  sonnne  ties  mouvements  de  toutes  les  parties 
matérielles  qui  le  composent., Si  le  mobile  se  meut 
d’un  mouvement  varié  quelconque,  la  force  accélé- 
ratrice qui  sf)llicite  cliacpie  élément  de  sa  masse,  est 
représentée  par  la  différentielle  de  la  vitesse,  divisée 
par  l'élément  du  temps;  les  forces  qui  agissent  d’une 
manière  continue  sur  un  corps  matériel,  ont  donc 
pour  mesure  le  produit  de  la  masse  du  mobile  par 
l’élément  de  la  vitesse  qu’elles  lui  impriment,  divisé 
■par  l’élément  du  temps.  Ce  produit  est  ce  qu'on 
nomme  spécialement  force  motrice;  on  réserve  le 
nom  de  Jorce  accélératrice  à celle  qui  agit  sur  l’unité 
de  masse.  C^tte  même  quantité  prend  le  nom  de  pres- 
sion quand  la  force  motrice  agit  sur  un  corps  qui  se 
trouve  arreté  par  un  obstacle,  et  qu  elle  ne  produit 
qu’une  simple  tendance  au  mouvement. 

Lorsque  l’on  considéré  dans  l’état  de  mouvement 
plusieurs  corps  bés  entre  oi»x  d’une  manière  quel- 
conque, on  voit  (pie  le  mouvement  de  cbacuu  d’eux 
dépend  à la  fois  de  la  force  qui  le  sollicite,  et  de  la 
réaction  que  les  autres  corps  du  .système  lui  font 
éprouver.  Il  suit  de  là  (pi’en  général  aucun  de  ces 
corps  fie  prend  le  mouvement  qu’il  aurait,  s’il  était 
libre,  en  vertu  de  rimpulsiori  primitive  qu’il  a rec  ne, 
et  des  forces  accélératrices  (pii  raniment.  Il  faut  donc 
connaitre  les  variations  tpie  ce  mouvement  subit  par 
la  liaison  du  corps  au  système  dont  d lait  partie,  pour 
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tl<‘lenniuerle  mouvement  réel  qui  doit  avoir  lieu.  Cette 
appréciation  délicate  a longtemps  embarrassé  les  géo- 
mètres, et  ils  s’étaient  contentés  de  résoudre  cette  dif- 
ficulté dans  fpielques  cas  particuliers,  par  des  consi- 
dérations trop  restreintes  pour  rien  apprendre  sur  les 
lois  générales  du  mouvement,  lorsque  d’Alembert éta- 
blit le  premier  un  princi[)e  applicable  à toute  espèce 
de  système,  quel  que  soit  le  mode  de  liaison  des  par- 
ties qui  leconq)osent,  et  jjropre  à rendre  facile  la  mise 
en  équation  de  tous  les  problèmes  relatifs  à ses  mou- 
vements. Voici  l’énoncé  de  ce  principe. 

« Si  l’on  imprime  aux  différents  corps  d’un  système 
des  mouvements  qui  se  trouvent  modifiés  par  leur 
liaison  mutuelle,  il  est  clair  rpi’on  pourra  regarder 
ces  mouvements  comme  composés  de  ceux  que  les 
corps  prendront  réellement,  et  d’autres  mouvements 
(pii  sont  détruits;  d’où  il  suit  que  ces  derniers  doivent 
cire  tels,  que  les  corps  du  système  animés  de  ces  seuls 
mouvements  se  fassent  équilibre.  » 

(’,e  principe  a également  lieu,  soit  que  le  mouve- 
ment soit  produit  par  des  forces  qui  agissent  instan- 
tanément sur  les  corps,  ou  par  des  forces  dont  l’action 
est  continue;  et  toutes  les  questions  de  mouvement 
peuvent  ainsi  être  réduites  à de  simples  questions  d’é- 
quilibre. Cette  manière  de  ramener  les  lois  de  la 
Dynamique  à celles  de  la  Statique , imaginée  par 
d’Alembert,  est  extrêmement  ingénieuse;  mais  la 
difficulté  de  déterminer  les  forces  qui  doivent  être 
détruites,  et  les  conditions  d’équilibre  entre  ces  forces, 
, rendait  souvent  l’application  de  son  principe  embar- 
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passante.  Pour  éviter  cet  inconvénient,  les  géomètres, 
qu!  se  sont  empressés  de  l’adopter,  l’ont  modifié  <rnne 
maîiière  heureuse  en  l’énonçant  ainsi  : 

« Si  l’on  imprime  à chaque  corps  d’un  système  un 
mouvement  égal,  mais  dirigé  en  sens  contraire  de  celui 
qu’il  doit  prendre,  le  système  entier  sera  réduit  au  re- 
pos; par  conséquent  il  faut  que  ces  mouvements  dé- 
truisent ceux  que  les  corps  avaient  reçus,  et  qu’ils  au- 
raient suivis  sans  leur  liaison  mutuelle.  Ainsi  il  doit 
y avoir  équilibre  entre  ces  différents  mouvements,  ou 
entre  les  forces  qui  peuvent  les  produire.  » 

Ce  second  énoncé  du  même  principe  a l’avantage 
d’éviter  les  décompositions  de  mouvement  que  le  pre- 
mier exigeait,  et  d’établir  immédiatement  l’équilibre 
entre  les  forces  qui  agissent  sur  le  système  et  qui 
sont  les  données  du  problème,  et  les  mouvements  en- 
gendrés qui  en  sont  les  inconnues.  Nous  avons  donné, 
dans  le  chapitre  deuxième,  les  conditions  d’équilibre 
d’un  nombre  quelconque  de  forces  ap'pliquées  à un 
système  de  forme  arbitraire  ; il  suffira  donc  d’y  intro-  . 
duire  les  forces  qui  animent  le  système,  et  les  mou- 
vements qui  en  résultent,  pris  dans  des  directions  con- 
traires, pour  former  les  équations  de  son  mouvement. 
Ces  équations,  jointes  aux  conditions  dépendantes  de 
la  nature  du  système,  fourniront  toutes  les  données 
nécessaires  à la  détermination  du  mouvement  de 
chaque  corps,  et  il  ne  restera  qu’à  intégrer  ces  équa- 
tions, ce  qui  n’est  plus  qu’une  simple  question  d’a- 
nalyse. 

21.  C.es  notions  admises,  considéions  un  système' 
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de  corps  réagissant  d’une  manière  arbitraire  les  uns 
sur  les  autres^  et  sollicités  par  des  forces  accélératrices 
quelconques. 

Soient  /n,  m! , in",  etc.,  les  masses  des  différents 
corps  du  système;  x,  y,  z,  .r',  y',  z',  etc.,  les  coor- 
données rectangulaires  qui  déterminent  leur  position 
respective;  soient  X,  Y,  Z,  les  trois  forces  accéléra- 
trices qui  agissent  sur  l’unité  de  la  masse  m,  parallè- 
lement aux  axes  de  ses  coordonnées;  mX,  /«Y,  mZ, 
seront  les  forces  qui  sollicitent  le  corps  m dans  la 
même  direction.  Soient  m'X',  m'Y',  m'Z',  les  forces 
qui  sollicitent  ni  parallèlement  aux  mêmes  axes,  et 
ainsi  de  suite  ; désignons  par  t le  temps  dont  nous  sup- 
poserons l'élément  iU  constant.  I.es  vitesses  qui  ani- 
ment le  corps  m,  à la  fin  d’un  instant  quelconque,  se- 
ront représentées  forces  qui  le  sol- 

licitent, suivant  les  axes  des  x,  des^^”  et  des  r,  seront 
donc  m m m~i  et  ces  forces,  eu  vertu  de  l’ac- 

tion  des  forces  accélératrices,  deviendront,  dans  l’in- 
stant suivant, 

+ m \dt,  m%+  m\  dt,  m ^ /«Z  dt. 

lit  rit  <U 

Mais  les  accroissements  véritables  que  prend  parallè- 
lement aux  axes  coordonnés  la  vitesse  du  corps  m,  à 
cause  de  sa  liaison  avec  les  autres  parties  du  système, 

et  qu’il  s’agit  de  déterminer,  sont  les 

forces  motrices  effectives  qui  sollicitent  le  corps  m,  à 


Digitized  by  Google 


()2  Tllf-ORIE  ANALYTIQUE 

la  üii  de  l’instuiit  dt,  sont  donc 


m 


dx 

dt' 


m 


Ipx 

lit' 


dr  dW 

m-^  -h  m -j- 
dt  dl 


m 


dz 

ITc 


m 


d’z 

HT 


En  supposant  donc  les  trois  premières  forces  a|>pli- 
quées  au  corps  m,  en  sens  contraire  de  leur  direction, 
les  forces  motrices  qui  agissent  sur  ce  corps  seront 

en  marquant  successivement  d’un  accent,  de  deux 
accents,  etc.,  les  lettres  /«,  x,  y,  z,  X,  Y,  Z,  on 
aura  les  expressions  des  forces  semblables  qui  pro- 
viennent des  variations  du  mouvement  de  chacun  des 
corps  ni',  m",  etc . 

Or,  en  vertu  du  principe  de  d’Alembert,  le  système 
entier  est  en  équilibre  sous  l'action  de  toutes  ces 
forces  réunies;  il  suffitdonc, pour  exprimer  cette  con- 
dition, de  substituer  leurs  valeurs  dans  les  six  équa- 
tions générales  du  n°  7.  En  remplaçant  ainsi  respecti- 
vement parles  forces  (A)les  trois  composantes  Pcosn, 
P cosi,  P cosc,  on  aura 


X.m 


d'x 


= v.m(a:A  -J^X) 


l.mz 


l.m{^ 


zd'x td'z 

~dr 

l'yd’z  — zd’y 


^ = l.in  (zX  — ,tZ), 


K) 
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Telles  soiil  les  équati(nis  du  inoiivenient  d’im  sys- 
lème  quelconque  de  corps  m,  m'  m",  etc.,  qui  ne 
contient  aucun  point  fixe.  Si  quelqu’un  de  ces  corps 
était  astreint  à se  mouvoir  sur  une  surface  ou  une 
courbe  donnée,  en  comprenant  parmi  les  forces  qui 
lui  sont  appliquées  la  résistance  qu’il  éprouve  de  la 
part  de  cette  surface  ou  de  cette  courbe,  on  pourrait 
le  regarder  ensuite  comme  entièrement  libre,  et  les 
équations  précédentes  seraient  encore,  dans  ce  cas, 
celles  du  mouvernent  du  système. 

T^es  six  équations(B)  renferment  plusieurs prin- 
ci|>es  généraux  de  mouvement  que  nous  allons  succes- 
sivement développer.  Faisons  d’abord  abstraction  des 
trois  dernières. 

Si  l’on  désigne  par  X,  Y,  z,  les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  du  système  de  corps  m,  m',  m'\  etc. , 
on  aura,  11°  8, 


V — L 


"L.itix 


. X.in 


l.tny 

l.m 


l.niz 


d’où  l’on  tire,  en  différentiant  deux  fois  par  rap- 
port à /,  • 

(l’x  tl^Y  Ipi 

)Px  dp  rPt dl'  d’z dt‘‘ 

dt'  Z.m  ' df  Im  ’ dl'  l.m 

Un  aura  donc,  en  vertu  des  trois  premières  équa- 
tions (H), 

fP  X S.mX  (P  s l.mY  /P?.  l.mZ  ^ .... 

lit'  l.m  ^ dt'  l.m  ^ dt'  l.m  ^ ^ 

c’est-à-dire  <pie  le  centre  de  gravité  du  système  se 
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meut  tlans  l’espace  comme  si  toutes  les  masses  /«, 
m',  wt",  etc.,  y étaient  réunies,  et  comme  si  toutes  les 
forces  qui  sollicitent  ces  corp«,  lui  étaient  directement 
appliquées. 

Si  l’action  mutuelle  des  différents  corps  du  système 
est  la  seule  force  accélératrice  cpii  agit  sur  ces  corps, 
les  trois  quantités  2.  mX,  Y,  2. /«Z,  seront  nulles. 
Il  suffit,  ])our  s’en  convaincre,  de  considérer  que, 
tlans  la  nature,  l’action  devant  toujours  être  égale  à 
la  réaction,  la  somme  des  actions  et  des  réactions 
qu’un  nombre  quelcoiKpie  de  corps  exercent  les  uns 
sur  les  autres  se  réduit  nécessairement  à zéro.  En 
eflèt,  désignons  par  P l’action  qu’exerce  un  élément 
de  la  masse  rn'  sur  un  élément  quelcotupie  de  m : 
quelle  que  soit  la  nature  de  cette  action,  m'P  sera 
la  force  accélératrice  dont  m est  animé  par  l’action 
de  /n';  en  nommant  donc  p la  distance  mutuelle 
de  ces  deux  corps,  on  aura,  en  vertu  de  cette  action 
seule, 

^ — Y Z),  Z = — >) 

P ’ P ' P 

L’action  de  m sur  /«'  donnerait  de  même 

X'  — — Y'  r=  ~ Z' 

P ' P ^ 

d’où  l’on  conclura 

mX  + ;n'X'  = o,  mV -i- m' Y' = o,  mZ  + m'Z'=o. 

On  trouverait deséquationssemblables en  considérant 
les  actions  réciproques  de  m et  ///",  de  m'  et  etc. 
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Si  le  système  n’est  sollicité  par  aucune  force  étran- 
gère, on  aura  donc 

i./nX  = o,  l.iu\=o,  l.mZ  = o. 


Ia“s  équations  (C)  deviennent,  dans  ce  cas, 


fit' 


<P\ 

~dt^ 


= O, 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

\—a  + bt,  Y = a'-+-ù7,  .7.  = a" -h  b" t 

fl,  b,  fl',  b\  a",  b'\  étant  les  constantes  arbitraires  in- 
troduites par  l’intégration. 

Si  l’on  élimine  le  temps  t entre  ces  équations,  il 
en  résultera  une  équation  linéaire,  soit  entre  X et  y, 
soit  entre  X et  z,  soit  entre  Y et  z;  d’où  il  suit  que 
le  mouvement  du  centre  de  gravité  se  fait  en  ligne 
droite,  et  la  vitesse  dont  ce  poitit  est  animé  est  égale  à 

^ ù + b"^.  Cette  vitesse  est 

donc  constante,  et  le  mouvement  est  à la  fois  recti- 
ligne et  uniforme. 

Ainsi  donc,  de  même  que  par  la  loi  d’inertie  un 
point  matériel  ne  peut,  sans  l’intervention  d’une  cause 
étrangère,  changer  le  mouvemetit  qu’il  a reçu,  de 
même  un  système  de  corps  ne  saurait  altérer  le  mou- 
vement de  son  centre  de  gravité,  par  la  seule  action  de 
ses  parties  les  nues  sur  les  autres.  Ce  résultat  rernar- 
(piable  constitue  une  loi  générale  du  mouvement  que 
l’on  a nommée  principe  de  ta  cnnseivntion  du  centre 
de.  p,mvité. 
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Îi5.  (À)iisiilérons  imiintonaiit  les  trois  «Iniiières 
équations  (B). 

Si  l’on  multiplie  par  dt,  et  qu’on  intègre  ensuite  par 
rapport  au  temps  t ces  équations,  on  trouve 


V , ,n  ^ — c-hl.J  III  (a-Y  — /\)  (■//,  . 
I.;n  — =6-'  -h  l.f  in  {z\  — x'/.)  dt,  ,(1^) 
V . =c"  + l.f  in  ijy.  - zV  ) ; i 


c,  c',  c",  étant  trois  constantes  arbitraires. 

Lorsque  le  système  n’est  soumis  qu’à  l’attraction 
mutuelle  des  corps  qui  de  composent,  et  à une  force 
dirigée  vers  l’origine  des  coordonnées,  les  seconds 
membres  des  équations  jirécédentes  sont  nuis.  Poul- 
ie faire  voir,  désignons,  comme  précédemment,  jiar  P 
l’action  réciproque  de  deux  éléments  des  masses  m et 
in',  et  par /J  leur  distance  mutuelle,  on  aura,  en  vertu 
de  cette  action  seule. 


ï.  in  [xy  — j Y)  = — »</>('  P 


.r 


L’action  mutuelle  des  corps  du  système  disparaît  donc 
de  l’intégrale  finie  l.iii{x\  — J'X). 

Nommons  F la  force  qui  sollicite  in  vers  l’origine 
des  coordonné<*s,  et  / = \x^  + z-'  la  distance  de 

ce  corps  à cette  origine;  on  aura,  relativement  à la 
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force  F, 

x = -^r  x = z=-rj. 

Substituons  ces  valeiu-s clans  les  expressionsjrY  —jX, 
zX  — xZ,  yZ  — zY,  la  force  F en  disparaît  évidem- 
ment; il  en  serait  de  même  des  forces  F',  F",  etc., 
relatives  à m',  m",  etc.  Ainsi  donc,  lorscpie  les  diffé- 
rents corps  du  système  ne  sont  sollicités  que  par  leur 
attraction  réciproque  et  par  des  forces  dirigées  vers 
l’origine  des  coordonnées,  on  a 

2 .;n  (æY  — ^X)  = o,  l.m  {zX  — x Z)  = 

l.ni  (yZ  — zY')  z=  o. 

T.es  équations  (D)  deviennent  donc,  dans  ce  cas, 

ï . m {xdr  — ydx)  = cdt,  1 . m {zdx  — xdz)  = c'df,  1 

S . m { ydz  — zdy  ) r"dt.  | ' 

Iva  différentielle  .rr^ représente  le  double  - 
de  Faire  décrite  autour  de  l’origine  des  coordonnées 
pendant  l’instant  (il  par  la  projection  du  rayon  vecteur 
de  m sur  le  plan  des  x et  des  y;  les  différentielles 
zdx  — xdz  et  ydz  — zdy  sont  le  double  des  aires 
décrites  pendant  le  même  instant  par  les  projections 
de  ce  rayon  vecteur  sur  les  plans  des  xz  et  des^-z.  Les 
premiers  membres  des  conations  précédentes  repré- 
sentent donc  la  somme  des  aires  tracées  par  les  pro- 
jections des  rayons  vecteurs  des  différents  corps  du 
système  sur  chacun  des  plans  coordonnés,  multipliées 
respectivement  par  les  masses  de  ces  corps;  celle 
I 7 
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soiiiiueest  par  consc‘(|ii(*iit  pioportioiiiielk*  à l’éltMiient 
(lu  temps,  et  dans  un  temps  fini,  elle  est  proportion- 
nelle au  temps.  Ce  tlmorème  constitue  la  loi  giniérale 
du  mouvement  qu’on  a nomnk>e  principe  de  la  cou- 
se t nation  des  aires. 

Lorsque  la  seule  force  qui  agit  sur  le  système,  est 
rattraclion  mutuelle  des  corps  qui  le  composent,  et 
que  par  cons(>quent  la  force  F est  nulle,  on  peut 
choisir  arbitrairement  l’origine  des  coordoutu’-es,  et 
le  théorème  que  nous  venons  d’énoncer  a lieu  poui- 
tous  les  points  de  l’espace.  Dans  les  deux  cas,  le 
principe  des  aires  subsiste  pour  tous  les  plans  que  l’on 
peut  mener  par  le  point  que  l’on  a pris  pour  l’origine 
des  coordonnées. 

l^es  aires  décrites  par  les  projections  des  rayons 
vecteurs  de  m,  /»',  m",  etc.,  sur  chacun  des  plans 
coordonnées,  sont  évidemment  les  projections  sur  ces 
plans  des  aires  décrites  dans  l’espace  par  ces  mêmes 
rayons.  Ces  j)rojections  changent  de  valeur  selon  la 
direction  des  plans  coordonnés;  et  comme  nous  ve- 
nons de  voir  (pi’on  pouvait  choisir  ces  plans  à volonté', 
il  y en  a néce.ssairement  un  pour  lequel  la  somme  de 
ces  projections,  multipliées  respectivement  par  les 
masses  /n,  /«',  m",  etc.,  est  un  maxiniwn.  Proposons- 
nous  de  déterminer  ce  plan. 

.Soient  /,  /',  /",  les  angles  qu’il  forme  respective- 
ment avec  les  trois  plans  coordonnés  ; désignons  par 
L la  somme  des  aires  tracées  sur  ce  plan  pendant  l’u- 
nité de  temps,  par  les  projections  des  rayons  vectem  s 
des  différents  corps  du  système,  et  multipliées  respec- 
tivement par  leurs  masses,  somme  que  nous  suppcîsons 
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être  la  plus  grande  possible.  On  aura,  par  les  pro- 
priétés connues  des  projections, 

1 . ni  {xdj  — ydx  ) = 1^  dt  cos  l, 
l.in[zdx  — xdz)  = \jdt  cos/', 
l.m{jrdz  — zdjr)  = l.dt  cos/". 

En  substituant  aux  premiers  membres  de  ces  équations 
leurs  valeurs  cdt,  c'dt,  c" dt,  on  aura  trois  nouvelk's 
équations,  d’où  l’on  tirera  d’abord 

f'"  + c"^ 

et  ensuite 

cos  / = -^==L==:r-=j  cos/' 
yc’  -4-  r’  ’ c"’ 

cos/" 

l>es  angles  /,  /',  /",  sont  donc  constants  par  rapport 
au  temps  /,  et  le  plan  principal  tie  projection  reste 
toujours  parallèle  à lui-méme  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement,  quels  que  soient  les  changements 
survenus  dans  les  jjositions  respectives  des  corps  du 
système.  C’est  à cause  de  cette  propriété  remarquable 
que  ce  plan  a été  nommé  plan  invariable.  Il  existe  un 
plan  semblable  dans  tout  système  de  corps  qui  ne  sont 
soumis  qu’à  leurs  actions  mutuelles  et  à une  force  di- 
rigée vers  le  centre  des  coordonnées.  J. a considéra- 
tion de  ce  plan  peut  donc  être  de  la  plus  grande  utilité 
dans  la  théorie  du  système  du  inouile,  |)arce  qu’il  sera 
facile  de  retrouvei'  dans  tous  les  siècles  sa  position,  et 

7- 


-f-  c"  ’ -f-  c"  ’ * i 

^ \ 

\jc^  -f-  r'  ’ -4-  c"  ’ ' 


(«) 
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qu’on  aura  ainsi  uu  plan  stable  auquel  ou  pourra  raj)- 
porter  celle  des  corps  célestes. 

Il  est  aisé  de  fixer  à chaque  instant  la  position  du 
plan  principal deprojection,  lorsqueron  connaît,  pour 
cet  instant,  les  coordonnées  de  tous  les  corps  du  sys- 
tème, et  les  vitesses  dont  ils  sont  animés,  suivant  les 

axes  de  ces  coordonnées.  En  effet,  soient  x,  r,  les 

, dx  dy  dz 

coordonnées  de  m dans  un  instant  donne  ; 

les  composantes  de  la  vitesse  dont  ce  corps  est  animé, 

, dx'  dy'  d^  . 

dans  le  même  instant  ^ ^ dt  ' dt' 

coordonnées  et  les  vitesses  correspondantes  de  m , et 
ainsi  de  suite;  on  aura,  pour  les  valeurs  des  trois  con- 
stantes c,  c',  c". 


/ dx 

dz 

;=  1 

Z -7- 

\ 

— 

dt 

( dz 

= 2 . m 1 

l/rfT 

- 

^ dt 

Si  l’on  prend  le  plan  invariable  déterminé  par  les 
équations  (g),  coordonnés,  pour 

celui  des  x et  des  y par  exemple,  les  angles  /'^t  l 
seront  chacun  de  90“  ; on  aura  donc  alors  cos/'  = o, 
cos/"  =0,  ce  qui  exige  que  c'  et  c"  soient  nuis.  I>es 
deux  quantités  i i c",  multipliées  par  le  temps  /, 
représentent  les  sommes  des  aires  tracées  par  les  pro- 
jections des  rayons  vecteurs  des  différents  corps  du 
système  sur  les  plans  des  xz  et  des  jz,  et  multipliées 
respectivement  par  leurs  masses.  Le  plan  invariable 
jouit  donc  encore  de  cette  propriété  singulière,  sa- 
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voir  : <jue  cette  soinnie  est  nulle  par  rapport  à tout 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire,  puisque  la  direction 
des  axes  des  a:  et  des  jr  est  arbitraire.  Il  est  donc  na- 
turel de  choisir  ce  plan  pour  l’un  des  plans  des  coor- 
données, de  même  qu’on  rapporte  ordinairement  leur 
origine  au  centre  de  gravité  du  système,  l’égalité  à zéro 
des  deux  constantes  c'  et  c"  devant  rendre  en  effet  les 
équations  dans  lesquelles  entrent  ces  constantes  beau- 
coup plus  faciles  à traiter.  Nous  en  verrons  bientôt 
des  exemples. 

24.  Les  principes  de  la  conservation  des  aires  et 
du  mouvemeut  du  centre  de  gravité  dérivent  naturel- 
lement des  équatiotis  (II),  dont  ils  ne  sont,  pour  ainsi 
dire,  qu’une  simple  D’aduction  •,  mais  il  existe  une 
autre  loi  généiale  de  mouvement,  nommée  principe 
de  la  conservation  des  forces  vives,  qui,  n’étant  plus 
comprise  dans  ces  équations,  exige  que,  pour  la  dé- 
montrer, on  considère  sous  un  nouveau  point  de  vue 
le  mouvement  d’un  système  de  corps. 

A cet  effet,  nous  remarquerons  que  si,  aux  forces 
qui  sollicitent  l’un  quelconque  des  corps  qui  le  com- 
posent, on  ajoute  les  réactions  qu’il  éprouve  de  la 
part  des  autres  partiesdu  système,  considérées  comme 
des  forces  qui  agissent  sur  lui,  on  pourra  faire  ensuite 
abstraction  du  reste  du  système,  et  les  mouvements 
de  ce  corps  seront  déterminés  par  les  équations  que 
nous  avons  trouvées  pour  les  mouvements  d’un  point 
matériel  libre. 

Soient  donc  mX,  /«Y,  mZ,  les  composantes  des 
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forces  (|iii  agissenl  sur  w,  ces  forces  étant  estimées 
comme  nous  venons  de  le  dire;  soient  de  mème//i'X.% 
//i'Y',  m'Z',  les  forces  qui  agissent  sur  /«',  et  ainsi  de 
suite.  On  aura,  pour  déterminer  les  mouvements  des 
corps  m,  m',  m",elc.,  le  système  d’équations  différen- 
tielles suivant  : 


m zzn  ni  \i 

itr 

Il 

,l'z 

rnr-r-  =: 
V/r  ' 

ftr 

m —, — = m Z 

Maintenant,  si  l’on  multiplie  l’équation  en  a:  par 
jc/x,  l’équation  en  j-  par  l’équation  en  z par 

puis  l’équation  en  x'  par  2i/x',  et  ainsi  de  suite, 
qu’on  ajoute  ensuite  leséquations  résultantes,  et  qu’on 
intègre  leur  somme,  on  aui  a 

ï . m = r -h  2 X .J  ///  ( X -i-  Y r/y  -i-  Z f/zj,  (/>  ) 

c étant  une  constante  arbitraire. 

Si  la  quantité  l.i/i  (Xr/.r  ■+-  Y f/y  -+-  V,dzt)  est  la  dif- 
férentielle exacte  d’nne  fonction  des  coordonnées 
JT,  jr,  z,x',jr',  z',  etc.,  que  nous  désignerons  par 
(p{x,  y,  z,  z',  etc.),  le  second  membre  de  l’é- 

quation précédente  s’intégrera  immédiatement;  et  en 
nommant  e la  vitesse  dn  corj)s  in,  on  aura 

— c ■+■  z,  x',y,  ÿ,  etc.),  (y) 

Cette  équation  est  semblable  à celle  qiu'  nous  avons 
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Irouvée  ii"  15  en  considéraiil  le  moiiveiiionl  d’im 
point  m;iléiiel  isolé,  elle  eoiuluit  à tles  résiillats  ana- 
logues. 

On  appelle  Jorce  vive  d’un  corps  le  produit  de  sa 
masse  par  le  carré  de  sa  vitesse.  Il  résidte  de  l’équa- 
tion prt'^édente  que  si  le  système  (pie  l’on  considère 
n’est  sollicité  par  l’action  d’aucune  force  accélératrice, 
la  somme  des  forces  vives  des  corps  qui  le  composent, 
ou  la  force  vive  totale  du  système,  est  constante,  et 
que,  s’il  est  sollicité  par  des  forces  quelcompies,  l’ac- 
croissement de  la  force  vive  du  système,  eu  passant 
d’un  point  à un  autre,  est  iiidépeiidaut  des  courbes 
décrites  par  ces  différents  corps  ; cet  accroissement  est 
nul,  et  la  force  vive  totale  redevient  la  même  toutes 
les  fois  (pie  le  système  reprend  la  même  position.  Ce 
tliéorème  constitue  la  loi  de  mouvement  qu’on  a nom- 
lui'e  principe  de  la  conservation  des  Jorces  vives. 

L’érjuation  [q),  d’où  l'on  déduit  le  princi|)e  (pie 
nous  venons  d’établir,  siqipose  (pie  la  fonction 
i.Hj  [\dx  -t-  \dj  Z(/z)estunedifférentielleexacte. 
Celte  condition  est  remplie,  ainsi  que  nous  l’avons 
fait  voir  n“  15,  lorsque  les  composantes  X,  Y,  Z,  etc., 
proviennent  de  forces  attractives  dirigées  vers  di's 
centres  fixes,  et  repré'senté-es  en  intensité  par  des 
fonctions  de  leurs  distances  à ces  centres.  Elle  le  serait 
encore  si  ces  composantes  résultaient  de  ratiraclion 
mutuelle  des  différents  corps  du  système,  celle  at- 
traction étant  supposée  s’exercer  pro|K>iiionnellemeut 
aux  masses,  et  suivant  une  fonction  (|iielconque  de  la 
distance. 

Pour  le  faire  voir,  soit  p la  distance  des  d«'ux  corps 
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;n  et  m!  du  système,  en  sorte  qu’oii  ait 


p^  = ix'  -xy  - jY  -^[z'  -z)\ 


Soit  P une  fonction  donnée  de  représentant  l’ac- 
tion réciproque  de  deux  éléments  des  masses  ni  et  m' , 
cette  force  étant  dirigée  suivant  la  droite  qui  joint  ces 
points;  m'V  sera  la  force  accélératrice  de  m prove- 
nant de  l’action  /«';  ;nP,  la  force  accélératrice  de  ni' 
provenant  de  l’action  ni.  La  première  donnera,  sui- 
vant les  axes  des  jr,  des  ^ et  des;,  les  trois  compo- 
santes 


— m'P 


d,, 

dx^ 


- 

dy 


m'P 


Ùl- 

dz' 


la  seconde,  les  trois  com[)osantes 


— ni 


- wP 


dp 

d-j' 


En  ne  considérant  donc  que  l’action  mutuelle  de  ni 
et  m',  on  aura 


l.m  -h  Zdz)  = — ntin'  Vdp, 

quantité  qui  est  une  différentielle  complète,  puisque 
P est  fonction  de  p. 

Ainsi  l’équation  [q),  et  le  princijje  des  forces  vives 
que  nous  en  avons  déduit,  ont  lieu  dans  le  mouve- 
ment de  tout  système  de  corps  soumis  à leurs  actions 
mutuelles  et  à des  attractions  dirigées  vers  des  centres 
fixes,  ce  qui  comprend  à peu  près  toutes  les  forces 
de  la  nature,  et  notamment  celles  qui  animent  les 
Cf >rps  célestes.  principe  des  forces  vives  ne  subsis- 
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terail  plus  si  quelques-uns  de  ces  corps  se  mouvaieiil 
dans  des  milieux  résistants,  ou  s’ils  étaient  attirés  vers 
des  centres  mobiles. 

25.  Il  nous  reste  à démontrer  une  dernière  loi  gé- 
nérale qui  s’observe  dans  le  mouvement  d’un  système 
de  corps,  et  qu’on  a nommée  principe  de  la  moindre 
action.  Pour  cela,  reprenons  l’équation  (p);  en  la  dif- 
férentiant  par  rapport  à la  caractéristique  o',  on  aura 

l.mvâv  = (X.o'x  4-  Yo'j"  -+-  Z(?z). 

Mais  si,  après  avoir  multiplié  les  équations  (/«),  la 
première  par  âjc,  la  seconde  par  d'y*,  la  troisième 
j)ar  d'z,  et  ainsi  de  suite,  ou  les  ajoute,  on  trouve 

l.m  ôx  -t-  — ■ ) r=  î.  Yo/  4-ZJi). 

\dt'  lit'  ^ dO  ) ^ ' 

Partant, 

l.mvdl  ^ âjr 

.Soient  ds  l’élément  de  la  courbe  décrite  par  m,  ds' 
l’élément  de  la  courbe  décrite  par  m',  etc.,  on  aura 

vdt  = ds,  ds=  \dx'^  -t-  (ïj^  +dz‘‘, 
v'dl  = ds',  ds'  — \dx'^  -f-  dy'^  -t-  r/z'*. 


Par  conséquent 

ï . mds  ^ P = i. . 


/ d^x 


d’y  , d‘z  , 

■ -7^  'î.r  4-  -riz 

d!  dt 


)•(") 
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M :iis  011  (liHôreiitiaiil  rcxprossioii  cio  </>,  on  a 


.h 

Jl^ 


.ds 


dx 

dt' 


-o'.f/jr  -\-'^â.d  Y + %ù.ilz- 

' (U  ^ tit 


Et  coniiiio  les  caractcTistiqiies  (Jet  d sont  imlopon- 
(lanlos, 


'Ü.m 


d'x  y d' y ^ d’z  » \ 


(' 


Ajoutons  les  deux  écpiafions(c/)  et  [h),vi\  reinai  cpianl 
cpie 

1 mdsâv  -4-  1.}Hv  dûs  = ^.ni  û.  iuls, 


on  aura 


V \ I V il  + ‘ly  S )•  + dt  5 Z \ 

1 . m 0.0 (Is  = 1. m il.  ^ ) ; 

et  en  intégrant,  ce  cpiL  revient  à supprimer  la  caiac- 
(éristicpie  d devant  la  parenthèse, 

2. Ô'./ iiH>ds  = ü.//i  ûx  + ^ c?ry 


la*s  points  extrêmes  des  courbes  décrites  |)ar  les  corps 
du  système  étant  supposc'slixc's,  lesvaleui'sde  ûx,  ûy, 
ûz,  cpii  s'y  rapportent,  sont  égales  à zéro;  on  a donc 
alors 

2:  û ,f  itu’ ds  = o\ 

r’ést-a-dire  »pie  la  lonction  1.  J nn<ds  ou  i.  I in\d  dt 
est  un  niininmm;  ce  <pii  conslilue  le  princi|>e  de  la 
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moiiiclre  action  clans  le  mouvement  d'un  système  de 
corps.  Ce  principe,  cpi’on  avait  longtemps  cherché  a 
déduire  déconsidérations  mi'taphysiques,  résulte  di- 
rectement, comme  on  voit,  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  et  l’on  peut  l'énoncer  ainsi  : La 
sommedes  forces  vives  d’un  système  decorps,  pendant 
le  temps  qu’il  emploie  à passer  d’une  position  à une 
autre,  est  un  minimum.  C’est-à-dire  que  dans  la  nature 
un  système  de  corps  est  transporté  d’un  point  à un 
autre  en  dépensant  la  moindre  quantité  possible  de 
forces  vives.  Si  les  corps  ne  sont  sollicités  par  au- 
cune force  accélératrice,  la  force  vive  du  système, 
pendant  un  temps  déterminé,  est  proportionnelle 
à ce  temps;  ce  système  parvient  donc  alors  d’une 
position  donnée  à une  autre,  dans  le  temps  le  plus 
court. 

2(>.  Nous  avons,  jusqu’ici,  regardé  comme  fixe  l’o- 
rigine des  coordonnées  auxcpielles  nous  rapportions 
la  position  des  corps  du  système,  dont  nous  considé- 
rions les  mouvements;  mais  il  est  aisé  de  démontrer 
que  le  principe  de  la  conservation  des  aires,  celui  de 
la  conservation  des  forces  vives,  et  celui  de  la  moindre 
action,  auraient  encore  lieu  en  supposant  à cette  ori- 
gine un  mouvement  rectiligne  et  uniforme  dans  l’es- 
j)ace.  En  effet,  soient  x,  y,  z,  les  coordonnées  de  cette 
origine  mobile,  par  rapport  à un  point  invariable 
quelconque,  pris  pour  l’origine  des  coordonnées  jc, 

r,  x'y  y,  z',  etc.;  si  l’on  désigne  pai-  x,,/,,  z , x',, 
z',,  etc.,  les  coordonnées  des  c»)i  ps  m,m',  m",  etc.. 
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relatives  à la  première  origine,  on  aura 

j:-  = X -f-  æ:,,  J = y z = Z -4-  z,  I 

É !'*) 

Æ'  = X -4-  f —'i  f,,  z’  = Z + z',,  J 


Différentions  deux  fois  ces  valeurs,  et  substituons 
les  valeurs  résultantes  dans  les  six  équations  (B).  Les 
trois  premières  deviendront 


/ </’x  -i-  d'x  \ { + d'\  \ 

\ / 


Mais  en  vertu  du  mouvement  rectiligne  et  uniforme 
supposé  à l’origine  des  coordonnées,  on  a 


f/’X  (fx 

rfF  ~ lô 


O, 


‘îh 

dt' 


= o. 


Les  trois  équations  précédentes  se  réduisent  donc  à 
celles-ci  : 


Ï./«X,  ï. w - — = S./;iY, 
,h^  ///>  ’ 


Effectuons  les  mêmes  substitutions  dans  la  quatrième 
des  équations  (B).  On  aura  d’abord 

xS.mrf’r, — xl.md'x,  „ x,d'‘y  — y d’x 
dt ’ dt ’ 

= 2 . m ( Yx,  — X j-j  -i-  X 2 . /n  Y — Y 2 . m X ; 
équation  qui,  en  vertu  des  trois  précédentes,  se  réduit  à 
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(3n  trouvera  de  même 


ï.'«  ) = ï-”  O'.z-  *.  '■)• 


I^es  six  équations  qui  déterminent  le  mouvement 
d’un  système  de  corps,  conservent  donc  absolument  la 
même  forme,  soit  qu’on  stippose  fixe  ou  mobile 
l’origine  des  coordonnées;  il  en  serait  de  même  des 
équations  (m)  du  n'’  24;  on  pourra  donc,  dans  les  deux 
cas,  en  déduire  par  les  mêmes  raisonnements,  les  prin- 
cipes de  la  conservatioti  des  aires  et  des  forces  vives, 
ainsi  que  le  principe  de  la  moindre  action. 

Voyons  maintenant  ce  que  devient,  par  cette  trans- 
position de  l’origine  des  coordonnées,  le  plan  que 
nous  avons  nommé  plan  invariable.  Pour  cela,  repre- 
nons les  trois  équations  (E)  n°  23,  dont  la  considé- 
ration nous  a conduits  à la  découverte  de  ce  plan; 
si,  dans  ces  équations,  on  substitue  pour  x,  y,  r, 
leurs  valeurs  (o),  en  remarquant  que  par  l’hypothèse 
du  mouvement  rectiligne  de  l’origine,  on  a 

’S.d'i  — \d\=^o,  \dz  — zd\—o,  Zf/v  — vr/z  = o; 


on  trouvera 

Z.in  {x^dj^  ~ ^ 
l.m  (z,  dx^  — X,  rfzj  = c'  dl, 
l.m  {y,dz^  — Z dj_)  = d'dt. 

Les  trois  constantes  c,  c',  c" , déterminent  la  posi- 
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tion  (lu  |)l:iu  invariable;  d’oii  rcjn  peut  couclure 
que  ce  |)lan  conservera  toujours  des  directions  pa- 
ralltdcs  pendant  le  mouvement  de  l’origine  des  coor- 
donnt*es. 

Nous  avons  vu  que  lorsque  le  syshune  n’est  sou- 
mis à l’action  d’aucune  force  élrangt'ie,  le  centre  de 
gravité  était  transporté  dans  l’espace  d’un  mouvement 
rectiligne  et  uniforme;  il  suit  donc  de  ce  cjui  j)récède, 
que  si  l’on  fixe  à ce  centre  l’origine  des  coordonnées, 
les  principes  de  la  conservation  des  aires  et  desforc(*s 
vives  auront  encore  lieu  par  rapjmrt  à cette  origine, 
et  le  plan  invariable,  passant  constamment  par  ce 
point,  sera  emporté  avec  lui  dans  le  mouvement  gt'v 
néral  du  système,  en  restant  toujours  parallèle  à lui- 
même. 

I>e  principe  de  la  conservation  des  aires  et  celui  des 
forces  vives  peuvent  se  ivduire  à de  sim|)les  relations 
entre  les  coordonnées  des  distances  mutuelles  des 
dillérents  corjîs  du  système.  En  effet,  prenons  pour 
origine  des  coordonnées  le  centre  de  gravité  du  sys- 
tème; les  trois  équations  (E),  n”  25,  peuvent  s’écrire 
ainsi  : 

'ï..rnnt'  \[x' 

1 . mm’  [ (z' 
l.mm' 


écpiations  (|ni  ne  dépendent  que  des  coordonnées  dt^s 
distances  mutuelles  des  corps. 


— x)(dy  — dy)  — (y  — dx) ] _ ^ 


z)  [dx'  — dx)  — (jt'  — x)  [ilz'  — c/z)] 


-y){dz'  - dz)  - (z'  - z)[dy'  - dy)] 


=ze'dt, 


= <•"  dt  i 
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I .es  premiers  monibres  de  ces  é(piations  représen- 
tent la  somme  «les  aires  tracées  sur  chacun  des  plans 
coordonnt's  par  les  projections  de  la  di  oite  qni  joint 
deux  corps  du  système,  dont  l’im  est  supposé  se  mou- 
voir autour  de  l’autre  regardé  comme  immobile; 
cha«pie  aire  étant  multipliée  par  le  produit  des  deux 
masses  que  l’on  considère,  et  divisée  par  la  somme 
des  masses  du  système. 

11  suit  encore  de  ces  équations,  que  le  plan  qui 
passe  par  l’un  quelconque  des  corps  du  système,  et 
par  rapport  auquel  la  fonction  précédente  est  un 
maximum,  est  parallèle  au  plan  passant  par  le  centre 
de  gravité,  et  que  nous  avons  nommé  pZrt/i  maximum 
des  aires.  Ce  nouveau  plan  reste  également  toujours 
parallèle  à lui-même  pendant  toute  la  durée  du  mou- 
vement, et  les  seconds  membres  des  équations  pré- 
cédentes sont  mds  par  rapport  à tout  plan  passant  par 
le  même  corps,  et  qui  lui  est  perpendicidaire. 

On  peut  donner  à l’équation  (p)  du  n“  24  cette 
forme. 


. , mm 


L 


const. 


J 

il.tn.l.f  mm'  F dj. 


(/>) 


l.e  premier  membre  de  cette  «‘quation  exprime  le 
carré  des  vitesses  relatives  des  corps  «lu  système  les 
uns  autour  des  autres,  en  les  considérant  deux  à 
deux,  et  en  regardant  l’un  des  deux  comme  immobile, 
chaque  carré  étant  multiplié  par  le  produit  «les  deux 
mass(?s  que  l’on  a considéré*es. 

Nous  terminerons  ce  chapitre  par  une  reniar«pu‘ 
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impoiTanle  sur  l’extension  à donner  aux  quatre  prin- 
cipes que  nous  venons  de  développer.  Celui  de  l’uni- 
formité  du  mouvement  dn  centre  de  gravité  et  celui 
de  la  conservation  des  aires  subsistent  quelle  que 
soit  l’action  que  les  corps  du  système  exercent  les 
uns  sur  les  autres,  même  en  se  choquant,  ce  qui  les 
rend  très-utiles  dans  beaucoup  de  circonstances.  Mais 
il  n’en  est  pas  de  même  du  principe  de  la  conserva- 
tion des  forces  vives,  et  de  celui  de  la  moindre  action; 
pour  qu’ils  puissent  subsister,  il  faut  que  les  variations 
des  vitesses  des  différents  corps  du  système  s’opèrent 
par  des  nuances  insensibles;  ils  n’auraient  plus  lieu 
si  le  système  éprouvait  quelque  brusque  changement 
dans  ses  mouvements,  soit  par  l’action  mutuelle  des 
corps  qui  le  composent,  soit  par  la  rencontre  d’ob- 
stacles extérieurs. 
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CHAPITRE  V. 

DU  MOÜVEMIÙNT  D’üN  COKPS  SOI.IDK. 


\ 

! 

!t 

t 

fl 


‘27.  Les  six  équntions  que  nous  avons  h-ouvécs  dans 
lecha[)ilre  précédent,  pouidétenniiier  les  inouvemenls 
d’un  système  de  points  matériels  liés  entre  eux  d’une 
manière  quelcoiupie,  peuvent  aisément  s’étendre  au 
cas  où  ce  système  forme  un  corps  solide.  Kn  effet,  il 
suffit  alors  de  siqjposer  que  les  distances  mutuelles  des 
parties  du  système  sont  inaltérables,  et  de  substituer 
aux  masses  rn,  in\  in'\  etc.,  les  éléments  infiniment 
petits  du  corps  que  l’on  considère. 

Soit  donc  dm  un  de  ces  éléments;  désignons  par 
X,  Y,  Z,  les  forces  accélératrices  (pii  agissent  sur  lui, 
parallèlement  aux  trois  axes  de  ses  cajordonnées  rec- 
tangulaires JC,  j\  Z,  et  rempLu  ons  dans  les  équations 
(B)  du  n“‘21,  le  signe  2,  qui  d('.signe  des  intégrales 
finies,  par  le  signe  S,  relatif  aux  int(*grales  ordinaires; 
ces  équations  deviendront 

S . ^ (////  = S.  X (hn , S . ~ dm  = ,S . Y i/i/i,  1 

■S. 44  — S-'^dm,  I 

lin  ’ I 

S ■ ( — ^ ~ 

S-(--^y--)  - -^’Z)  i 

S.  ) ({,„  _ s.(jZ  - sY)  dm;  | 

1.  . H 
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le  signe  intégral  S se  rapportant  à la  molécule  dm,  et 
devant  s’étendre  à la  masse  entière  du  corps. 

Ces  six  équations  serviront  à déterminer  complè- 
tement les  mouvements  d’un  corps  solide  de  figure 
quelconque.  I^es  trois  dernières  renferment  le  principe 
des  aires.  Si  le  corps  était  retenu  par  un  point  fixe, 
elles  suffiraient  pour  déterminer  son  mouvement  de 
rotation  autour  de  ce  point. 

Si,  au  lieu  de  prendre  arbitrairement  l’origine  des 
coordonnées,  on  fixe  cette  origine  au  centre  de  gra- 
vité du  corps,  qu’on  désigne  par  X,  Y,  Z,  les  coor- 
données de  ce  point,  par  s,,  les  coordonnées 

de  l’élément  dm  rapportées  au  centre  de  gravité,  en 
sorte  qu’on  ail 

J7  = x-+-a-,,  j=y-+-T,,  z = z-t-2,;(/) 


qu’on  substitue  ensuite  ces  valeurs  et  leurs  différen- 
tielles dans  les  trois  premières  équations  (a),  en  dési- 
gnant par  m la  masse  entière  du  corps,  et  en  observant 
que  X,  Y,  Z,  étant  les  mêmes  pour  tous  les  éléments, 
on  a 


I f/’X 

dm  = m 

• lit’ 


.S . -7—  dm  — m -T-  ■ 
dt^  dt‘ 


d^L  , d^t 

s . — dm  — m ——  -, 
do  'If' 


que  de  plus,  par  la  nature  du  centre  de  gravité, 

■S  j:,  dm  = o,  S dm  = 0,  .S . z dm  = o , 
c(‘  (pii  lionne 

S.  dm  — o,  dm  = o,  ilin  = o. 

’ . ///  ‘ ///  • 
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Ces  équations  deviennent 

(i"*  Y 

1)1 =S.Xrf/H,  m = S.yi/f)i,  rn  7,  di)).  (A) 

dt'  dt'  fit'  ' ' 

On  déterminera  par  leur  moyen  le  mouvement  du 
centre  de  gravité  du  corps.  On  voit  que  ce  point  se 
meut  dans  l’es[)ace  comme  si,  la  masse  eutiere  du 
corps  y étant  réunie,  toutes  les  forces  qui  sollicitent 
le  corps  lui  étaient  immédiatement  appliquées.  Celte 
remarque  est  analogue  à celle  que  nous  ont  fournie, 
n"  22,  les  équations  différentielles  du  mouvement  du 
centre  de  gravité  d’un  système  de  corps. 

Substituons  de  même,  dans  les  trois  dernières  équa- 
tions (u),  à la  place  des  variables  x,  y,  z,  et  de  leurs 
différentielles,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (y’). 
La  première  de  ces  trois  équations  deviendra  ainsi 

S r( X + ) — (^  + 7, ) i,„\ 

i-  ■ J (/»: 

= S [(x-4-X,)  Y - ( Y ](////.  ) 

Mais  X,  Y,  Z étant  les  mêmes  pour  tous  les  éléments 
du  corps,  on  a 

S.(x  — vrf*x)  dm  — m i’xr/*Y  — yd^x), 

S . (x  Y — Y \ ) dm  = X S . Y dm  — Y S .Xdm, 

et  enfin, 

S.{.rd'^y  — j/fLx  xd\y,  — yd^.r/jdm  = d-\S.jr//m 

— d^\S (/m  -{-\H . d dm  — yS.fl^x^  dm. 

I^es  variables  x^.,  r,,  z,,  se  rapportant  au  centre  <!c 
gravité  de  la  masse  w,  pris  pour  origine  des  coordon- 

8. 
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nées,  tous  les  lormcs  du  second  ineinbre  de  celle 
équation  sont  nuis;  la  qnalriéme  dos  équations  (rt) 
devient  donc  simplement 

S. dni=S.[x\  — J,X)  dm. 

ün  trouverait  de  même  que  les  ileux  dernières  équa- 
tions { a)  se  réduisent  aux  suivantes  : 

S.  dm  — S.(z, X — Z)  dm, 

S.(xZ-  -,X)  dm. 

Les  trois  équations  précédentes  sont  les  mêmes  que 
celles  qui  détermineraient  les  mouvements  du  corps 
autour<le  son  centre  de  gravité  si  ce  jmint  était  immo- 
bile; or  les  équations  (/>)  font  connaître  à chaque  in- 
stant la  position  du  centre  de  gravité  dans  l’espace; 
on  pourra  donc  le  regarder  comme  un  point  fixe  au- 
tour duquel  le  mobile  est  obligé  de  tourner,  et  en 
déterminant  la  position  du  corps  par  rapport  à ce 
point,  sa  situation  dans  l’espace  seraentièrementfixée. 
Quelles  que  soient  donc  les  lois  du  mouvement  d’un 
corps,  on  pourra  toujours  le  décomposer  eu  deux  au- 
tres mouvements,  run  de  translation  relatif  à son 
centre  de  gravité,  l’autre  de  rotation  autour  de  ce 
point.  Envisagés  de  celte  manière,  les  mouvements  les 
plus  compliqués  deviendront  faciles  à saisir,  et  c’est 
ainsi  que  nous  considérerons  les  mouvements  des  corps 
célestes. 

28.  On  peut  donneraux  trois dernieres équations  (rt) 
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iHH’  forme  paiTiciilière  qui  h l’avanlage  de  Taire  con- 
uailre,  plusieui’s  ])ropriétés  iinportaiile.s  du  motive- 
iiient  de  rotation.  Pour  cela, ou  ra|)porte  les  coordon- 
nées de  l’élément  thn  à trois  nouveaux  axes  rectangu- 
laires, fixes  dans  l’intérieur  du  corps  et  mobiles  dans 
l’espace,  eu  sorte  qu’il  suffit  de  connaître  à chaque 
instant  la  position  de  ces  axes,  pour  assigner  celle  du 
solide. 

Placions  l’origine  des  cooialonnées  au  jioint  fixe,  dit- 
téreul  ou  non  du  centre  de  gravité,  autour  dmpiel  le 
corps  est  obligé  de  tourner,  et  soient  a',  j',  z' , les 
coordonnées  de  dm,  relatives  aux  nouveaux  axes  (|ue 
nous  considérons;  on  aura,  par  les  règles  ordinaires 
<le  la  transformation  des  coordonnées, 

a:  = nx'  -H  h)  ' -t-  cz',  \ 

V = a'x'  h'f  -+■  c'z',  I (^i) 
z=  n"x' + by +c"z'.) 

Dans  ces  équations,  a,  h,  c représentent  les  cosinus 
des  angles  que  fait  respectivement  l’axe  des  x avec 
les  axes  des  x' , des/'  et  des  z';  a',  //,  c' , les  cosinus 
des  angles  que  forme  l’axe  des/  avec  les  mêmes  axes, 
et  enfin  a",  h" , c",  les  cosinus  des  angles  que  fait  res- 
pecTivement  avec  eux  l’axe  des  z. 

Diuis  les  deux  .systèmes  de  coordonnées,  le  carré 
de  la  distance  de  l’élément  rfrn  à forigine,  est  égal  à la 
somme  des  carrés  des  trois  coordonnées  qui  détermi- 
nent sa  position,  c’est-à-dire  qu’on  a 

x'^  -4-/^  + = x'^  4-  4-  z'^. 

t.elte  considération  donne  entre  les  neuf  cpiantités 
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b,  c,  a',  b',  c',  a“,  b",  c",  les  équations  de  condi- 
tion suivantes  : 

rt*  -I-  a'*  -t-  a'^  = 1 , ab  a'b'  -t-  a"b"  = o,  \ 

6*  -t-  b’*  + b"'*  = I , ac  + a!d  4-  a"(f  = o,  W/n) 

-f-  -I-  c"*  =1,  bc  bc'  -+-  b"c"  = o.  ) 

Réciproquement,  pour  déterminer  x\  z',  en  fonc- 
tion de  X,/,  Z,  on  aura 

x'  — ax  a! y -h  fl"z,  \ 

y'  — bx  b' y -f-  A'z,  > ( a ) 

t!  — ex  c' y ->r  c"z.  J 

U'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  coefficients 

a,  n',  a",  etc.,  sont  encore  liés  entre  eux  par  les  six 
équations 


rt*  4-  = r, 

aa!  -t-  bb'  4-  ce' 

= 0, 

rt'a  b'^  4-  = I , 

aa"  4-  bb"  4-  ce" 

= 0, 

^ h"^  4-  c"“  = 1 , 

a' a"  4-  b’b"  4-  c'e" 

= 0. 

Ainsi  donc,  des  neuf  quantités  b,  c,  o',  b',  c\ 
a',  b",  c",  trois  seulement  sont  arbitraires,  et  les  six 
autres  peuvent  être  regardées  comme  déterminées  par 
les  équations  de  condition  (/n),  ou  les  équations  (n) 
qui  leur  sont  équivalentes. 

£nlin,  si,  par  le  procédé  ordinaire  de  l’élimination, 
on  tire  des  équations  (i)  les  valeurs  de  x',  y'  et  z',  en 
fonction  de  jr,  y et  z,  et  qu’on  les  compare  à celles 
<le  ces  coordonnées  tpii  résultent  des  équations  (a  ), 
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on  aura,  entre  ces  mêmes  qnanlilés,  ces  nouvellcîs  re- 
lations, 

<i  = h’c"  — h"c\  a!  — h"c  — bc",  a"  = bc'  — h'c,  , 
b — a"c'  — a'c",  b'=ac"  — n"i\  b"  — n'c  — ac','  (/) 
c = a'b”  — a" b',  c'  = a"b  — ah’\  c"  ■==■  al>  — a' b . j 

Comme  il  n’y  a que  trois  des  coefficients  a,  b,  c\ 
u‘,  b\  c\  a",  b'\  c",  d’indétemiinés,  il  esc  souvent 
plus  commode  d’exprimer  ces  neuf  cjuantités  en  fonc- 
tion de  trois  autres  indépendantes  entre  elles.  En 
effet,  la  position  des  trois  plans  que  fr)rnient  les  axes 
des  nouvelles  coordonnées,  est  déterminée  lorsqu’on 
eonnait  l’inclinaison  d’nn  de  ces  plans,  de  celui  des 
x' y par  exemple,  sur  celui  des  xj,  et  les  angles 
f|ue  forme  avec  les  axes  des  x et  des  jc'  l’intersection 
de  ces  deux  plans.  Eu  désignant  donc  par  Ô le  pre- 
mi<‘r  de  ct's  angles,  le  second  par  et  le  troisième 
par  f,  on  trouvera  aisément,  par  les  formules.de  la 
Trigonométrie  sphérique. 


a = 

cosô  siinj^sin  ç -l-  cosij<  cos(jp. 

b = 

COS0  shnj/cos(p  — cosij;  sin  ip. 

c = 

sin  0 sin'ji, 

a — 

cosô  costj;  sin  P — simj;  cosy. 

b'  = 

eos5  cosi|i  cosfjp  -f-  sin  i];  sin®, 

c'  = 

sin  0 cosi|/. 

rt"= 

— sin  0 sinp. 

//'= 

— sin  0 cosç, 

c''— 

COS0. 
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Si  l’on  substitue  ces  valeurs  à la  place  de  a,  b, 
c,  etc.,  dans  les  équations  de  condition  précédentes, 
on  verra  que  ces  équations  sont  identiquement  satis- 
laites,  et  qu’il  n’en  résulte  aucune  relation  entre  les 
angles  (p,  tj;  et  Q. 

29.  Cela  posé,  reprenons  les  trois  dernières  équa- 
tions {a).  Si,  après  les  avoir  multipliées  ytsir  dt,  on  les 
intègre,  et  que,  pour  abréger,  on  représente  par  M, 
M',  M"  l'a  somme  des  moments  des  forces  qui  agissent 
sur  chacun  des  éléments  du  corps,  et  qui  se  rapportent 
respectivement  aux  axes  des  x,  des  y et  des  z,  ce  qui 
donne 

M = S . ( jZ  - zY)dm,  M'  = S . (zX  - xZ)  dm, 

W = S.{xY  -y\)dm, 

on  aura 

S.{^^yi,n=fMdt,  I 
• S.[^-^-^)dm=fWd^  (A) 

le  signe  S se  rapportant  à l’élément  dm,  et  le  signe  / 
uniquement  au  temps  t. 

Maintenant,  de  ce  que  les  axes  des  x',  des  y'  et 
des  z'  sont  supposés  conserver  pendant  toute  la  durée 
du  mouvement  la  même  position  dans  l’intérieur  du 
corps,  il  résulte  que  les  coordonnées  x',  y',  z'  seront 
indépendantes  du  temps  t,  tandis  que  les  quantités 
a,  b,  c,  a',  b',  c',  n",  b”,  c",  au  contraire,  varieront 
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avec  lui.  Si  l’on  différentie  donc,  dans  cette  hypo- 
thèse, les  équations  (i),  et  qu’on  substitue  ensuite 

pour  J,  Z,  ^5  leurs  valeurs  dans  la  première  des 
équations  (A),  on  aura 


s.[(« 

le' de" — c"  dc'\  ,,  la'db"—b"da’+b'dn"—a"db'\  , , 
4-  ^ j 2'»+  ^ ) 

a'dc"  — c"da'  + e'da"  — a"dd\  , , 

I «3T  Z 

dt  ) 

H-  = y 

Si,  dans  cette  équation,  on  remplacée',  a",  i',elc., 
par  leurs  valeurs  (/)  données  n°  28,  qu’on  fasse, 
pour  abréger, 

cdh-\-c'db'->rd’dh"=  — bdc—b'dc'—h"dc"=pdl,  j 
adc-ha'dc'-ha"dc"=  —cda—c'dn'—c"dn"=(jdi,  >(p) 
bda-\~b'da'-i-b"da"=  — adb  — a'db' — a"db"=)dl,  ] 

qu’on  suppose  de  plus,  , 

A = S.(/’-t-z'»)rfm,  B = S.(x'>-l-z'’)rf/»,  C = S.(x'»-|-/’)  rf/n, 
F = S./2'rf//ï,  G = S.x's'rf//J,  H = S.x'r''/«, 

on  trouvera,  après  quelques  réductions, 

rt(A/j-Gr-H^)-+-è(B<7-Fr-TI/))  | , 

^c{Cr-Vq-Op)r^  ' 
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On  aurait,  par  ’ine  analyse  semblable, 


-hc'(Cr-Ff/-G/f)j 

«'\Ap-G/-ll7)4-//'(R7-  F/--IIp) 

4-6‘"(Cr— F7  — G/>)  j 

Fil  faisant,  pour  simplifier, 

Ap-Gr-H7  = P,  B7-F/  - H/i  = g, 

Gr — F7  — Gp  = R, 

CCS  équations  deviennent 

/jQ-hc  R = /M  r//,  I 
n'V-hfyQ-hc'n  = fM'(/f,  [ (r) 
a"  P 4-  //'Q  -H  c-"ll  = /M"  th . I 

Pour  faire  disparaître  les  quantités  «,  b,  c,  etc.,  je 
différentie  ces  équations,  et  Je  les  ajoute  après  avoir 
multiplié  la  jiremière  par  a,  la  seconde  par  a\  la 
troisième  par  a”  ; je  trouve  ainsi, 

^ - /(,)4-7R  = flM4-n'M'4-u"M".  (1) 

Je  multiplie  les  mêmes  équations  différentielles,  la 
première  par  b,  la  seconde  par  b\  la  troisième  par  h’  • 
je  les  ajoute  ensuite,  et  j’obtiens 

^ -t-  / P - P H = 6 M 4-  6'  M'  4-  M" . ( 2 ) 

Fnfin , j’ajoute  les  mêmes  équations,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  c,  la  seconde  par  c',  la 
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troisième  par  v'\  et  je  trouve 

= (3) 

Ces  trois  équations,  qui  ne  sont  qu’une  simple  trans- 
formation des  équations  ( A ),  serviront  à déterminer 
complètement  le  mouvement  de  rotation  du  corps. 
Leur  intégration  donnera  les  valeurs  des  quantités 
p,  q,  r,  et  en  les  substituant  dans  les  équations  (p), 
ces  équations,  réunies  aux  six  équations  de  condi- 
tion (m ),  donneront,  par  une  nouvelle  intégration,  les 
valeurs  des  neuf  variables  a,  b,  c,  a',  b\  c',  a" , b",  c". 
On  connaîtra  donc,  à chaque  instant,  la  direction 
des  axes  mobiles  des  x',  des^'  et  des  z';  et  comme 
leur  situation  dans  l’intérieur  du  corps  est  supposée 
donnée,  la  position  du  mobile  sera  entièrement  dé- 
terminée. 

30.  Nous  avons,  jusqu’ici,  regardé  la  position  de 
ces  trois  axes  dans  l’intérieur  du  corps,  comme  en- 
tièrement arbitraire,  et  nos  formules  ont,  à cet 
égard,  toute  la  généralité  possible;  mais  les  équa- 
tions (i),  (a),  (3)  prennent  une  forme  beaucoup 
plus  simple,  et  qui  facilite  leur  intégration  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  lorsqu’on  dispose  des  quan- 
tités a,  b,  c,  a',  h',  c',  a",  h'\  c",  dont  trois  sont 
restées  indéterminées,  n°  28,  de  manière  à satisfaire 
aux  équations  suivantes  ; 

S .J'' z' r///i  = o,  S.x' z' dm —O,  S.x'jr' dm  = o; 

ce  qui  est  toujoui's  possible,  comme  nous  le  verrons 
tout  à l’heure.  I.a  position  des  axes  des  x',  des  et 
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(les  Z*  est  alors  entièrement  fixée,  et  ces  axes  s'ap- 
pellent aæes  principaux  du  corps.  Dans  ce  cas,  les 
trois  (|iiantités  F,  G,  H,  étant  nnlles,  on  a V = \p, 
Q = R = Cr,  et  les  écpialions  (i),  (2),  (3)  se 
réduisent  aux  suivantes  ; 

A ^ -t-  (C  - B)  qr  = a M -t-  a'  M'-l- 

U J^(A-C)r/i  = /iM-4-A'M'-+-/>"M",  (B) 

C J + ( ij  _ A ) pq  = t-M  + c-  M'+  c"M" . 

Nous  avons  désigné  par  M,  M',  M",  la  somme  des 
moments  respectivement  relatifs  aux  axes  des 
des  y et  des  z,  des  forces  accélératrices  qui  agissent 
sur  chacun  des  éléments  dn  corps.  Par  une  propriété 
connue,  on  aura  la  somme  de  ces  mêmes  moments 
rapportés  aux  axes  des  x'.,  des  y"  et  des  z',  en  ajou- 
tant les  trois  quantités  M,  M',  M",  apivs  les  avoir 
multipliées  par  les  cosinus  des  angles  que  forment 
respectivement  les  nouveaux  axes  avec  les  premiers. 
En  nommant  donc  N,  N',  N",  ces  trois  sommes,  on 
aura 

N = n M -4-  M'  -4-  n"  M",  N'  = /; M -4-  //  JI'  -t-  //'  M". 

N"  = f M -4-  c'  M'  -(-  c"  M". 

Les  trois  équations  (B)  deviendront  ainsi, 

.\dp-h{C  — B)qrdl  = l^  dt,  \ 

\\  dq  { \ — C)rpdl  —W  dt,  | (C) 
edr — S.^pqdt  = W dt.  j 
C’est  sous  cette  (orme  que  nous  emploierons  ces 
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*V|iiiilions,  dans  la  recherche  des  mouvements  de 
rotation  des  coi  [)s  célestes. 

G’s  trois  équations  donneront,  en  les  intégrauî, 
les  valeurs  des  trois  inconnues  /»,  q,  r,  et  celles-ci 
feront  connaître  ensuite,  comme  nous  l’avons  dit 
II"  2î),  la  direction  dans  l’espace  des  trois  axes  prin- 
cipaux qui  passent  par  l’origine  des  coordonnées, 
et,  par  conséquent,  la  position  du  corps.  Mais,  au 
lieu  de  recourir,  pour  cela,  aux  équations  (p),  et 
aux  équations  de  condition  (m),  il  est  plus  sim|)le  de 
substituer  dans  les  premières  pour  n,  b,  c,  etc,, 
(la^  dh,  etc.,  leurs  valeurs  en  fonction  des  trois  quan- 
tités indépendantes  ç,  0,  données  n"  28,  de  ma- 
nière à n’avoir  jilus  qu’un  seul  système  d’équations  à 
considérer.  On  trouvera  ainsi,  après  quelques  réduc- 
tions. 


siiif  siriS  r/'l  — cos  y d6  = pdt, 
cos^  sin5  -f-  sinç  dO  = qdt, 
r/y  — cos  5 d<h  = rdf. 


et  l’on  déterminera  par  ces  équations  les  valeurs  des 
trois  angles  y,  i]i,  9,  lorsque  celles  de  />,  q,  r seront 
connues. 

Kn  sulistitiiant  les  mêmes  valeurs  dans  les  expres- 
sions des  trois  quantités  N,  N',  N",  elles  deviendront 
des  fonctions  des  angles  y,  ij/,  9^  La  recherche  du 
mouvement  d’un  corps  solide,  de  figure  quelconque, 
autour  d’un  point  fixe  conduit  donc  finalement  à six 
érjnations  dinérenlielles  du  premier  ordre  entre  les 
six  indéterminées  p,  ry,  r,  y,  v^,  9 et  la  variable  t.  lài 
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éliminant  les  trois  premières  quantités,  au  moyen  des 
équations  (c)  et  de  leurs  diflérentielles,  on  n’aurait 
plus  à considérer  que  trois  équations  différentielles 
du  second  ordre  entre  les  trois  angles  y,  (};,  5 et  le 
temps  t.  C’est  sous  cette  forme  que  d’Alemberta  donné 
les  équations  du  mouvement  de  rotation  ; mais  il  est 
plus  simple  de  s’en  tenir  aux  six  équations  du  premier 
ordre  (C)  et  (c). 

51 . Les  trois  équations  (C)  supposent  que  l’on  a 
S.x'jr'  dm  = o,  S.yz'din  = o,  S.x'z'  dm=^o.  (o) 

Nous  allons  démontrer  qu’il  est  toujours  possible 
de  déterminer  les  trois  angles  <p,  «J/,  0 qui  fixent  la 
position  des  axes  des  x',  des^”'  et  des  z'  par  rapport 
aux  axes  fixes  des  ,r,  des^  et  des  z,  de  manière  à sa- 
tisfaire à ces  trois  conditions.  En  effet,  si  dans  les 
équations  (a)  qui  donnent  les  valeurs  des  coordon- 
nées etz'  en  fonction  des  coordonnées  ar,  z, 

on  substitue  pourrt,^,  c,  etc.,  leurs  valeurs  en  ç,  tji, &, 
on  aura 

x'  = X (cos 6 sintj/  siuçi  cos|  cos(p) 

jr  ( cos  5 cos  6 sinç)  — sinij;  cosç))  — z sinôsin  (p, 

y = X (cos 6 sin  cos^  — cosi}(  sin  y) 

■+■  y (cosô  cosi|i  cosy  -t-  siniji  sin  ç)  — z sinô  cosf, 

z!  — X sinO  sin  + y siii0  cosij^  z cos  6. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  trois  équa- 
tions (o),  et  qu’nu  fasse,  pour  abréger, 

A = S.(/’-+-i’)'/nj,  B =S.  (jc' + z';  C = S . (x’ j’)  rfw, 

F = S . fil»,  G = S . Xi  liin,  H = S . x_x  tim , 
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les  six  quanlités  A,  B,  C,  F,  O,  H étant  dos  con- 
stantes qui  tlépoiuleiit  de  la  nature  du  corps  et  de  la 
«lirection  dos  axes  dos  x,  dos  j"  et  des  z,  que  l’on  a 
choisis  arbitrairement,  il  est  facile  de  se  convaincre 
que  CCS  équations  prendront  la  forme  suivante  ; 

sin  3(p.L-t- cos  ?.y.M  O,  J 
cos  (p.N  — sin  (J) . P = O,  l {(j) 
sin  {jj.N cosç.P  = o;  ) 

L,  M,  N,  P représentant  des  fonctions  des  angles  (j;,  0, 
et  des  constantes  A,  B,  C,  F,  G,  H,  indépendantes  de 
l’angle  f. 

La  première  de  ces  équations  détermine  l’angle 
et  il  est  évident  que  les  deux  autres  ne  peuvent  avoir 
lieu  en  même  temps,  indépendamment  de  toute  valeur 
donnée  à 9,  à moins  qu’on  n’ait  séparément 

N = o,  P = o. 

Si  l’on  met  à la  place  de  N et  de  P les  valeurs  que  ces 
lettres  représentent,  on  aura  les  deux  équations  sui- 
vantes ; 


2 sin  2 0 (A  sin’  — 2 II  sin  cos  9 -t-  B cos’  ^}(  — C) 
— cos20(F  cos<{»-+-  g sin  '}i)  = o, 
sinO  [(A  — B)  sint)<  rosij;  — H (cos’\[/  — sin’ij/)] 
-f-  cosO  (F  sin>^  — G cos  9)  = o. 


(0 


Ces  équations  serviront  à déterminer  les  angles  Q et  ij;. 
Si  l’on  tire  de  la  première  la  valeur  de  tanga  0,  de  la 
seconde  celle  de  tangS,  et  qu’on  les  substitue  dans  la 
formule 


tang  1 9 


2 tang  0 
I — tang’  0 ’ 
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que,  pour  abréger,  on  fasse  tangij;  = m,  ce  qui  donne 


cos  (J;  = 


après  les  réduclions  convenables,  on  trouvera  l’équa- 
tion suivante  du  troisième  degré  : 


[(A  _ n ) M _ H (i  _ M>)]  [(M’  - CF  -t-  GH)  M 
- Wi  -^CG  - Fil]  -(Gtt-f-  F)(Fm-  G)"  = o. 

Cette  équation  donnera  au  moins  une  valeur  réelle 
pour  u\  on  en  tirera  une  valeur  semblable  pour 
l’angle  d»,  et  en  la  substituant  dans  rune  des  deux 
écpiations  (r),  on  aura  la  valeur  cori  espondante  de  5. 

Concluons  de  là  qu'il  est  toujours  possible  de  trou- 
ver pour  les  angles  9,  ']/i  ® u't  svstème  de  valeurs 
réelles  qui  satisfassent  aux  équations  (c/ ),  et  que  par 
conséquent  il  existe  dans  tout  corps  solide  un  système 
d’axes  par  rapport  auxquels  on  a 

S.x'r' dm  = O,  S.x'z' dm  = o,  Sj'z'dm  = o. 


L’équation  qui  détermine  u étant  du  troisième  de- 
gré, on  pourrait  croire  qu’il  existe  dans  chaque  corps 
trois  systèmes  d’axes  semblables;  mais  il  faut  obser- 
ver <pie  U représente  généralement  la  tangente  de 
l’angle  compris  entre  l’axe  des  x et  les  intersections 
du  plan  des  x^',  avec  les  plans  relatifs  aux  coordon- 
nées x‘,  y et  r',  puis([uc  rien  n’indique  en  effet  letjuel 
de  ces  angles  on  a considéré,  et  que  les  équations  pré- 
cédentes sont  également  satisfaites  lorscpi’on  change 
les  uns  dans  les  autres  les  trois  axes  des  x',  des  j'  et 
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des  2'.  La  valeur  de  « doit  donc  être  donnée  par  une 
équation  du  troisième  degré  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles,  et  il  n’en  résulte  généralement  qu’un  seul 
système  d’axes. 

Ces  axes,  dont  on  doit  la  connaissance  à Euler, 
ont  été  nommés,  comme  nous  l’avons  dit,  axes  princi- 
paux; o\\  les  appelle  aussi  axes  naturels  de  rotation, 
à cause  d’une  belle  propriété  du  mouvement  qui  leur 
est  particulière,  et  que  nous  ferons  bientôt  connaître. 

3‘2.  On  nomme  moment  d'inertie  d’un  corps  par 
lapport  à un  axe,  la  somme  des  éléments  dont  ce  corps 
se  compose,  multipliés  respectivement  par  le  carré  de 
leur  distance  à cet  axe.  Ainsi  les  trois  quantités  que 
nous  avons  désignées  n"  29  par  A,  B,  C,  représentent 
les  moments  d’inertie  du  corps  qui  se  rapportent  res- 
j>ectivemeiit  aux  axes  des  x\  des^'  et  des  2'.  La  va- 
leur du  moment  d’inertie  varie  avec  la  position  de 
l’axe  auquel  ou  le  rapporte;  mais  lorsqu’on  connaît 
les  moments  d’inertie  relatifs  aux  axes  principaux,  il 
est  facile  d’en  conclure  le  moment  d’inertie  relatif  à 
un  axe  quelconque 

En  effet,  soient  comme  précédemment  x' , y et  2' 
les  coordonnées  de  l’élémeut  dm  relatives  aux  trois 
axes  principaux,  et  soient  x,  j et  2 les  coordonnées 
du  même  élément  rapportées  à des  axes  quelconques 
ayant  la  même  origine.  Proposons-nous  de  déterminer 
le  moment  d'inertie  relatif  à l’un  de  ces  nouveaux 
axes,  à celui  des  z par  exemple.  Si  l’on  désigne  par  C' 
ce  moment,  on  aura 

C'  = S.(x*  ’ J dm. 

I.  0 
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Si  l’on  suhsliliic  dans  cptlo  foninile  pour  j?  loui-s 
valeurs  (i),  on  aura,  en  vertu  des  éipiafions  (/«), 

C'  = (i  — rt"*)  S . dm  -h  — b"^)  S dm 

-I-  (i  — c'’)  S . s'“  dm. 

Maisrt''“  ~f-  h"'  c"’  = i;  en  substituant  pour 

I — a"’,  I — A"’,  I — c"’,  leurs  valeurs,  l’écpiation 
préeé<lenle  donnera 

C'  = rt"’  A //'»  B 4-  c"’  C. 

la's  trois  <pianlités  a",  b",  c"  représent<“nt  les  cosi- 
nus d<-s  angles  (|ue  forme  l’axe  des  z avec  les  axes 
des  .r',  di's  j'’  (‘ides 2'  : le  momentd’incriie d’un  corps 
par  rap|)orI  à un  axe  quelconque  passant  par  un  point 
donné,  est  donc  généralement  égal  à la  somme  d(»s 
moments  d’inertie  relatifs  aux  axes  principaux  qui 
se  croisent  en  ce  point,  multipliés  respectivement 
par  le  carré  du  cosinus  que  forme  avec  eux  l’axe 
donné. 

Tjcplus  grand  et  le  plus  p(‘tit  d('s  trois  moments 
trincriie  A,  B,  C seront  un  maximum  et  un  minimum 
relativement  à tous  ceux  qui  se  rapportent  à des  axes 
passant  par  l’origine  des  coordonnées  x',  y' , z' . là» 
effet,  soit  A la  plus  grande  et  C la  plus  petite  d('s 
trois  quantités  A,  B,  C;  en  mettant  i — b'"^  — c"’  à 
la  place  de  dans  la  valeur  de  C',  on  aura 

• C/  = A - //'“  (A  - B)  - (A  - C). 

f.(‘S  dilTérences  A — B,  A — C sont  positives  pai 
hypothèse;  donc  C'  est  plus  petit  (pie  A,  quelle  que 
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soit  la  valeur  de  h"  et  c" . Si  l’on  donne  à la  valeur  de  G' 
cette  forme, 

C'  = C + rt'*  ( \ - C)  + h'^  ( H - C), 

on  voit  an  contraire  que  C'  est  toujours  plus  grand 
que  C. 

Si  les  deux  moments  d’inertie  A et  II  étaient  égaux, 
on  aurait 

G'  = (i  - c"^)  A -+-  c"»  G.  (Am 

Otte  valeur  ne  dépendant  que  de  c'\  le  moment 
<l’inertie  est  le  même  par  rapport  à tous  les  axes  for- 
mant un  même  angle  avec  l’axe  des  z'.  Les  moments 
d’inertie  relatifs  à tous  les  axes  compris  dans  le  plan 
des  x' y , <pii  font  un  angle  droit  avec  l’axe  des  z',  sont 
donc  alors  égaux  entre  eux  ; mais,  dans  ce  cas,  tout 
système  d’ax(‘s  composé  de  l’axe  des  z'  et  de  deux  axes 
perpendiculaires  entre  eux  et  à cet  axe,  forme  un  sys- 
tème d’axes  principaux,  c’est-à-<lire  que  l’on  a,  par 
rapport  à ce  système, 

S.xj-firn  = o,  S.xz(lin  = o,  S.yzflm=o. 

En  effet,  si  l’on  substitue  pour  x,  y,  z,  leurs  valeurs 
11°  28  dans  ces  équations,  on  a 

fia'  S.x'’  fini  -h  bh'  S.y’diii  H-  rc  S.z'’  i/m  = o,  i 

an"  S.x”  dm  -t-  bb"  S. y’'  dm  -f-  cc"  S z’’’  dm  = o,  ? (.?) 

n’n"  S x”  dm  -t-  b' h"  S » dm  + c'c"  S.  l'’  dm  z=ro.  ) 

La  supposition  de  A = Tl  donne 

S . x'‘‘  dm  = S . dm. 

Les  trois  équations  précédentes,  en  vertu  des  rola- 
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lions  («1,  |>«‘iivenl  donc  s’écrire  ainsi  : 


cc'  (S  . ar'’  dm  — S . dm  ) = o, 
ce"  (S.  a:'’  dm  — S . z'-  dm)  = o, 
c'e" (S  . a'*  dm  — S . z'*  dm)  — o. 

On  satisfait  à ces  équations  en  supposant  c — o, 
c' = o,  ce  «pii  donne  c"=i.  Tous  les  axes  situés 
dans  le  j)lan  dosa'^'  sont  «loue  des  axi's  principaux, 
et  le  corps  a une  infinité  de  systèmes  «l’axes  senibla- 
hles  <]ui  ont  tous  pour  axe  commun  l’axedes  z'. 

Enfui,  si  l’on  a (“ii  même  temps  A = 15  = C,  l’étpia- 
lion  (A)  tlonnera  généralement  C'  = A : tous  les  mo- 
ments d’inertie  sont  donc  égaux,  «‘t  tous  les  axi's  «lu 
corps  sont  des  ax«'s  principaux.  En  etf«-t,  les  «‘qua- 
lions  [s)  sont  alors  satisfaites,  indépeiulamment  de 
toute  valeur  donnée  aux  «piantités  a,  b,  c,  etc.  On  a 
donc,  par  rapport  à tout  système  d’axe  rectangulair«“ 
passant  par  l’origine  d«'s  coordonnées  x',y , z',- 

^.xydm—o^  S.xzdm  = o,  S.jzdni  — o. 

Celle  propriété  appartient  à la  sphère,  l’origine  d«'s 
coordomu'esè'tant  au  centre;  maiselle  convient  encore 
à un«‘  infinité  d’autres  soliiles. 

D(‘signoiis  par  x.  Y,  z les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  du  corps,  par  a-,,  z,  les  coordonnées  de 
l’élément  «//«par  rapport  à ce  point,  en  sorte  qu’on 
ait  a:  = a:,  A-  X,  y =J,  -t-  Y,  z = z -t-  Z ; on  aura 

C'  = S . [(æ",  -4-  x)“  + -h  y)’]  dm  = S . dm 

-r  2X  S . ar,  «//«  -t-  2 Y S -7,  dm  -+■  (x*  -t-  y’)  S . dm. 
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par  lit  propriété  (lu  centre  tlegra\  lté,  S.x  = 

S .j\dni  ■=  o\  en  <l(>signant  donc  [tar  m la  ma.sse  du 
corps,  par  a la  distance  de  l’axe  des  ; à l’axe  des  z, 
on  aura  simplement 

C'  = S.(a’,*  dm  -f-  tdm. 

('.ette  é(|uation  donnera  immédiatement  U'  moment 
<rini)rtie  d’un  corps  par  rajiport  à un  axe  (|uelconque, 
lorsque  le  moment  d'inertie  relatif  à un  axe  mené 
parallèlement  au  premier  par  le  centre  de  gravittî 
sera  connu.  Elle  fait  voir  aussi  (pie  le  jtlns  petit  de 
Ions  les  moments  d’inertie  d’un  corps  se  rapporte  à 
l’iin  des  trois  axes  principaux  qui  se  croisent  à son 
centre  de  gravité. 

ôô.  Les  (piantités  p,  y,  /•,  introduites  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler  dans  les  ('(piations  du  mouve- 
ment de  rotation,  jouissent  de  plusieurs  propri(>lés 
(pi'il  faut  faire  connaître,  parce  (pi’clles  montrent  clai- 
rement de  quelle  manière  ce  mouvement  s’effectue. 

Les  différentielles  S * comme  on 

sait,  les  composantes  parallèles  aux  axes  des  x,  des^ 
cl  des  Z de  la  vitesse  dont  l’élément  dm  est  animé. 
Cette  vite.sse  est  nulle  par  rapport  aux  points  du 
corps  qui  restent  immobiles  pendant  l’instant  dt  ; 
en  différentiant  donc  les  ('•quations  (i)  n°  28,  on  aura, 
pour  déterminer  les  coordoniK’cs  x\  y,  z'  de  ces 
points, 

x'  (la  y dh  -t-  z'  de  =o,  ‘ 
x'  l/a'  -h  y db'  -h  z'  de'  = O, 
x'  du"  y db"  -f-  z'  de"  = o . 
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Si  l’on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  r, 
la  seconde  par  c',  la  troisième  par  c",  et  qu’on  les 
ajoute,  on  aura 

pf  -qx'=  O. 

Si  l’on  multiplie  ces  mêmes  équations,  la  première 
par  b,  la  seconde  par  b',  la  troisième  j>ar  b",  qu’on 
les  ajoute  ensuite,  on  aura 

rx'  — pz'  — O. 

Enfin,  si  l’on  ajoute  ces  mêmes  équations,  après  avoir 
multiplié  la  première  par  a,  la  seconde  par  a’  et  la 
troisième  par  a",  on  aura 

(jz'  — rjr'  = O. 

Cies  trois  étjuations,  dont  la  dernière  résulte  des  deux 
autres,  sont  celles  d’une  ligne  droite  passant  par 
l’origine  ; tous  les  points  situés  sur  cette  droite  res- 
tent donc  immobiles  pendant  l’instant  dt,  et  le  corps, 
pendant  cet  intervalle  de  temps,  tourne  autour  d’elle 
comme  autour  d’un  axe  fixe. 

Cette  propriété  a fait  nommer  cette  droite  nxe  in- 
stantané de  ivtation.  Sa  position  par  rapport  aux 
axes  principaux  des  jt',  des  y et  des  z',  est  déterminée 
par  les  trois  quantités  p,  q,  r,  et  les  cosinus  des  angles 
qu’elle  forme  avec  chacun  de  ces  axes  sont  respecti- 
vement exprimés  par 

__  /-*  7 ^ 

V/^’  -t-  7’  + 7’  -+-  /•’  \jp'  -I-  ry'  4.  , ’ 

La  vitesse  angulaire  de  rotation  autour  de  l'axe 
instantané  est  la  même  pour  tous  les  points  du  corps  : 
proposons-nous  de  déterminer  celte  vitesse.  Pour  cela^ 
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i oiisitltToiis  le  point  situe  sur  l’axe  des  z'  à une  dis- 
tance de  l’origine  égale  à l'unité.  Nous  aurons  poul- 
ies coordonnées  de  ce  point  af=  o,  j '=o,  s'=  i : sa 
vitesse  absolue  sera  donc 


tu  divisant  cette  vitesse  par  la  distance  du  point  à 
l’axe  instantané  de  rotation,  on  aura  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  corps;  celte  distance  est  égale  au 
sinus  de  l’angle  que  lait  l’axe  de  rotation  avec  l’axe 

r 

des  z'.  angle  dont  7 -=^^  exprime  le  cosinus:  la 
P <7’-h  z-’  ‘ 

vitesse  angulaire  cbercbée  sera  donc 


-^'1  ) 


en  observant  que  par  les  équations  de  condition  (p), 
(p^-f  </*  — (/c^ — (c(h: + c'(ic'+c"(/c"Y , 


et  que  l’équation  -4-  c'*  -I-  c"‘‘  = 1 donne  en  diflé- 
rentiant  ccfc  -+-  c'dc'  c"dc'  = o. 

Si  l’on  nomme  donc  a,  S,  y les  angles  que  l’axe  in- 
stantané de  rotation  fait  avec  les  axes  îles  jt',  des  jr', 
et  des  z',  et  p la  vitesse  de  rotation,  on  aura 

p = pcosa,  (j  = pcoaê,  /■=pcüsy. 

Les  trois  quantités  p,  q,  r expriment  ainsi  les  com- 
posantes respectives  de  la  vitesse  de  rotation  p,  sui- 
vant chacun  des  trois  axes  principaux. 

On  peut  encore,  au  moyen  des  quantités  p,  </,  /, 
donner  une  (orme  très-simple  à l’expression  de  la  force 
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vive  du  corps.  En  effet,  si  l’on  désigne  par  -iT  cette 
quantité,  on  aura 

Si  l’on  substitue  dans  cette  équation,  pour^y»  ^ 

et  ^5  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i),  n“28,  en 
observant  qu’on  a,  comme  nous  venons  de  le  dire, 

(7“  + / ’'  ) dt^  = da^  -f-  do!"^  + r/n"*, 

{f  r*  ) dl-^  ^ dh'^  -i-  dlP  + dh"\ 

(p’  -U  q^)dt'  = dc^  -t-  dc'^  -1-  dc"^, 
on  trouvera 

-J, A/;’+  B 17’+  Cr* 

ÎS 

Cette  expression  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

Il  suit  de  ce  qui  précède,  que,  quel  que  soit  le  mou- 
vement d’un  corps  solide  autour  d’un  point  fixe,  ou 
supposé  tel,  ce  mouvement  peut  être  regardé  comme 
un  mouvement  de  rotation  autour  d’nn  axe  fixe  jieu- 
dant  l'instant  dt^  mais  dont  la  position  varie  d’un  in- 
stant à l’autre  Les  trois  variables  p,  q,  /•  déterminent 
cet  axe  par  rapport  aux  axes  principaux  ; elles  font 
connaître  aussi  la  vitesse  de  rotation  du  corps.  Quant 
à la  position  des  axes  principaux  dans  l’espace,  on  la 
déterminera,  comme  nous  l’avons  dit,  au  moyen  des 
équations  (c),  quand  les  valeui's  de  p,  7,  f seront  con- 
nues, et  la  situation  du  corps  sera'ainsi  complètement 
fixée. 

34.  Donnons  quelques  applications  des  formules 
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précédentes.  Proposons-nous  d’abord  de  déterminer 
le  monvemenl  de  rotation  d'nn  corps  qui  n’est  soumis 
à l’action  d’ancnne  force  accélératrice,  et  qui  tourne 
à très-peu  près  autour  d’un  de  ses  axes  principaux, 
comme  cela  a lieu  pour  la  Terre  et  les  planètes.  L’ana- 
lyse de  cette  question  nous  fera  découvrir  de  nou- 
velles propriétés  très-importantes  des  axes  principaux. 

Dans  ce  cas,  les  seconds  membres  des  équations  (C) 
sont  nuis,  et  l’on  a d’abord  à intégrer  les  trois  équa- 
tions suivantes  : 

Adp  -h  [C  — \i)qrdt  = o,  \ 
ïid(f  -t-  (A  — Orpdt  = o,  ( [h) 

Cr/r  -t-  (11  — \ )p(jdt  = o.  ) 

Suj)posons  que  le  troisième  axe  principal  soit  celui  au- 
tour duquel  le  mouvement  s’effectue  à très-peu  près, 
le  sinus  de  l’angle  que  forme  avec  lui  l’axe  instantané 

de  rotation  sera  • — ; et  comme  cet  angle  doit 

toujours  demeurer  très-petit  par  la  supposition,  p et  c/ 
seront  aussi  de  très-petites  quantités.  Si  l’on  néglige 
donc  leur  produit  dans  la  dernière  des  équations  pré- 
cédentes, elle  se  réduit  kCdr—o;  d’où  l’on  tire  r=«, 
en  désignant  par  n ut)e  constante  arbitraire.  La  vitesse 
angulaire  de  rotation  est  \/p^  ■+-  c/*  + ;•*  ; eu  négligeant 
le  carré  de  p et  de  q,  elle  est  donc  égale  à n,  et  par 
conséquent  elle  est  à très-peu  près  constante.  Les  deux 
premières  équations  [K]  deviennent  ainsi 

kdp  -H  (C  — n)  nqdl  = o,  • 

Wdq  -f-  (A  — C)npfh  = o. 


Digilized  by  Coogle 


i3«  TUÉORIE  ANALYTIQUE 

l’ouv  satisfaire  à ces  équations,  faisons 

p = h sin(«'<  -t-  /'),  7 = h’  co%{n’  t -t-  /'); 

la  substitution  de  ces  valeurs  donnera 


A n'  /j  -h  (C  — b;  nh  — o, 
U n'  h'  + (C  — A)  nh  = o ; 


d’où  l’on  tire 


n y/' 


’(C_A)(C-B)^ 


AB 


{C. 


•B) 


les  deux  constantes  n'  et  //  seront  donc  déterminées 
[Kir  ces  équations,  et  les  constantes  h et  V demeure- 
ront arbitraires, 

Les  valeurs  de  y»,  q,  /•  étant  connues,  il  ne  reste  plus 
à trouver  que  celles  des  angles  9,  41,  0 qui  détermi- 
nent la  [position  des  axes  principaux  dans  l’espace. 

Pourcela  reprenons  les  trois  équations  (C)  du  n"50, 
on  en  tire  aisément  les  suivantes  ; 


rdt  + cosBdà, 
dO  = i^\n(pqflt  — cosç) />///, 
siiiôcf^  = cossf/r/^  -4-  m\(Bi>dt. 

Si  l’on  substitue  pour  p,  q,  r leurs  valeurs,  qu’on 
intègre  les  équations  résultantes,  en  faisant  <1  abord 
abstraction  des  termes  multipliés  par  le  coellicient  //, 
on  aura 

ç = ni  6 = 7 et  4 = a, 

/,  7 et  a étant  trois  constantes  arbitraires. 

Si , dans  une  nouvelle  approximation , on  tient 
compte  des  quantités  dépendantes  de  la  première  puis- 
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sauce  de  h,  on  trouve 

r/ô  = //sin(n<+  /)cosi  n'<  ■+-  l' )dt 
— //cos(«<  -4-  /)  sin  («'<  + l'  jdt, 

siii  = ^'cos(«<  + /)cos(«'  t + /')  dt, 

+ h sin(7if  + /)  sin(7i'<  -4-  l')dt. 

En  intégrant  ces  équations  et  en  ayant  égard  aux  va- 
leurs précédentes  de  h'  et  de  n',  on  trouvera,  toute  ré- 
duction faite, 

B h' 

0 = 7-4-  — cos(«i  -4- 1)  cos(n'/  -I-  V) 

Cl  /I 

— ^ sin(n< -4- /)sin(;i't -4- /'), 

Cl 

B h* 

>J>  = a — - — : — sin  {nt  -4-  l)  cos>  n' t + l) 

‘ C/isiny  ' ^ 

— — COs(«<  -4-  /)  COs(«'<  -4-  /'). 

C/l  sin 7 ' ' ' ' 

On  peut  d’ailleurs  vérifier  ces  valeurs  par  la  dilféren- 
tiation. 

Si  l’on  substitue  pour  iji  sa  valeur  précédente  dans 
l’expression  de  d<f  et  qu’on  intègre  l’expression  ré- 
sultante, on  trouvera  de  même 

m = nt  + l — sin  («Z  -4-  /)  coslti'  t -h  i') 

‘ C II  sin  7 ' ' 

j\  ^ COS7  / i\./« 

— — ; — -cosint  -4-  /)  sin(7i  / -4-  / ). 

C«  siny  ' ' ' ' 

Les  formules  précédentes  contiennent  six  constantes 
arbitraires  n,  h,  /,  a et  7,  elles  sont  donc  les  inté- 
grales complètes  des  équations  (A)  et  (A);  mais  les 
valeurs  de  <p  et  de  i|/  ont  riuconvénient  de  contenir  au 
dénominateur  sin 7,  <jui  devient  une  très-petite  <pian- 
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lité  loi'squ’on  suppose  l’aiif^le  y,  on  l'inclinaison  du 
plan  <les  tloux  pr<-inicis  axes  principaux  sur  le  plan 
fixe  de  projection,  peu  considérable.  Il  faut,  dans  ce 
cas,  substituer  aux  angles  ç et  Ô deux  nouvelles  varia- 
bles convenablement  choisies. 

Pour  cela,  observons  que  d’ajirès  la  seconde  «les 
équations  (k)  l’angle  Q est  toujours  une  «|uantilé  du 
même  ordre  «pie  et  «/,  et  demeure,  par  conséquent, 
peu  considérable  si  on  le  suppose  tri‘S-petit  à rju  igine 
«lu  mouvement.  Si  l’on  lu'iglige  le  carré  et  les  puis- 
sances supérieures  de  d,  la  «lernière  des  équations  (r) 
«lu  n“  30  donnera 

(iv  — = rtll, 

«r«)ù,  en  intégrant,  «m  tire 

=.  f ~ Ht  — l, 

en  d«'-signant  par  / la  constante  arbitraii  e. 

Supposons  maintenant 

.ç  = sinS  c«isy,  « = sin6sinç>. 

On  pourrait  déveloj)per  les  cxpressi«)us  «les  varia- 
bles s et  U en  fonction  du  temps  t par  la  simple  substi- 
tution «les  valeurs  trouvées  plus  haut  pour  l«“s  angles 
6 et  <p,  mais  il  est  plus  simple  «le  recourir  pour  cela 
aux  équations  différentielles  (/«).  En  eff«'t,  les  «leux 
premières,  eu  substituant  pour  sa  valeur,  et  négli- 
geant toujours  les  termes  du  second  ordre  par  rap- 
port à 0,  «lonueront 

Hs  -f-  rufk  = — P dt,  du  — rsdl  = (plt.  (/) 

Si  «lans  c«'s  é«piati«)ns  «)ii  remplace  />,  «y,  rpar  leui-s 


Digitized  by  Google 


DD  SYSTfMK  DU  MONDE.  i4i 

valeurs,  on  aura  deux  «‘quations  linéaires  dn  premier 
ordre  entre  les  iiu'onnues  jet  u,  et  l’on  y satisfera  en 
faisant 

B 

s = fcos{nl  + g)  — 7^cos(/i'i  -f-  /'), 

Lj  fi 

U =Jsm{nt  + o)  ~ sin(/j'^  + /'), 

/'et  g étant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

r.a  ([uestion  est  ainsi  eompléteinent  résolue,  puis- 
que les  quantités  s et  u étant  connues  en  fonction  du 
temps,  on  aura  à chaque  instant  les  valeurs  des  angles 
f et  5,  et,  par  suite,  celle  de  qui  est  déterminé  en 
fonction  de  y et  de  t.  L’introduction  des  variables  .s- 
et  U «pii  sont  toujours  de  trés-petit«‘s  quatités  du  même 
«>r«lr«“  que  sinÔ,  lait  donc  di.sparaîtn*  les  inconvénients 
«pie  pré.sentait  la  solution  directe  «le  ce  problème 
lorsque  l’angle  9 «*st  siqiposé  peu  considérable  à l’ori- 
gine du  mouvement;  elle  est  due  à Lagrange,  et  l’on 
verra  «pi’elle  est  de  la  plus  gi’andc  utilité  dans  la  théo- 
rie de  la  Lune. 

I.es  valeurs  de  p,  «y,  r,  !p,  0,  «j/,  que  nous  venons  d’«)b- 
tenir,  ne  sont  qu’approchées  et  supposent  les  écarts 
de  l’axe  instantané  de  rotation  et  «lu  troisième  ax«>. 
principal  ass«-z  petits  pour  que  l’on  puiss«‘  négliger  le 
carré  «‘t  les  puissances  supérieures  du  coefficient  arbi- 
traire h qui  en  dépend.  Si  l’on  voulait  pousser  jiliis 
loin  l’approximation,  il  faudrait  substituer,  dans  la 
troisième  des  équations  (7i),  à la  place  de  p et  q leurs 
valeurs  trouvées  |)lus  haut,  et  en  intégrant  l’équation 
résultante,  on  obtiendrait  une  valeur  de  r exacte  jus- 
(pi’aux  «piantités  «le  l’ordre  «lu  carré  de  h,  valeur 
«jui,  substituée  dans  les  deux  preinièr«-s  formules  (A), 
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donnerait  poiii'  p et  q deux  nouvelles  expressions 
exactes  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  /^*,et,  en  conti- 
nuant ainsi,  on  déterminerait  par  des  substitutions 
successives  les  valeurs  des  trois  quantités  p,  q,  r,  avec 
toute  la  précision  qu’on  voudrait  atteindre.  Ces  va- 
leurs, substituées  dans  les  équations  (A)  ou  (/),  fe- 
raient connaître  les  valeurs  tics  angles  ç,  t|^,  0,  s,  n 
avec  le  même  degré  d’approximation. 

On  voit  donc  qu’en  général  on  peut,  au  moyen  de 
simples  substitutions,  dévelo[)per  les  valeurs  des  trois 
quantités  p,  q,  r en  séries  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  ascendantes  du  co<“fficient  //.  Il  est 
facile  de  s’assurer  d’ailleurs  que  les  quantités  p et  q 
ne  contiendront  que  les  puissances  impaires  de  //  et  la 
quantité  r que  les  puissances  paires.  Les  valeurs  pré- 
cédentes de  p,  q et  rsont  donc  exactes,  les  premièj'cs 
aux  quantités  près  de  l’ordre  /i’,  et  la  troisième  aux 
quantités  près  de  l’ordre  nous  ne  tenterons  pas, 
pour  le  moment,  de  pousser  plus  loin  l’exactitude,  il 
nous  suffira  d’avoir  indiqué  comment  on  pourrait  y 
parvenir  par  des  approximations  successives,  si  cela 
devenait  nécessaire. 

La  forme  des  valeurs  de  p et  q donne  encore  lieu  à 
une  remarque  importante.  La  constante  A dépend , 
comme  nous  l’avons  vu,  de  l’angle  que  fait,  à l’origine 
du  mouvement,  l’axe  instantané  de  rotation  avec  le 
troisième  axe  princi})al  ; si  cet  angle,  au  lieu  d’étre 
très-petit,  est  supposé  nul,  on  aura  pour  cet  instant 
p = O et  7 = O,  et  par  conséepumt  h = o et  h'  = o.  Les 
quantités  p et  q seront  donc  nnlles  pendant  tonte  la 
durée  du  mouvement,  et  l'axe  de  rotation  coïncidera 
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loujours  avec  le  troisième  axe  principal.  Il  suit  deJà 
<pio  si  le  corps  commence  à tourner  autour  d’un  de 
s<ïs  axes  principaux,  il  continuera  à se  mouvoir  uni- 
tonnéuM'iit  autour  de  cet  axe,  et  c’est  par  celle  raison 
cpie  ces  axes  ont  été  nommés  axes  naturels  de  rota- 
tion. RéciproquenuMit,  si  l’axe  instantané  demeure 
iinmohile,  on  est  assuré  qu’il  est  un  des  axes  princi- 
paux du  corps.  En  effet,  pour  (jiie  rax<*  de  rotation 
cons(‘rve  la  même  position  dans  l’intérieur  du  mobile, 
il  faut  que  les  tr(»is  quantités  p,  q,  r soient  constantes, 
ce  «pii  donne  dp  = o,  dq  = o,  </r  = o;  les  trois  équa- 
tions (//)  deviennent  donc 

[C  — li)  qrdt  =o,  [A  — C)rpdt  = o, 

(15  — A)  pqdt  =■  o. 

.Si  les  trois  moments  «l’inertie  A,  B,  C sont  inégaux, 
il  faudra,  pour  satisfaire  à ces  équations,  supposer 
iiulles  «leux  <l«*s  «piantités  p,  q,  r;  alors  l’axe  instan- 
tané coïnci«le  avec  l’un  des  .àx«'s  principaux.  Si  il«‘ux 
«le  ces  nuiments  sont  égaux,  si  l’«)n  supp«)se,  par 
exemple,  A = B,  la  «lernière  «l«^s  équations  précé- 
«lentes  est  iflentiquement  nulle,  et  l’on  satisfait  aux 
«leux  pn-mières  en  supp«>sant  r=:o.  L’axe  de  rota- 
tion «‘St  alors  situé  dans  le  plan  perpendiculaire  au 
tr«)isième  axe  principal;  mais  nous  avons  vu  n°  32, 
«pi’alors  tous  les  axes  compris  «lans  ce  plan  sont  des 
axt's  principaux.  Enfin,  si  l’on  a à la  fois  A = B = C, 
ces  trois  équati«)iis  seront  satisfaites  imlépendammcnt 
«le  toute  valeur  «bmnée  à p,  q,  r;  mais  «lans  ce  cas 
tous  l('s  axes  «lu  corps  s«)ut  «les  axes  principaux. 

La  pixipriété  d’être  «les  axes  invariables  «le  r«ila- 
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tion  ronvii'iit  donc  exclusivement  aux  axes  princi- 
paux; mais  il  y a à cet  egard  une  distinction  à éta- 
blir entre  eux.  En  effet,  remarquons  (jue,  pour  que 
les  valeui's  de  p et  de  q demeurent  toujours  très- 
petites,  comuK'  nous  supposons  qu’elles  le  sont  à 
l’origine  du  mouvement,  il  ne  suffit  pas  que  les 
constantes  h et  h'  soient  très-petites,  il  faut  encore 
que  la  valeur  de  la  constante  n'  soit  réelle  ; sans  cela 
les  sinus  et  cosinus  que  renferment  les  quantités/; 
et  q se  changeraient  en  exponentielles,  dont  l('s  ex- 
posants seraient  proportionnels  à /,  et  ces  valeurs 
par  conséquent  pourraient  croitn*  indéfiniment  avec 
le  temps.  Ainsi,  dans  le  premier  cas,  l’axe  instan- 
tané ne  fera  que  de  petites  oscillations  autour  de 
l’axe  principal;  mais,  dans  le  second,  il  pourra 
s’en  écai’ter  considérablement,  (juelquc  rapprochés 
qu’aient  été  ces  deux  axes  dans  l’origine.  Or,  pour 
que  la  valeur  de  n'  soit  réelle,  il  faut  que  le  produit 
(G  — A)  (G  — B)  soit  positif,  c’est-à-dire  que  le 
momertt  d’inertie  G,  relatif  à l’axe  principal  autour 
duquel  oscille  l’axe  instantané,  soit  le  plus  petit  ou 
le  plus  grand  des  trois  moments  d’inertie  A,  B,  G. 
Il  s’ensuit  que  , si  le  mouvement  du  corps  a com- 
mencé autour  d’un  de  ses  axes  principaux,  et  qu’une 
force  perturbatrice  quelconque  dérange  iiifiniimnit 
peu  son  axe  de  rotation,  le  corps  continuera  de  tour- 
ner H très-peu  près  autour  de  l’axe  principal,  si  la 
quantité  (G  — A)  (G  — B)  est  positive;  mais,  dans 
le  cas  contraire,  l’axe  de  rotation  s’en  écartera  indé- 
finiment, et  il  suffira  alors  <le  la  cause  la  plus  légère 
pour  changer  totalement  la  nature  du  mouvement. 
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Ainsi  le  mouvement  de  rotation  est  stable  par  ra|>- 
port  aux  deux  axes  principaux  qui  répondent  au  plus 
grand  et  au  plus  petit  moment  d’inertie,  et  il  ne  l’esl 
j)as  relativement  au  troisième. 

."î.'i.  Considérons  maintenant,  d’une  manièr<’  géné- 
rale, le  mouvement  d’un  corps  tpii  n’est  animé  par 
aucune  force  accélératrice,  et  qui  peut  se  mouvoir 
librement  autour  d’un  point  fixe,  différent  ou  non 
de  son  centre  de  gravité.  Reprenons  les  é(|ualions  (h) 
•lu  numéro  précédent  : 

\.dp  -t-  (C  — R j qr  d(  — O,  \ 

Tidq  -t-  (A  — C;  rp  dt  — o,  > (Ji) 

edr  (R  — A i pq  dt  = o.  ] 

Si  l’on  multq)lie  la  première  par  p^  la  seconde  pai- 
la  troisième  par  r,  qu’on  les  ajoute  et  qu’on  intègre 
leur  somme,  on  aura 

A^’  \\q‘  H-  Cr’  = h.  [i) 

Si  l’on  multiplie  ces  mêmes  équations^  la  première 
par  Xp,  la  seconde  par  R<y,  la  troisième  par  C t\  qu’on 
les  ajoute  et  qu’on  intègre  l’équation  résultante,  on 
aura 

A’/^*-t-R=fy=>  4- €»/■'  = (2) 

h et  4 étant  deux  constantes  arbitraires. 

La  premièn'  intégrale  est  l’expression  de  la  lorc(‘ 
vive  trouvée  n"  .>5;  elle  montre  que  cette  forc<; 
est  constante,  conformément  au  principe  énoncé 
n»  2i. 

I.  to 
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i)('s  (leux  *'‘(|ualioiis  précédeiili's,  on  tire 


^(A  — n)A  ’ 

/f’  — A//  4-  (A  — C)_Cr> 
(B  — A)  B 


(/^•) 


Si  l’on  snbstitno  pour  p et  q leurs  valeurs  dans  la  der- 
nière des  équations  (//  ),  »;t  qu’on  larésolv*>  jiar  rapport 
à fit,  fin  aura 


v'AB.Cf/r 

v/p’— B /74-7b  — C}C^iî^k^T-  \ II' MC  — 'aJcv]’ 


Cette  équation  donnera  par  les  (piailratiires  la  va- 
leur de  t eu  r,  et  réc  iproquement  la  valeur  deren 
louction  de  t-,  cette  valeur  substituée  dans  les  équa- 
tions (A)  fera  connaître  à cbacpie  instant  les  valeurs 
de  P et  Mais  l’intégration  d’où  dépend  la  valeur 
de  t,  ne  peut  s’obtenir  sons  forme  finie  cjue  dans  le 
cas  où  deux  des  trois  moments  d’inertie  A,  11,  C sont 
égaux  entre  eux. 

Ia's  trois  quantitc'îs  p,  q,  r détermimmt  (u°  53)  les 
mouvements  du  corps  par  rapport  aux  axc's  princi- 
paux. 11  resté  à déterminer  les  trois  angles  (p,  $ qui 

fixent  la  position  de  ces  axes.  Au  lieu  de  recourir  pour 
cela  aux  éc|uations  (c  )(n“  50),  on  peut  trouver  trois 
nouvelles  intégrales  des  équations  [h)  qui  faciliti*- 
rout  cette  iTcbercbe.  Eu  effet,  si  fou  multiplie  la 
première  de  ces  équations  parc?,  la  seconde  par  b,  la 
troisième  par  c,  cpi’ou  les  ajoute,  et  cpi’on  intègre* 
Ic'ur  somme;  tpi’on  répète  la  même  o|>ératioii  pai- 
rap|)ort  à n , h',  c',  et  par  rapport  à n",  h",  c",  en 
faisant  attention  aux  équations (p)(  iC  20)  et  aux  rela- 
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lions  (»i),  (m),  ii“28,  on  aura 
akp-h  bWq  ci'.r=  /,  a' Kp  + b'YSq  c'i'.r=  l' , 
a"  k p-\-b"Y\q-\-  c"C.  r = /"  ; 


(0 


l,  r,  l"  étant  trois  constantes  introduites  par  l’inlé- 
gration.  Ces  équations,  qui  coïncident  avec  les  écpia- 
tions  (i)(n°29),  renferment  le  principe  des  aires. 

Si  ces  trois  intégrales  étaient  réellement  distinctes 
entre  elles,  on  en  tirerait,  sans  nouvelle  inté.gratif)n, 
les  valeurs  de  ç,  (j;,  Q,  au  moyen  de  celles  dep,  q,  i\ 
qu’on  peut  regarder  comme  déterminées.  Mais  l’iine 
quelconque  de  ces  équations  rentre  dans  les  deux 
autres,  en  vertu  de  l’équation  (a).  En  effet,  si  l’on 
ajoute  ensemble  leurs  carrés,  on  voit  que  cette  somme 
se  réduit  à 


A*p"  + B"  7"  + C"  /•*  = P + /'=■  -t-  n ; 

équation  qui,  en  la  comparant  à l’équation  citée, 
donne  entre  les  constantes  k,  l,  t,  l" , l’écpiation  de 
condition 

A»  = /»  + /'»  1"\ 


I.es  équations  {/)  ne  pourront  donc  servir  <pi’à  dé- 
terminer deux  des  inconnues  ç>,  iji,  6;  il  fiiudra  néces- 
sairement recourir  aux  équations  (c)  (n"51),  pour 
déterminer  la  troisième,  ce  qui  exige,  par  conséquent, 
une  nouvelle  intégration. 

Pour  rendre  cette  intégration  possible,  on  est  obligé 
de  faire  une  hypothèse  sur  le  choix  des  plans  coor- 
donnés, que  nous  avions  jusqu’ici  r«‘gardé  comme 
arbitraire.  On  suppos<'  que  l’un  d’<'ntre  eux  se  confoiul 
avec  le  plan  que  nous  avons  nommé  invariable,  n"2.'>. 

lO. 
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proprit^tr  (pii  le  caracti'risc,  c’est  que  la  somme 
(l('s  aires  décrili's  par  les  rayons  vc'cteiirs  des  élimients 
du  coi'ps  pendant  le  temps  /,  et  multipliées  par  les 
masses  de  ces  éléments,  est  un  maximum  par  rapport 
à ce  plan,  et  qu’au  contraire  par  rapport  à tout  plan 
<pii  lui  est  perjiendicidaire,  elle  est  égale  à zéro. 
Les  constantes  /,  l"  répondent  ici  aux  constanti's 
6‘,  c' , c"  du  u”  ‘i.!;  cette  somme,  rclativinnent  au  plan 
invariable,  est  donc  égale  à t.  -4-  / ’ ■+■  et  l'ii 
d(’‘signaut  jiar  a,  ê,  y les  angles  i[ne  lorme  la  perpi'ii- 
diculaire  à ce  plan  avec  les  axes  des  X,  d('s^  et  des  z, 
on  a 

/ /'  l" 

cos  a = cosê  = cosy  = -j‘ 


Si  l’on  prend  ce  plan  im  ariable  pour  plan  des  xj',  on 
aura  / = o,  /'  = o,  l"  = k,  et  les  écpiations  (Z)  se  ré- 
duiront aux  suivantes, 

r/A/)-f-  hl\(] -h  cC.r=  o,  a'\p  -+-  b'Kq  -f-  c'O  = o, 

a"\p  -4-  b"[\q  -4-  c"Ci'=  A ; 


d’où  l’ijn  tire,  en  vertu  des  é(pialions  (/«)  (n*’  28), 


C = 


Cr 


ou  bien,  eu  mettant  pourn",  b",  c"  leui  s valeurs  ii®  28, 
A/)  . , ü'/  , , 

Mil  9,  SI  ni]/,  = » sinS,  cosy,  =r — , rosO,  = -— • (o) 

k k h 


Nous  désignons  ici  par  y,,  ij/,,  6,  ce  que  deviennent, 
relativement  an  plan  invarialile,  les  angles  ip,  J/,  5 cpii 
se  rapportent  à un  plan  lixe  ipielcoiupie. 
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Ces  équations  donneront  iinmédiateinenl  li-s  \a- 
lenrs  desan^les  <p,  et  0,  en  fonction  dn  temps  an  moyen 
des  valeurs  coniuies  de  p,  <y,  r.  l*onr  déterminer  le 
troisième  angle  éliminons  dd  entre  les  deux  pre- 
mières é(piations  (c)  ; nous  aurons 

sin’  0^  = sinO^  sin  ç,  pdt  -f-  sin  5,  cosip^  (jdl  ; 


équation  (pii,  <>n  vertu  des  jiiécédentes,  de\ient 
{k^  - (;»/•>)  d^,  = - ( A/)^  + 157^)  kde, 
d’oii,  en  observant  que  A p’  + B7’  = //  — fie*,  on  tire 


— h 


kdt. 


Si  dans  cette  é([iialion  on  substitue  pour  (//sa  valeur, 
on  trouve 


X [Cr‘  — /i)  y'AR.Cf// 

(X>_Dr-)  ^ (B  J:cyCr^[- X'il 


XM-A/jH-(C— A)C/-'j 


(ielle  f(jrmnle  donnera,  jiar  les  ipiadratnies,  en 
fonction  de  i\  et  par  suite  en  fonction  dn  temps. 

On  connaîtra  donc  à cliatpu' instant  les  \alenrs  des 
six  \ariables  p,  7,  /•,  ô,,  ce  ([ni  snifit  poui'  dé- 

terminer tontes  les  circonstances  du  mouvement  du 
corps,  (ies  valeurs  renferment  cpiatre  constantes  ar- 
bitraires, savoir,  les  constantes  A et  k,  et  les  d('tix  con- 
stanti's  qui  sont  introdnit(\s  par  l'intégration  des  va- 
leurs de  (// et  de  (/(];,.  Ia*s  intégrales  d’où  dépend  la 
solution  complète  du  problème,  devraient  généiale- 
menl  contenir  six  arbitraires;  mais  il  faut  remartpiei' 
fpi’en  prenant  pour  jilan  des  x et  desj"  le  plan  |)i  in- 
cipal  de  junjection,  nous  avajns  fait  dispai  aitre  deux 
de  ces  arbitraires,  |>nis(pie  celle  supposition  a donné 
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arbitraires  a et -y,  (|ui  «lépeiuleiil  de  la  posilicMi  du 
corps  à l’origine  du  inouveiiienl. 

Il  ne  nous  reste  plus,  pour  achever  la  solution  dn 
problème  que  nous  venons  de  traiter,  <pi’à  montrer 
comment  les  six  constantes  qui  servent  à la  compléter, 
peuvent  se  tléterminer  d’après  les  circf)nstances  ini- 
tiales du  mouvement.  Pour  cela,  su[)posons  que  le 
corps  ait  reçu  une  impulsion  primitive  quelconque,  tpii 
ne  passe  pas  par  son  centre  de  gravité;  soit  v la  vitesse 
<pie  cette  force  imprimerait  à la  niasse  m,  regardée 
comme  un  point,  en  sorte  que  /ne  soit  la  mesure  de 
son  intensité,  et  soit  de  pins  J la  distance  «le  sa  direc- 
tion au  point  iixe  autour  du«|uel  le  coiqis  «*st  forcé  de 
tourner;  im'J  srvii  son  monu'iit  par  rapport  au  même 
point.  Quelles  «pie  soient  h-s  cpiantiU’s  de  mouvement 
dont  sont  animés  l«‘S  différents  points  du  mobile,  il 
l'sl  évident  «pie  rimpulsion  primitive,  prise  en  sens 
contraire  de  sa  direction,  doit  leur  faire  éfpiilibre; 
d’où  il  suit  t]ue  la  somme  des  moments  de  toutes  ces 
forces,  jirojetées  sur  un  même  jilan,  doit  être  égale  à 
/.éro.  Or  le  moment  de  la  force  mv  «^st  le  plus  grand 
possible  relativement  an  plan  qui  passe  par  sa  direc- 
tion et  par  le  point  fixe;  ce  plan  est  donc  le  plan 
invariable.  La  somme  des  aires  décriltrs  |)endant  l«* 
tem|)s  t par  les  rayons  vecteurs  des  molécules  du 
corps,  projetées  sur  ce  plan,  et  multipliées  respective- 
ment par  ces  molécules,  est  ^ -t-  /'“  /"*  = ^ /A. 

Si  l’on  multiplie  par  ^ < le  moment  nivf,  le  produit  doit 
être,  par  ce  qui  précède,  égal  à cette  somme  On  aura 
donc  k = mvj  pour  déterminer  la  constante  k. 

Si  l’on  suppose  connue,  à l’origine  du  mouvement. 
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la  position  des  trois  axes  prinripanx  du  corps  rclati- 
\cmciit  au  |»laii  invarialdc,  les  angles  et  ô,  seront 
donnés,  et  l’on  aura,  par  les  éipiations  (o),  les  valeurs 
de  p,  C|^  I à l’origine  dn  nifinveinent  ; en  les  substi- 
tuant dans  la  première  inlégral<>  ( i],  la  \alenr  de  la 
constant»'  h sera  déterminé*'. 

Quant  aux  deux  constantes  *pii  résultent  d*'  l’inté- 
gration dc's  vab'urs  d*'  dt  et  de  la  première'  *lé- 
pendra  *le  l’instant  tl’*)!!  l’on  comptera  le  temps,  et 
la  seconde  d*'  l’origine  d*'  l’angle  que  l’on  p*'Ut 
prendre  arbitrairement  sur  le  plan  invariable. 

Enfin,  les  d*'ux  constanU's  a et  y,  qui  déterminent 
ce  plan  par  rapport  à un  autre  plan  lixe  quelconque, 
sc'cont  comnu's,  puisque  sa  position  initiale  est  suji- 
posée  donnée. 

En  rassemblant  les  résultats  précédents,  on  voit 
(11“  27)  que  si  un  corps,  *le  figure  »pielconque,  reçoit 
une  impulsion  primitive  qui  ne  passe  pas  par  son 
centre'  *le  gravité,  ce  point  sera  emporté  dans  l’espace 
comme  si  l’impulsion  lui  était  directement  appliquée, 
et  que  le  corps  pix'iidra,  autour  de  ce  centre,  I*'  même 
mouvement  cjue  s’il  était  immobile.  Ces  |n'incipes 
■servent  à ('xpliquer  comment  le  double  mouvement 
de  translation  et  d*'  rotation  des  [ilanètcs,  qui  paraît 
au  premier  abord  si  compliqué,  a pu  résulter  d’une 
seule  impulsion  primitive  *pii  ne  jiassait  pas  pai'  leur 
ct'utre  de  gravité.  En  supposant  la  Terre  une  spbère 
homogène,  dont  le  rayon  *'St  R,  et  nommant  J la  dis- 
tance de  la  *lir*'ction  *1*'  l’impulsion  primitive  à son 
centre,  on  trouve  (pi  eu  vertu  du  rapport  cpii  existe 
entr*'  la  vitess*'  angulaire  de  rotation  de  cette  planète. 
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el  sa  vitesse  de  révolution  autour  du  Soleil,  il  faut 
([u’on  ait,  à très-peu  près,  R. 

36,  Déteriuiuous  enfin  le  inouveinent  de  rotation 
d’un  corps  solide  retenu  par  deux  points  ou  par  un  axe 
fixe.  Au  lieu  d’employer  les  équations  (C)  du  n“  30, 
il  est  plus  simple  dans  cette  recherche  de  recourir 
aux  équations  primitives  (rt)  du  n”  27.  Prenons  l’axe 
lixe  de  rotation  pour  l'iin  des  axes  coordonnés,  pour 
celui  des  JT  par  exemple;  supposons  cet  axe  horizon- 
tal ainsi  que  l’axe  des  j-,  et  l’axe  des  z vertical  et  di- 
rigé vers  le  centn*  de  la  Terre;  supposons  de  plus  que 
le  plan  des  jrz,  dont  la  position  est  arbitraire,  passe 
par  le  centre  de  gravité  du  corps  : la  dernière  des 
équations  (a)  (n°  27)  suffira  pour  déterminer  dans  ce 
cas  toutes  les  circonstances  du  mouvement.  On  aura 
donc 

Faisons  passer  un  plan  par  l’axe  de  rotation  et  par 
le  centre  de  gravité  du  corps;  il  est  clair  qu’il  suffira 
de  connaître  la  trace  de  ce  plan  sur  celui  des^z  |)our 
avoir,  à chaque  instant,  la  position  du  mobile.  Pre- 
nons cette  ligne  pour  l’un  des  axes  de  nouvelles  coor- 
données y,  z',  et  nommons  9 l’angle  que  forme  cet 
axe  avec  celui  des  z;  on  aura 

f =y  cos5  -I-  z'siu0,  Z = — j-'siu6  -t-  z'cosô. 
L’équation  (u  ) devient,  en  y substituant  ces  valeurs. 
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L’intégrale  S (/'* -t- a'*)  rfm  est  le  iiiomenl  d’inertie 
<lii  corps  par  rapport  à Taxe  desx;  en  désignant  tlonc 
par  A ce  moment,  l’équation  dn  mouvement  de  rota- 
tion sera  simplement 

k.~=~S.{jr'L~  zX)dm.  [b) 

Supposons  que  la  pesanteur  soit  la  seule  force  ac- 
célératrice qui  agisse  sur  le  coi'pscpie  nous  cf)usidé- 
rons;  il  forme  alors  ce  que  l’on  nomme  un  pendule 
compose,  et  l’on  a Y = o et  Z = g;  en  désignant  par  g 
l’intensité  de  la  pesanteur.  Par  conséquent 

S.{_)  Z — îY)  iliii  = S./Z  ilm  ---  g cosO  S .j'  dm-i-g  siii6  S.z'  dm . 

Puisque  l'axe  des  z'  passe  par  le  ( entie  de  gravité, 
on  a S.j' dm  — o,  et  S.z' dm  = Ma,  <-n  nommant  a la 
«listance  de  ce  centre  à l’origine,  et  M la  masse  dn 
corps;  l’équation  [h)  devient  ainsi 

» '/’O  Ht  -fl 

A.  sm(J. 

dt  ’ ° 


Multiplions  les  deux  membres  de  cette  équation  |)ar 
'J  <70  et  intégrons;  ik»us  aurons 


</0’  _ 
d?  ~ 


2 M ng 
A 


COS0  -+-  C,  (C) 


C étant  uik;  constante  arbitraiiv. 

Celte  expression  est  le  carré  de  la  vitesse  angulaire 
de  l’otation  du  corps.  En  résolvant  l’équation  précé*- 
ilente  par  rapport  à dt,  et  en  l’intégrant  ensuite,  on 
aura  t en  fonction  de  0,  et  réciproquement  0 en  fonc- 
tion du  temps. 

Imaginons  le  mobile  réduit  à un  point  lié  à l’axe 
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a et  , 


Cette  équation  coïncide  avec  l’équation  (a)  que  nous 
avons  donnée  n”  17  pour  déterminer  les  oscillations 
du  pendule  simple;  en  la  comparant  à la  précédente(c), 
on  voit  que  les  deux  corps  oscilleront  de  la  même 

manière  si  l’on  fait  / = et  si  l’on  suppose  qu’ils 

ont  les  mêmes  vitesses  initiales,  lorsque  leurs  centres 
de  gravité  sont  dans  la  verticale,  c’est-à-dire  lorsque 
l’angle  Q est  nul.  On  pourra  donc  toujours  détermi- 
ner, par  la  formnle  précédente,  la  longueur  du  pen- 
dule simple  qui  fait  ses  oscillations  dans  le  même  es- 
pace de  temps  qu’un  pendule  composé  donné. 

On  peut  conclure  de  là  qu’il  existe  dans  tout  pen- 
dide  composé  un  système  de  points  qui  oscillent 
comme  s’ils  étaient  isolés  et  détachés  du  corps.  Ces 
points  sont  situés  dans  le  plan  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité  et  l’axe  de  suspension,  sur  une  droite  pa- 
rallèle à cet  axe.  On  nomme  ces  points  centres  d'os- 
cillation. 


nu  SYSTKMK  nu  MONDE. 


des  j:  par  une  droite  inflexible  /;  on  aura  l - 
A = -t-  2'*)  dm  = M/’  ; par  conséquent 


ÿl  = î£co.»  + C. 
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CHAPITRE  VI. 

DE  L’ÉQülLlDliE  DES  ITX'IDES. 


37.  Un  (luicle  est  iiii  amas  de  molécules  matérielles 
<iui  cèdent  sans  résistance  au  moindre  eflbrt  que  l’on 
fait  pour  les  séparer.  Cette  extrême  mobilité  qui  carac- 
térise les  fluides  et  les  distingue  des  corps  solides, 
exige  de  nouvelles  considérations  pour  découvrir  les 
lois  de  leur  équilibre,  et  fait  de  cette  partie  de  la  Mé- 
canique une  science  à part.  En  effet,  il  ne  suffit  plus 
ici  tpie  les  forces  appliquées  au  corps  qui  leur  sert 
d’intermédiaire,  se  fassent  équilibre,  il  faut  encore 
<pie  chaque  jjartictde  du  fluide  soit  elle- même  en 
équilibre,  en  vertu  des  forces  qui  l’animent  et  des 
résistances  qu  elle  éprouve  de  la  part  *les  molécules 
environnantes.  Exprimons  analytiquement  ces  con- 
ditions. 

Parmi  les  propriétés  particulières  aux  fluides,  celle 
qui  parait  la  plus  j)iopre  à s’adapter  au  calcul  et  à 
guitler  dans  cette  recherche,  est  la  faculté  qu’ils  ont 
de  transmettre  également  et  dans  tous  les  sens  la  pres- 
sion qu’on  exerce  à leur  surface.  En  effet,  on  peut 
regarder  la  pression  que  supporte  chaque  élément  de 
la  masse  fluide,  connue  une  force  qui  agit  sur  lui  ; 
cette  force  varie  sur  chaque  point  de  la  masse,  et  peut 
s’exjtrimer,  par  conséquent,  en  fonction  des  coor- 
données cpii  déterminent  sa  position.  Ea  différence 
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(les  pressions  qui  s’exercent  sur  deux  faces  opposées 
et  parallèles  de  cet  élément,  est  la  Force  qui  tend  à le 
mouvoir  dans  une  direction  perpendicidaire  à ces 
(aces,  et  dont  l’effet  doit  être  détruit  par  les  forces 
accélératrices  qui  l’animent;  d’où  il  suit  que  si  l’on 
considéré  la  masse  fluide  comme  une  infinité  de  petits 
parallélipipèdes  rectangulaires,  dont  les  trois  dimen- 
sions sont  les  éléments  infiniment  petits  des  coor- 
données qui  fixent  leur  position  ; qu’on  suppose  toutes 
les  forces  accélératrices  qui  agissent  sur  elle,  décom- 
posées parallèlement  à ces  axes,  on  aura  immédiate- 
ment trois  équations  aux  différences  partielles  entre 
ces  forces  et  la  pressi(ui  qui  en  rf'sulte,  d’où  l’on 
|K)urra  déduire,  au  moyen  du  calcul  intégral,  la  me- 
sure de  celle  force,  et  les  relations  qui  doivent  exister 
entre  les  forces  accélératrices  données  pour  que  l’é- 
tpiilibre  soit  possible.. 

Toute  la  théorie  de  l’équilibre  des  fluides  est  ren- 
fermée dans  ces  trois  équations  générales,  auxquelles 
Clairaut  est  parvenu  le  premier,  mais  qu’il  avait  dé- 
duites d’une  manière  moins  directe  et  moins  simple 
du  principe  de  l’égalité  de  pression  en  tous  sens.  Nous 
allons  développer  ces  équations,  qui  nous  seront  de 
la  |)lus  grande  utilité  dans  la  théorie  de  la  figure  des 
corps  célestes. 

On  divise  ordinairement  les  fluides  en  deux  es- 
pèces: les  uns  incompressibles,  comme  l’eau  et  les 
autres  liquides;  ils  peuvent  changer  de  forme,  mais 
sans  changer  de  volume;  les  autres,  tels  que  l’air,  les 
gaz,  les  vapeurs,  peuvent  changer  à la  fois  de  figure 
et  de  volume;  ils  tendent  toujours  à se  dilater  et  à 
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occuper  un  plus  grand  espace,  et  l’expérience  a prouvé 
que  l’efTort  qu’en  vertu  de  cette  propriété  ils  exercent 
contre  les  parois  des  vases  qui  les  renferment,  est, 
pour  un  même  fluide,  pris  à la  même  teinj)érature, 
proportionnel  à la  densité;  en  sorte  que  si  l’on  nomme 
P cet  effort,  qu’on  appelle  aussi  la  force  élastique  du 
fluide,  et  P sa  densité,  on  a p = kp;  k étant  une  con- 
stante qui  dépend  de  la  nature  du  fluide  et  de  la  tem- 
pérature. L('  principe  de  l’égalité  de  pression  en  tous 
sens  s’applique  également  à ces  deux  espèces  de 
fluides,  ainsi  que  les  conséquences  que  nous  allons  en 
déduire. 

38.  Considérons  une  masse  fluide  sollicitée  par  des 
forces  accélératrices  quelconques.  Soient  dm  un  tles 
éléments  de  cette  masse,  que  nous  regarderons  comme 
un  petit  parallélipipède  l’ectangulaire;  æ,  y,  z,  l<>s 
coordonnées  de  l’angle  solide, le  plus  rapproché  de 
leur  origine  ; le  volume  de  cet  élément  pourra  être 
représenté  par  dxdydz,  et  en  nommant  p sa  densité, 
on  aura  dm  — p.dxdydz.  Désignons  par  X,  Y,  Z,  les 
trois  forces  accélératrices  qui  agissent  snr  dm  parallè- 
lement aux  axes  des  coordonnées;  \dm,  Y dm,  Zdm 
seront  les  forces  motrices  qui  sollicitent  cet  élément 
dans  la  direction  des  mêmes  axes. 

Nommons  p la  pression  qui  s’exerce  sur  la  face  su- 
périeure dzdy  de  l’élément  dm,  et  p'  la  pression  qui 
s’exerce  sur  la  face  opposée,  ces  pressions  étant  rap- 
portées à l’unité  de  surface;  {p'  — p)  dzdy  sera  la 
force  qui  agit  sur  dm  parallèlement  à l’axe  des  x,  en 
vertu  de  la  liaison  dt‘s  parties  du  fluide.  Les  deux 
forces  p et  p'  sont  dirigées  en  sens  contraire;  cepen- 


Digitized  by  Google 

t 


DU  SYSTEME  DU  MONDE. 


i5g 


tlaiil,  coinino  la  pression  qu’éprouve  chiMpie  éléineul 
(lu  fluitle  est  la  luènie  dans  tous  les  sens,  ou  peut 
supposer  (|ue  ces  forces  agissent  dans  la  même  direc- 
tion, et  alors  />'  est  ce  que  devient  p lorsque  x varie, 

J'  et  Z restant  les  mêmes.  On  a donc  p’  — p = dx  ; 

et  la  force  totale  qui  sollicite  dm  suivant  l’axe  des  x, 

sera  par  conséquent  ^ j dxdjdz.  On  aurait 

de  même  (5  — dxdjdz,  et  ^ j dxdjdz, 

j)our  les  forces  qui  sollicitent  cet  élément  |)aralléle- 
ment  aux  axes  des  jr  et  des  z.  Pour  qu’il  y ait  équili- 
bre dans  la  mas.s('  fluidey,  il  faut  donc  que  l('s  trois  quan- 
tités précédentes  soient  égalt's  à zéro,  ce  qui  donne 


(h 


pZ.  (i) 


Telles  sont  les  étpialions  générales  d(>  l’équilibn* 
d’une  masse  fluide  homogène  ou  hétérogène,  com- 
pressible on  incompressible,  sollicitée  par  des  forces 
accélératrices  «pielconqiu's.  l.es  considérations  très- 
simj)les  par  lesquelles  nous  y sommes  parvenus  aji- 
partiennent  à Euler. 

Si  l’on  midtiplie  ces  équations,  la  première  par  r/j*, 
la  .seconde  par  cf/-,  la  troisième  par  r/z,  et  qu’on  les 
ajoute  ensuite,  on  aui’a 

dp  z=z  p i^Xdx -h  \ ifj' + Zdz).  (2  ; 

I.e  pn'inier  membre  de  cette  équation  est  une  diffé- 
rentielle exacte;  il  faut  donc  que  le  second  le  soit 
aussi,  pour  que  cette  équation  soit  possible.  Celte 
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condition  renferme  seule  les  lois  de  l’équilibre  des 
fluides.  Si  l’on  élimine  par  la  diflénuitiation  p des 
trois  équations  (i),  on  a 

d.pX  _ d gY  d.f  \ _ d.pZ  d.pY  _ d.pZ 
dy  dx  ' dz  dx  ' dz  dy 

Ce  sont  les  équations  de  condition  nécessaires  pour 
que  le  second  membre  de  l’équation  ( p.  ) soit  une  diffé- 
rence exacte,  et  par  conséquent  intégrable.  On  en 
tire 


„f/Y  ...  rfX  „r/X  ^dZ  ...f/Z  „dY 

^ * - ' * ' JT  - ^,7; 


= 0; 


équation  qui  exprime  la  relation  qui  doit  exister 
entre  les  forces  X,  Y,  Z,  pour  que  l’équilibre  puisse 
subsister. 

Si  les  équations  précédentes  sont  satisfaites,  l’équi- 
libre est  toujours  possible,  et  il  ne  reste  plus  à déter- 
minei-  que  la  figure  extérieure  de  la  masse  fluide.  Si 
fou  sujipose  le  fluide  libre  à sa  surface,  la  pn'ssiou  p 
sera  nulle  jiai’  tous  les  poiutsde  C(‘tt<>  surface;  ou  aura 
doue,  pour  chacun  d’eux,  p = o,  et  l’équation  (a)  de- 
viendra 

p ( X (ix  ■+-  \dj  4-  Z//z)  = O ; 


d’où  il  est  aisé  de  conclure  (11°  4)  que  la  résultante 
des  forct's  X,  Y et  Z doit  être  perjiendiculaire  à la 
surface  libre  du  fluide;  il  faut  d’ailleurs  que  cette 
force  soit  dirigée  du  dehors  en  thalans;  et  l’on  voit 
en  effet,  à priori,  que,  sans  ces  diMix  conditions,  l’é- 
quilibre est  impossible. 

Si  le  fluide  est  homogène,  la  densité  p est  constante, 
i-t  eu  la  pn'iiant  pour  imité,  l’équation  (p)  donne 
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dp  = X(Yx  -^\dj  Zdz; 

c\“st-à-«lir<.‘ c[uc,  dans  c(!  cas,  il  faut,  pour  réquilibre, 
([UC  la  fonction  X dx -i- \ dj- -i- Zdz  soit  nnc  difïc- 
rcnci*  exacte.  On  a alors,  pour  l’écpiation  de  la  sur- 
fac<*  libre  du  flnide, 

f (Xdx  -h  \ dj-  + Zdz)  = const. 

Mais  c(?tte  équation  est  non-sonlement  celle  de  la 
sinface  extérieure  du  fluide,  elle  convient  encore  à 
tous  les  points  pour  lestpiels  la  valeur  de  la  fonction 
/ {Xdx  + ^dj  + V.dz)  est  la  même.  Les  surfaces  que 
forment  ces  points  ont  la  propriété  de  couper  à auj^les 
droits  la  résultante  des  forces  X,  V,  Z,  et  c’(‘st  par 
cette  raison  qn’on  les  a nommées  surfaces  de  niveau. 

Supposons  le  fluide  hétérogène,  et  la  fonction 
Xdx -\-  \ djr Zdz  une  différence  exacte,  c<'  qui  a 
lieu  toutes  les  fois  que  les  forces  X,  Y,  Z résultent  des 
attractions  des  différentes  parties  d’un  système  de 
corps,  et  que  leurs  intensités  sont  des  fonctions  des 
«listances  mutuelles  de  ces  corps.  Faisons 

f — /{Xdx  -hYdj-  ■+■  Zdz); 

(p  étant  une  fonction  des  trois  variables  x,  j,  z,  l’é- 
quation (a)  deviendra 

dp  = û dtp.  ( 3 ) 

Pour  que  le  second  membre  de  cette  é([ualion  soit, 
comme  le  premier,  une  difîérentielle  exact<‘,  il  faut 
que  la  densité  p soit  une  fonction  de  tp.  La  pre.ssion  p 
sera  donc  également  fonction  de  ip,  et  l’équation  de  la 
I.  Il 
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surface  libri'  du  fluitle  sera  fouet.  cf>  = const.,  ou  sin>- 
plemcnt(j)  = Cf)iist.,  comme  dans  le  cas  de  l'homofïé- 
nt*ité.  La  pression  et  la  densité  sont  donc  les  memes 
pour  tons  les  jioiiits  d’une  même  couche  de  niveau. 
I>a  loi  de  la  variation  de  la  densité,  en  passant  d’une 
couche  à une  autre,  dépend  de  la  fonction  de  ip  qui 
l’exprime,  et  lorsque  cette  fonction  est  donnée,  on  en 
conclut  la  pression  »’ii  intégrant  l’équation  (3). 

Il  suit  de  ce  qui  jirécède  que,  pour  arriver  à l’étal 
d’écpiilihre,  une  mas.se  fluide,  dont  la  surface  exté- 
l•ieure  »“st  supposée  libre,  doit  se  disposer  de  manière, 
i"  tpie  la  densité  soit  constante  pour  toutes  les  con- 
ciles de  niveau  compris<‘S  entre  tleux  surfaces  de  ni- 
veau iufluimeut  voisiiu's;  a“que  la  résultantedes  forces 
accélératrices  cpii  agissent  sur  la  surface  extérieure  lui 
soit  perpendiculaire. 

39.  Il  convient  d’examiner  ici  un  cas  particuliei- 
<pii  a,  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  une  ap- 
plication très-importante,  et  qui  se  déduit  d’une  ma- 
nière fort  simple  des  principes  précédents:  c’est  celui 
où  la  masse  fluide  que  nous  considérons,  est  douée 
d’un  mouvement  uniforme  de,  rotation  autour  d’un 
axe  fixe.  Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  cet  axe 
pour  celui  des  z;  soit  « la  vitesse  de  rotation  commune 
à tous  les  points  du  fluide,  et  r la  distance  de  l’élé- 
ment cfm  qui  répond  aux  coordonnées  j:,  y et  r,  à 
l’axe  de  rotation.  La  vitesse  de  ce  point  seia  wr,  et 
la  force  centrifuge  qui  en  résulte  (n”  IG)  11  faudra 
donc  comprendre  cette  force  parmi  les  forces  accélé- 
ratrices cpii  sollicitent  cet  élément.  La  fonction  que 
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nous  avons  désignée  par  ç (n"58)  deviendra  ainsi 
^ = Y df  -^r  rdt\ 

et  l’on  aura 

\ clx  -4-  \ dj  ->r  y.dz  + ',i‘‘  rdr  = o, 

pour  l’équation  différentielle  des  couches  de  niveau  et 
de  la  surface  libre  du  fluide. 

L'introduction  de  la  force  centrifuge  n’enipèchera 
pas,  par  conséquent,  que  la  fonction  d<p  ne  soit  une 
différence  exacte  ; l’équilibre  sera  donc  encore  pos- 
sible, pourvu  que  les  conditions  que  nous  avons  énon- 
cées dans  le  numéro  précédent  soient  remplies. 

Telles  sont  donc  les  lois  qui  ont  dû  présider  à la 
formation  de  la  Terre  et  des  planètes,  en  supposant 
qu’elles  étaient  originairement  fluides,  et  que  leurs 
molécules  ont  conservé,  en  se  durcissant,  la  disposi- 
tion qu’elles  avaient  prise  eu  vertu  d<;  leurs  actions 
mutuelles  et  de  la  force  centrifuge  due  an  mouvement 
de  rotation  de  ces  corps. 
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CIIAPITUE  VU. 

I>U  MOUVEMENT  DES  FLUIDES. 


I.K'S  lois  des  inoiivciTKMits  des  Huidos  sont  faciles 
à déduire  d(>  celles  de  leui’  équilibre,  au  moyen  du 
|irincij)e  de  d’Aleinbert,  auquel  nous  avons  déjà  ra- 
mené toute  la  Dynami(jue. 

En  effet,  considérons  une  masse  fluide  dont  toutes 
les  molécules  sont  sollicitées  par  des  forces  accéléra- 
trices quelconques.  Soient  x,  z les  trois  coor- 
données d’un  des  éléments  dni(Ui  fluide,  X,  Y,  Z les 
forces  accélératrices  (|ui  agissent  sur  lui  parallèle- 
ment aux  axes  coordonnés,  et  p sa  densité.  Au  bout  de 
l’instant  c/t,  les  vitesses  dont  cet  élément  est  animé 

dans  la  direction  des  mêmes  axes,  seront  i 

fit  di  dt 

et  au  commencciiK'nt  de  l’instaut  suivant  ces  vitesses 
prendi  ont  resp<‘Ctivement  les  accroissements  Xc/<,  AY/<, 
’Ldt  par  l'action  des  forct'S  accélératrices;  les  vitesses 
d<*  l'élément  dm  |)arallélement  aux  axes  îles  coordon- 
nées .r,  jr,  Z,  deviennent  donc 

'!l  + xdt,  ^ -+-  \df,  Zdt; 

mais  au  commencement  de  ce  même  instant,  les  \i- 
. tesses  de  l’élément  dm  sont  évidemment 


d.T 

ili 


d. 


d.T  dr 


dt 


UY  , dr  dz  , Il 

-T  -+-//.  -f  > T + d.-- 
dt  dt  dt  dt 
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11  faudra  donc,  coiifonm'-ment  au  princijH*  énoncr, 
qu’il  y ait  oquilihrc  riitre  ces  six  vitesses  ou  les  forces 
qui  les  produisent,  eu  sup|)osant  les  trois  dernières 
appliquées  à dm  eu  sens  contraire  de  leur  direction. 
On  aura  donc  (n°  ô8) 


Ces  équations  ne  suffisent  pas  pour  dét<!rininei’  les 
lois  du  mouvement  des  fluides  ; il  reste  encore  à ex- 
primer que  le  fluide  n’a  pas  changé  de  masse  pen- 
dant qu’il  se  meut,  et  cette  condition,  qui  résulte  de 
la  continuité  du  fluide,  fournit  une  nouvelle  équa- 
tion du  mouvement.  En  effet,  dm  désignant  la  niasse 
de  l’un  quelconque  des  éléments  du  fluide  et  p sa  den- 
sité, on  a dm  = p.dxdjdz  : la  condition  de  la  conti- 
nuité du  fluide  sera  donc  exprimée  par  l’équation 
(j.dxdydz  = const.  ou  par  l’équation  différentielle 

d.p{dxdydz)  = O.  (2) 

(’.ette  équation,  jointe  aux  ti'ois  équations  (i),  ser- 
vira à déterminer  les  quatre  inconnues  x,  y,  zcl  p 
en  fonction  du  temps. 

41.  Pour  développe'!'  l'équation  (2),  observons 
que  les  trois  dimensions  du  petit  paialléli])i|)éde  dm 
devieniK'iit , au  bout  de  l’instant  dt^  dx  -t-  d.dx^ 
dy-\-d.dy^  dz  + d.dz.  Mais  il  faut  faire  ici  une 
remarque  essentielle,  c’est  que  la  variation  de  f/x  ii«' 
pi'ovient  epie  de  l’accroissement  que  |■«'çoil  la  coor- 
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donnée  x,  les  variables  ^ et  z restant  les  mêmes  ; de 
même,  les  variations  de  dj-  et  de  dz  ne  résultent  que 
des  accroissements  que  prennent  respectivement  ces 
deux  dernières  coordonnées.  Pour  exprimer  ces  con- 
ditions, nous  écrirons  de  cette  manière  les  trois  nou- 
velles dimensions  de  rfw  : 


-t- 


Si  l’on  suppose  que,  dans  le  second  instant,  la  figure 
de  dm  soit  encore  celle  d’un  parallélipipèdc  rectan- 
gulaire, ce  qui  est  exact,  aux  quantités  près  du  cin- 
quième ordre,  comme  il  est  facile  de  s’en  convaincre 
par  la  Géométrie,  on  aura  pour  le  volume  de  ce  pa- 
rallélipipède 


rf’x  d'y 


Quant  à la  densité  p,  si  on  la  regarde  comme  une 
■fonction  de  x^  y,  z et  t,  elle  deviendra,  au  bout  de 
l’instant  dt. 


En  multipliant  donc  la  densité  par  le  volume,  et 
négligeant  les  infiniment  petits  du  second  ordre,  on 
aura  • 


fini  = dx  dr  dz  dt  + ‘^dx  + ^ dj 


do  , d' X 


d^y  d' z\ 
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1(57 


ri  0 
dt 


f/.p 


dx 

Tt 


dv 


dz 


tl.ù  -V 


dt 


-H  = O.  (3) 


dx 


dr 


dz 


Si  le  fluide  <‘St  incompressible,  non-seideiueiif  sa  masse 
ne  doit  pas  varier,  son  volume'  doit  encore  rester  le 
nièmej)cndant  toute  la  durw'  du  mouvement;  on  aura 
donc 

tl'x  d'y 
dx  df  ' dz 

et,  relativement  Jrla  densité, 


,fx 

77  ='*’  i») 


dr 


riz 


Ces  éepiations  remplaceront  dans  ce  cas  l’équation  (a), 
et,  jointes  aux  équations  (i),  elles  serviront  à déter- 
miner les  cinq  inconnues  p,  p,  j",  s en  fonction  de  t. 

Enfin,  si  le  fluide  est  à la  fois  imcompressible  et  ho- 
mogène, la  dernière  de  cés  équations  deviendra  iden- 
tique, et  les  quatre  autres  suffiront  pour  déterminer 
les  inconnues  du  problème. 

i2.  On  peut  donner  aux  équations  (i)  et  (3)  une 
forme  plus  commode  dans  quelques  circonstances. 
Four  cela,  on  prend  pour  inconnues,  au  lieu  des  coor- 

, . 111-  dx  dr  dz  . 

données  r,  de  a/«,  les  vitesses  ^ qui 

animent  cet  élément  dans  le  sens  de  ces  coordonnées, 
<‘t  qu’on  regarde  comme  des  fonctions  de  x,  ^ , z et  t. 
Faisons,  pour  abréger. 


(il- 

dt 


H =.—■< 


dr 

TTt 


riz 

^ = d,- 
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Si  l’on  difÏÏTentie  ces  é(|iiations,  en  supposant  que 
X,  Z et  t varient  à la  fois,  <‘t  qu’à  la  place  des  ac- 
croissements dx^  djr,  dz^  on  snbstilue  leurs  valeurs 
sdt,  udt,  vdt,  on  aura 


ds  = ^ dt  -4-  ^ sdt  ■+■  ^ udt  ^ vdt, 

fit  dx  dy  dz 

du  = ^ r/f  -t-  y*  sdt  -t-  ^ udt  -^~vdt, 
dt  dx  dy  dz 

dv  ='^dt  -h^sdt  ‘-^udt  -+-  y vdt. 


En  mettant  ces  valeurs  à la  place  de 


dt  ’ 


~dt 


dans  les  trois  équations  (i),  on  aura  les  suivantes  : 


dp  I „ ds  ds  d.t  ds  \ 

£=i^[^-dt-di^-^‘‘-d.'’)‘ 


dp 

<lx 


du 

du 

du 

du  \ 

~'7t~ 

~dl^~ 

- — u- 

dy 

dp  r,  d'’  dv  de  \ 

dz  “ \ dt  dx  dy  dz  j 


(fl) 


Enfin  l’équation  (3)  deviendra,  par  une  transforma- 
tion semblable, 


dt 


d.ps  d.pu 

~dT~^l^ 


d,  P P 

dz 


ib) 


équation  qui,  pour  les  fluides  homogènes  et  incom- 
pressibles, se  réduit  à celle-ci 


ds 

dx 


du 


{c) 


Les  équations  (fl)  et  [b]  donneront  les  valeurs  dcj,  m, 
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l' fil  fonction  de  a:,  j-,  z,  /,  et  l’on  aura  ensuite  les  va- 
leurs de  a:,  s en  fonction  du  temps  t,  au  moyen  des 
trois  équations 

dx  = sdt,  djr  = udt,  dz  = vdt. 

45.  Toute  la  difficulté  de  la  théorie  du  mouvement 
des  fluides  se  réduit  donc  à l’intégration  des  équa- 
tions aux  différences  partielles  (a)  et  [b).  Mais  cette 
difficulté  est  telle,  qu’elle  a arrêté  jusqu’ici,  même 
dans  les  questions  les  plus  simples,  les  efforts  des 
géomètres.  11  existe  cependant  un  cas  fort  étendu, 
dans  lequel  ces  équations  deviennent  susceptibles  d’in- 
tégration : c’est  celui  où  la  cpiantité  sdx  + udj  + vdz 
est  la  différentielle  exacte  d’une  fonction  des  trois  va- 
riables a:,  Z,  en  sorte  qu’en  la  nommant  çi,  on  a 

sdx  -h  udjr  -t-  vdz  = dtf. 


La  fonction  cj>  fait  connaître  les  vitesses  de  chaque 
molécule  du  fluide  parallèlement  aux  axes  coordon- 
nés, car  on  a 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  et  leurs  différentielles 
dans  les  trois  éc[uations  (a),  elles  deviennent 

dp  I ds  d<f  d<f  d^(f  d^  rf’ç  \ > 

rfx  ^ \ dt  dx  dx'  dy  dydx  dz  rfzrfx/  J 

dy  ' \ dt  dx  dxdy  dy  dy‘  dz  dz  dy  i 

dp / dv  dif  f/’Ÿ  d'f  d^tf\  I 

dz  ^ dt  dx  dxdz  dy  ilydz  dz  dz^  ) 
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Si  l’on  multiplie  ces  équations,  la  première  par  r/*r, 
la  seconde  par  (i}\  la  troisième  par  riz,  «pi’on  les 
ajont(>  ensuite,  et  que  l’on  suppose  la  fonction 
Xdx -h  Y djr -h  7ulz  une  différence  exacte,  ce  qui 
est  le  cas  de  la  naliiix*,  et  le  seul,  par  conséquent, 
qu’il  convienne  d’examiner  ici , en  faisant , pour 
abréger, 

Xdx  -t-  Y f/j  -h  Zdz=  dïl, 
on  aura  • 


± = dn-t,la:-±.lr-‘'-^dz 

P lit  lit  lit 

<‘t\. 

ih'  ) ' 


lit 

-Id. 

2 


tl 


(U 

dy^ 


d’où,  en  intégrant  et  observant  que  l’on  a 


Cà'tte  intégrale  devrait  contenir  en  outre  une  arbi- 
traire fonction  de  t\  mais  on  pcnit  la  supposer  com- 
prise dans  la  fonction 

Si  l’on  substitue  de  même  pour  ^,  u,  e leurs  valeurs 
dans  l’équation  {b),  on  aura 


d fi 


'S 


d.p^ 


d,  P 


d,o 


dz 


dx 


dr 


dz 


= O.  (gO 


C’est  l’éfpialiou  relative  à la  continuité  du  fluide. 
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Ainsi  donc  les  équations  tlii  inonvcnient  du  fluide 
se  réduisent,  dans  le  cas  que  nous  examinons,  aux 
deux  équations  {/)  et  (^).  Si  1(>  fluide  est  homogène. 


on  a,  dans  la  première  de  ces 
et  la  seconde  se  réduit  à 


/dp  P 

P ~ P 


dx^ 


11  ne  s’agit  donc  que  d’intégrer  cette  équation  ; elle 
donnera  la  valeur  de  9,  et  en  la  substituant  dans  l’é- 
quation {J)y  on  aura  par  de  simples  dilTérentiations 
celle  de  p. 

Il  n’y  a aucun  moyen  de  reconnaître  h priori  tous 
les  cas  où  la  fonction  sdx  -h  uct j ■+■  vdz  doit  être 
une  différence  exacte  ; mais  on  peut  démontrer  qu’elle 
le  sera  pendant  toute  la  durée  du  mouvement,  si  elle 
l’est  pour  un  instant  donné.  En  effet,  supposons  que, 
pour  un  instant  quelconque,  elle  soit  intégrable  et 
égale  à d<f\  dans  l’instant  suivant,  elle  deviendra 

, ds  , du  t dv  , 

d^^-dœ^-djr-^~dz. 


Elle  sera  donc  encore  une  différence  exacte  pendant 

cet  instant,  si  la  fonction  ^ dx  dy  dz  en 
’ dt  dt  •'  . dt 

est  une.  Or  l’équation  (e)  donne 


ds  , du  . ^dv  , . dp  \ , I do'  dm' 

— rfx-t-  — -7-  dz=zdn </.  ( -T-  -H -T^ 

dt  dt  dt  P a \dx'  dy' 


dz'  / 


Si  l’on  suppose  la  densité  p constante  ou  fonction  de  p, 
le  second  membre  de  cette  équation  est  une  différence 
exacte;  le  premier  l’c'st  donc  [)areillement,  et  la  fonc- 


Digitized  by  Google 


17»  THÉORIE  ANALYTIQUE 

tioii  sdx  udy  vdz  est  une  différenlielie  complète 
dans  le  sc'cond  instant  si  elle  l’est  dans  le  premier, 
et  elle  demeure  telle,  par  conséquent,  pendant  tout 
le  temps  oi'i  le  fluide  se  meut. 

Si  le  fluide  part  de  l’état  du  repos,  et  sans  qu’il  lui 
soit  imprimé  de  vitesses  initiales,  on  aura  J=o,  «=o, 
e = O,  pour  le  premier  instant  : sdx  -t-  udy  + vdz 
sera  donc  une  différence  exacte  pour  cet  instant,  et 
elle  le  sera  aussi,  par  consé‘quent,  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 

La  fonction  sdx  + udj  + vdz  est  encore  inU^- 
grable  lorsque  la  masse  fluide  que  l’on  considère  ne 
fait  que  de  très-petites  oscillations,  ce  qui  permet  de 
négliger  les  carrés  et  les  produits  des  vitesses  f,  u,  v 
de  ses  molécules.  Les  équations  (a)  donnent  alors 
simplement 

dn-±='^dx^'^dr+'tdz. 

P lie  de  ■'  de 

1^  fonction  ^ dx  dr  dz,  et,  par  consé- 
dt  de  •'  de  ‘ 

quent,  la  fonction  sdx  -f-  udy  ■+-  vdz,  sera  donc  une 
différentielle  exacte,  si  l’on  suppose,  comme  nous  le 
faisons,  p fonction  de  p.  Ln  nommant  comme  précé- 
demment df  cette  dernière  <lifférence,  on  aura 

Il_ 

J P 

Cette  équation,  jointe  à réc(uation  ( g),  relative  à la 
continuité  du  fluide,  renferme  toute  la  théorie  des  on- 
dulations très-petites  des  fluides. 

ii.  Nous  a\ons  considéré  dans  le  n"  .">11  une  masse 
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fluide  (louée  d’uu  mouvement  uniforme  de  rotation 
autour  de  l’axe  des  z;  on  a,  dans  ce  cas. 


s z=  — « =;  MJC,  e = O, 

el  des  ('cjnatifjus  (a)  on  tire 

— = r/n  + u’  (xdx  4-  jdy)- 


(’a'ttc  équation  est  identique  avec  ci'lle  à laquelle 
nous  sommes  déjà  parvenus  dans  le  numéro  cité;  les 
deux  membres  sont  des  différentielles  complèt(‘s,  et 
en  supposant  la  (bmsité  p constante,  on  a,  en  l’inté- 
grant. 

Il  + J"). 


L’équation  (c),  relative  à la  continuité  du  fluide, 
sera  également  satisfaite,  puisque  les  valeurs  s,  m,  e, 
donnc'iit 


Les  {'quations  du  mouvement  des  fluides  sont  donc 
possibles  dans  le  cas  que  nous  considérons,  et,  par 
conséquent,  ce  mouvement  peut  avoir  lieu. 

■ Il  est  à remarquer  cependant  que  ce  cas  très-simple 
est  du  nombre  de  ceux  où  la  fonction  sdx-^-udy+vdz 
n’est  pas  une  différentielle  exacte  : en  effet  on  a 

sdx  udy  + vdz  = (.) {xdjr  — j^dx), 
(‘xpivssion  (|ui  n’est  pas  intégrable. 
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Il  suit  do  là  que  dans  la  théorie  des  oscillations  de 
la  mer,  résidtant  de  l’action  qu’exercent  sur  elle  la 
Lune  et  le  Soleil,  on  ne  doit  pas  regarder  la  fonction 
sdx  udy  + er/z  comme  une  différence  exacte,  puis- 
(pi’elle  ne  l’est  pas  dans  le  cas  même  où  la  mer  ne 
serait  agitée  que  par  le  mouvement  de  rotation  qui 
lui  est  commun  avec  la  Terre. 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTtME  DU  MONDE. 


175 


LIVRE  DEUXIÈME. 

DU  MOUVEMENT  DE  RÉVOLUTION  DES  CORPS 
CÉLESTES. 


Après  avoir  développé,  dans  le  livre  précédent,  les 
lois  générales  de  la  Mécanique,  nous  allons  en  faire 
l’application  aux  corps  du  système  solaire,  et  entre- 
prendre, conformément  au  but  que  nous  nous  sommes 
proposé  dans  cet  ouvrage,  de  nous  élever,  par  une 
suite  de  raisonnements  rigoureux,  à la  théorie  des 
phénomènes  que  les  cienx  nous  présentent.  Les  mon- 
vetiK'iits  des  corps  que  nous  observons  à la  surface  de 
la  Terre,  sont  gênés  par  tant  d’obstacles,  compliqués 
par  tant  de  causes  secondaires,  que  les  plus  simples 
surpassent  souvent  les  forces  de  l’analyse;  mais  il  n’en 
est  pas  de  même  dans  l’espace  des  vieux.  Une  loi  gé- 
nérale,, qu’il  est  facile  de  soumettre  au  calcul,  règle  les 
mouvements  des  coqis  célestes.  Une  force  principale 
les  anime,  et  l’action  des  forces  secondaires  est  si 
petite  [)ar  rapport  à la  sienne,  qu’elle  ne  cause  dans 
leur  marche  que  de  légères  irrégularités  dont  on  peut 
comprendre  les  effets  dans  des  formules  générales  qui 
embrassent  à la  fois  les  siècles  passés  et  les  siècles  à 
venir,  et  qui,  devan(;ant  les  observations,  présentent, 
jusque  dans  leurs  moindres  tlétails,  les  changements 
futurs  dir système  du  monde. 

C’est  à exposer  ces  formides  que  ce  livre  et  les  sui- 
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vants  seront  spécialement  consacrés.  On  peut  diviser 
en  trois  classes  les  pliénoménes  que  nojis  olïrenl  les 
corps  célestes.  I.a  picmière  (‘inl)rasse  le  mouveineni 
de  révolution  de  ces  corps  autour  du  Soleil;  la  se- 
conde leui’  inonveni(‘nt  de  rotation  autour  de  leurs 
centres  de  gravité;  enfin,  la  troisième  couiprend  tout 
ce  ((ui  se  rapporte  à leur  figure  <‘t  aux  oscillations  des 
fluides  qui  les  recouvrent.  Nous  allons  nous  occuper 
<lans  ce  livre  des  pliénoménes  de  la  première  espèce. 
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CHAPITRE  PREMIE  K. 

DES  FOnCES  QUI  PRODUISENT  LES  MOUVEMENTS  DES 
CORPS  c^:le.stes,  ou  principe  de  la  pesanteur 

UNIVERSELLE. 


1 . Nous  voyons  chaque  jour  tous  les  corps  du  sys- 
tème solaire,  transportés  par  un  mouvement  propre 
d’occident  en  orient,  changer  de  position  dans  les 
cieux  et  parcourir  d’immenses  esjiaces  a\cc  d’incrova- 
hles  vitesses.  Il  faut  en  conclure,  en  vertu  de  ce  prin- 
cipe général  de  la  nature  que  nous  a^ons  nommé 
l’inertie  de  la  matiéi’c,  que  ces  corps  sont  sollicités 
par  des  forces  qui  sont  invisibles  à nos  yeu.x,  mais 
dont  l’actioir  est  permarrente.  Sarrs  elles,  ces  corps 
resteraierrt  immobiles;  ils  ne  varieraient  pas  par  rap- 
port aux  étoiles,  et  nous  les  verrions  torrjour’s  repa- 
raître dans  les  mêmes  lieux  du  ciel  oii  nous  les  au- 
rions aper-cirs  d’abord.  Telle  est  donc  la  jiremièrc  idée 
fjtre  présentent  à l’esprit  de  l’observaterrr  les  mortve- 
ments  dos  corps  célestes,  et  la  théorie  dir  système  du 
monde  se  rattache  par  conséquent  à urr  grand  pro- 
blèrne  (le  Mécaniqire,  qrri  consiste  à (h^terminer  les 
mouvements  dans  l’espace  d’irn  .système  de  corps  sorr- 
mis  à des  forces  quelconques.  Les  éléments  des  mou- 
vements des  astres,  leur  figure  et  leurs  masses  sont  les 
arbitraires  de  ce  problème,  et  des  données  indispen- 
sables que  la  mécanique  céleste  doit  emprunter  à l’As- 
tronomie. Mais  pour  dtWluire  de  la  solution  de  cette 
I.  12 
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question  {i;énérale  des  résultats  comparables  aux  ob- 
servations, il  faut  nécessairement  connaître  la  nature 
«les  forces  que  l'on  considère;  il  faut  savoir  quelle  est 
la  puissjuice  invisible  qui  anime  ces  grands  corps 
isolés  dans  l’espace,  qui  fait  mouvoir  ces  masses  im- 
m«‘uses,  sans  jamais  laisser  aj)rés  elle  d’autres  traces 
de  son  action  que  les  eflets  qu’elle  a produits.  Pour 
nous  guider  dans  cette  ix'cherche,  et  pour  éviter  de 
nous  égarer  dans  de  vains  systèmes,  c’est  à ces  effets 
mêmes  qu’il  faut  avoir  recours;  c’est  en  interprétant 
convenablement  les  faits  qu'elle  nous  jirésente,  qu’on 
pt'ut  deviner  la  nature;  c’est  en  examinant  avec  soin 
les  phénomènes  observés  que  l'on  peut  espérer  de 
s’élever  jusqu’à  leur  causCi  Si  les  résidtats  de  cet  <'xa- 
men  nous  ont  révélé  h-s  véritables  lois  de  la  nature, 
il  faudra  qu’en  les  combinant  avec  les  principes  gé- 
néraux du  mouvement,  nous  voyions  se  reproduire, 
non-seulement  les  phénomènes  particuliers  d’où  nous 
les  aurons  déduites,  mais  encore  tous  k-s  autres  phé- 
nomèiK's  du  système  du  monde  que  l’observation 
nous  a fait  connaître.  Cette  découverte  aura  cessé 
alors  d’être  une  simple  hypothèse,  et  elle  aura  atteint 
le  plus  haut  degré  de  certitude  dont  les  vérités  phy- 
siques soient  susceptibles. 

De  tous  les  phénomènes  que  nous  offix'iit  les  cieux, 
le  mouvement  de  révolution  des  j»lanètes  et  d<*s  co- 
mètes autour  du  Soleil,  est  c»‘hii  qui  parait  le  plus 
propre  à nous  découvrir  la  loi  des  forc<'s  {jui  les  pro- 
duisent. T«a  similitude  des  orbit('s  des  planètes  et  des 
comètes,  l’iileutité  de  leurs  ligures  semblent  nous  in- 
<li([uer  d’avance  que  ces  forces  iléi  ivent  toutes  d’un 
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principe  général,  et  qu’elles  ne  se  modifient  qu'à 
raison  de  circonstances  particulières  aux  corps  aux- 
quels elles  sont  appliquées.  Considérons  donc  le  mou- 
vement d’une  planète  ou  d’une  comète  circulant, 
autour  du  Soleil,  et  déterminons  la  force  qui  doit 
l’animer  pour  produire  ce  mouvement. 

Une  observation  attentive  <lu  cours  des  [>lanètes  a 
établi  d’une  manière  positive  les  faits  suivants,  qu’en 
mémoire  de  l’astronome  qui  les  découvrit,  on  a nom- 
més les  lois  de  Képler. 

i".  Les  aires  décrites  par  les  raj  ons  vecteurs  des 
planètes  et  des  comètes  dans  leur  mouvement  autour 
du  Soleil,  sont  proportionnelles  aux  temps. 

a®.  Les  orbites  des  planètes  et  des  comètes  sont  des 
sections  coniques  dont  le  centre  du  Soleil  occupe  un 
des  foyers. 

3®.  Les  carrés  des  temps  de  révolutions  des  planètes 
sont  proportionnels  aux  cubes  des  grands  axes  de 
leurs  oibites,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  et  qui  peut 
s’appliquer  également  aux  planètes  et  aux  comètes, 
les  aires  décrites  en  temps  égal,  dans  différentes 
orbites,  sont  proportionnelles  aux  racines  carrées  de 
leurs  paramètres. 

2.  Cela  posé,  formons  lesé<|uations  du  moiivemenl 
de  la  planète  ou  de  la  comète;  que  nous  considérons, 
de  manière  à satisfaire  aux  conditions  précédentes. 
Rapportons  la  position  de  l’astre  au  plan  ménfe  de 
son  orbite;  soientxct^  les  coordonnées  de  son  centre 
de  gravité  relatives  à deux  axes  rectangulaires  menés 
par  le  centre'  élu  Seile'il;  X et  V les  forces  accélera- 

12. 
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tricfs  qui  !«■  sollicitent  parallèlcinenl  aux  nièines  axes, 
les  équations  tlifférenlielles  du  niouvemenl  seront, 
(n”  12,  livre  I ), 


Si  l'on  retranche  ces  deux  équations  l'iine  de  l’autre, 
après  avoir  multiplié  la  |)reiuière  [>ar  et  la  seconde 
par  J?,  on  aura 

(,) 

Il  est  aisé  de  s’assurer  que  Xffj'  — est  le  dou- 
ble de  l’aire  que  décrit  autour  du  Soleil  le  rayon  vec- 
teur de  la  planète  pendant  l’instant  clt.  Cette  aire, 
d’après  la  première  loi  de  Képler,  est  proportionnelle 
à l’élément  du  temps;  ou  aura  donc 

Jcdjr  — ydx  = cdt^  {h) 

c étant  une  constante  arbitraire. 

IjSi  différentielle  dn  premi<‘r  membre  de  cette  équa- 
tion est  nulle,  et  l’équation  (i)  donne  par  conséquent 

\ X — \y  = O. 

Il  suit  de  là  que  les  composantes  X et  Y sont  entn* 
elles  comme  l(*s  coordonnées  x et  y,  ce  qui  indique 
que  leur  résultante  passe  par  l’origine  des  coordon- 
nées, ou  par  le  centre  du  Soleil.  D’ailleurs  la  courbe 
que  décrit  la  planète  ou  la  comète  étant  concave  vers 
le  Soleil,  la  force  qui  l’anime  est  évidemment  dirigée 
vei’s  cet  astre. 

Déterminons  maintenant  les  intensités  d(' cette  force 
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à (litlércnles  distances  du  Soleil.  Rp|)renoiis  pour  cela 
les  deux  étjuatious  (rt).  Si  ou  les  ajoute  après  avoir 
imdtiplié  la  première  par  idx^  la  seconde  par  xdjr^ 
et  (prou  intègre  leur  somme,  on  trouvera 


tlx-  -f-  dy  ‘‘ 


=.c' ij{\dx -Jr^dj),  {x] 


flf. -j\- • ' --J  n ! 

d étant  une  lujuvelle  constante  arbitraire. 

Transfoi’inons  les  coordonnées  x et  eii  d’autres 
variables  plus  commodes  pour  comparer  celte  équa- 
tion aux  n'‘sultats  des  observations.  Soient  r le  rayon 
vecteur  de  la  planète  dans  son  oibite,  v l'angle  que 
forme  ce  ravon  avec  l’axe  de  x ; on  aura 


x = rcose,  j-  = rsme,  r = y'x* 
d’où  l’on  tire 

-t-  d)^  — dr^  + / “ dv*,  xdy  — jdx  = dv. 

Désignons  de  plus  par  R la  force  totale  qui  agit  sur 
la  planète,  cette  force  étant  dirigée  suivant  le  rayon 
vecteur  r,  et  tendant  à diminuer  les  coordonnées  x 
et  y ; on  aura 

X = — R cos  e,  Y = — R sin  t>,  R = y X*  -H  Y*, 


et,  par  conséquent, 

\dx-\-Xdy  =■ 


Rr/r. 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  r(*quation  (a)  et 
(pi’on  élimine  dl  au  moyt'u  de  l’équation  ,7;),  on  aura 

e}  ,dr  c‘‘  , I / ■)  \ 


Digitized  by  Google 


i82  TUÉORIK  A.NALÏTIQL'E 

Coite  équation  donnera,  <‘n  l’intégrant,  la  relation 
qui  doit  exister  entre  le  rayon  vecteur  r et  la  longi- 
tude e,  c’est-à-dire  l’équation  polaire  de  l’orbite,  lors- 
que U sera  donné;  dans  le  cas  contraire,  en  la  compa- 
rant à l’é(piation  difTérenfielle  d<‘  l’orbite,  suj)posée 
connue,  elle  servira  à déterminer  cette  force. 

la;s  planètes  et  les  comètes  se  meuvent  dans  des  .sec- 
tions conicpies  dont  le  .Soleil  occupe  le  loyer,  d’après 
la  secondi*  loi  de  Képler;  l’écpiation  générale  de  ces 
courbes,  rapportées  aux  coordonnées  polaires,  peut 
être  mise  sous  cette  forme  : 

y _ I -4-  6Tos(y  — , , 

n désignant  le  demi-grand  axe,  ou  ce  que  les  astro- 
nomes appellent  la  distance  moyenne:,  e l'excentri- 
cité, ou  le  rapport  de  la  distanct*  focale  au  demi-grand 
axe.  Le  point  de  l’orbite  le  plus  rapproché  du  Soleil 
se  nomme  le  périhélie,  <‘t  le  point  qui  eu  est  le  plus 
éloigné  l’aphélie-,  u est  l’angle  compris  entre  le  grand 
axe,  ou  la  lij’ne  des  apsides,  et  la  ligne  fixe  d’où  l’on 
compte  l’angle  t»,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  lon- 
gitude du  périhélie. 

L’équation  précédente  est  celle  d’une  ellipse  lors- 
que a est  positif,  et  que  e est  plus  petit  que  l’unité; 
elle  devient  celle  d’une  parabole  quand  a est  infini  et 
que  e égale  l’unité;  enfin  elle  représente  une  hyper- 
bole lorsque  a est  négatif  et  que  e siui)asse  l’unité. 

Elle  donne,  en  la  différentiant, 

I dr  !’  sin  (f  — w) 

/■’  dv  a P — e')  ’ 
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d’oii,  cil  flcvaiU  les  deux  membres  au  carré,  el  éli- 
minant e^sin’(e  — w)  au  moyen  de  l’équation  (c), 
on  tin* 


1 dr'  2 I I _ I I, 

r'  dv^  a(l  — c",  r r’  a'(i  — c')  ''' 

L’équation  (3)  devient  ainsi 

a(i — <r’).r  n’(i  — c') 

Cette  équation  donne,  en  la  différentiant. 


n(l  — c’)  r" 

Ainsi  donc,  de  ce  que  les  orbes  que  les  planètes  i‘t  les 
comètes  décrivent  autour  du  Soleil  sont  des  sections 
coniques,  il  s’ensuit  que  la  force  qui  les  sollicite  est 
réciproque  au  carré  des  distances  du  centre  de  ces 
astres  au  centre  du  Soleil.  C’est  en  vertu  d’une  force 
accélératrice  dirigée  vers  le  Soleil,  et  variable  suivant 
cette  loi,  combinée  avec  une  impulsion  primitive, 
que  chacun  de  ces  corps  est  mis  en  mouvement  dans 
l’espace. 

Réciproquement,  si  la  force  R est  supposée  croître 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances,  ou  égale  à 

— » //  étant  une  constante,  la  courbe  décrite  est  une 

section  conique  : en  effet,  si  l’on  remplace  R par  sa 
valeur,  l’équation  (3)  devient 

t dr'  2 A I 1 c'  ... 

r'  r ~ T'  ^ ' 

r 

Cette  équation  est  identique  avec  ré<iuation  [d') 


V 
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lorsqu’on  suppose 


Ces  écpiations  de  condition  détermineront  les  deux 
arhifrain's  a et  e;  l'équation  (c)  des  sections  coniques 
ne  contiendra  donc  plus  que  la  seule  constante  arbi- 
traire w,  et  comme  l’équation  (4)  n’est  que  du  pi<‘- 
mier  ordre,  elle  sera  l’intégrale  comjjléto  de  cette 
équation. 

Ainsi  donc,  ce  n’est  qu’en  vertu  d’une  force  attrac- 
tive réciproque  au  carré  des  distances,  qu’un  corjis 
projeté  Mans  l’e.space  peut  décrire  autour  du  Soleil 
une  section  conique;  et  la  plus  légère  variation  dans 
«•ette  loi  produirait  des  orbitt*s  d’une  nalure  toute 
différente. 

léintensitc  de  la  force  K dépend  du  coefficient  4, 

ou  de  sa  valeur  • Les  trois  quantités  a,  e,  c 

(pii  entrent  dans  cette  fonction,  ont,  relativement  à 
chaqiKî  planète  et  à chaque  comète,  des  valeurs  par- 
ticulières, en  sorte  (pi’on  ne  saurait  décider  d’avance 
si  cette  intensité  vai  ie  d’une  plani'ti*  à une  autre,  ou 
si  elle  est  la  même  pour  tous  les  cor|)s  célestes  ; mais 
la  troisième  loi  de  Képler,  dont  nous  n’avons  point 
encore  fait  usage,  va  nous  fournir  le  moyen  de  ré- 
soudre cette  question.  En  effet,  soit  T le  temps  de  la 
révolution  d’une  planète,  cT  sera  le  double  de  l’aire 
décrite  pendant  cet  intervalle  par  son  rayon  vecteur, 
puisque  les  aires  sont  propcirtionnelles  au  temps,  et 
que  c exprime,  comme  nous  l’avons  vu,  le  double  de 
faire  décrite  pendant  l’unité  de  temps.  Mais  faire  cpie 
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le  rayon  veclcur  r décrit  j)endant  le  temps  T,  est  la 
surface  même  de  l’ellipse  planétaire;  elle  sera  donc 
égale  à 7ra*  y i — en  nommant  n le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre,  et  l’on  aura  ainsi 

cT  = 2 71  a’  V I — ; 

d’où  l’on  tire 

c’  4 

a (i  — c’)  ~ 

De  meme,  relativement  à une  antre  planète  quel- 
conque, en  nommant  a',  e’,  c',  T,  ce  que  deviennent, 
par  rapport  à cette  planète,  les  quantités  que  nous 
avons  désignées  par  a,  e,  f,  T,  on  aurait 

c'’  4 

'a'  {i  — e")  ~ 

Or,  la  troisième  loi  de  Képh'r  donne  cette  proportion 
T*;  T'»::  a»;  a'»; 

j)ar  conséquent 

c’  c'’ 

(I  (i  — e’)  «'  (i  — (è’) 

La  troisième  loi  de  Répler  s’observe,  relativement 
aux  comètes,  dans  la  partie  de  leur  cours  que  nous 
pouvons  observer;  mais,  comme  les  grands  axes  de 
leurs  orbites  et  la  durée  de  leur  révolution  sont  gé- 
néralement inconnus,  on  calcule  leurs  mouvements 
<lans  des  orbes  paraboliques.  En  nommant  D la  dis- 
tance du  foyer  au  sommet  de  la  parabole,  le  para- 
mètre qui,  dans  l’ellipse,  est  exprimé  par  ia.{  \ — e*), 
est  pai-  rapport  à cette  nouvelle  courbe  égal  à /|D; 
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on  a donc,  relativcinenl  à une  comète  qnelconqiu», 

h = — • D’ailleurs  les  aires  décrites  iHMulant  le  même 
• 2 D ' 

intervalle  de  temps  dans  différentes  orbites,  sont  entre 

elles  comme  les  racines  carrées  de  leurs  paramétres, 

ce  qui  donne  la  proportion 

c \ d <fin  (i  — e’)  ; a \ 1), 

et,  par  suite, 

c’  ‘ c" 

a {i  — c’)  2 D’  ' 

Le  coefficient  h est  donc  le  même  pour  tous  les  corps 
du  système  solaire.  Il  suit  de  là  que  l’intensité  de  la 
force  R est,  relativement  aux  planètes  et  aux  co- 
mètes, réciproque  au  carré  de  leurs  distances  au  So- 

• leil,  et  ne  varie  de  l’une  à l’autre  qu’à  raison  de  ces 
distances. 

Deux  planètes,  supposées  également  éloignées  du 
Soleil,  seraient  donc  attirées  vers  cet  astre  par  des 
forces  égales,  et,  abandonnées  à leur  pesanteur,  elles 
s’y  précipiteraient  avec  la  même  vitesse  : la  force  qui 
les  sollicite,  est  donc  encore  proportionnelle  à leur 
masse. 

Lt's  satellites,  dans  leur  mouvement  autour  de  leurs 
planètes,  observent,  à quelques  inégalités  près,  les 
lois  de  Répler  ; ils  circident  d’ailleurs  autour  du  Soleil 
à très-peu  près  comme  leurs  planètes  elles-mêmes,  de 

• sorte  qu’en  même  temps  que  les  satellites  se  meuvent 
autour  de  leur  planète,  le  système  entier  de  la  pla- 
nète et  de  .ses  satellites  est  emporté  d’un  mouvement 
commun  dans  l’espace,  et  retenu  j>ar  la  même  force 
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aiitoui' dit  Soleil.  Il  en  faut  conclure  que  les  satellites 
sont  attirés  vers  le  centre  de  leur  planète,  et  vers  le 
centre  du  Soleil,  par  des  forces  réciproques  aux  carrés 
des  distances.  I..e  mouvement  elliptique  de  la  Lune 
autour  de  la  Terre  étant,  il  est  vrai,  sensiblement  altéré 
par  l’action  des  forces  perturbatrices,  la  loi  de  dimi- 
nution de  la  force  attractive  de  cette  [ilanète  ne  sau- 
rait .s’en  déduire  d’une  manière  aussi  évidente;  mais  la 
comparaison  des  mouvements  lunaires  au  phénomène 
de  la  chute  des  corps  à la  surface  de  la  Terre  nous 
offre  pour  reconnaître  cette  loi  un  moyen  plus  simple 
et  aussi  exact.  En  effet,  en  comparant  la  pesanteur 
que  la  Terre  exerce  .sur  les  corps  qui  renvironnent  à 
la  puissance  qui  retient  les  planètes  dans  leur  orbite, 
on  voit  (pie  ces  forcc's  ont  entre  elh's  la  plus  grande 
analogie.  La  pesanteur  terrestre  se  manifeste  sur  le 
sommet  des  montagnes  les  plus  élevées,  et  les  expé- 
riences du  pendule  prouvent  c[ue  son  action  s’affaiblit 
à mesure  que  l’on  s’éloigne  du  centre  du  globe,  il  est 
donc  naturel  de  supposer  qu  elle  s’étend  jusqu’à  la 
Lune  en  suivant  .la  loi  de  diminution  de  la  grav  ité. 
Comparons,  dans  cette  hypothèse,  la  hauteur  dont  un 
corps  pesant,  placé  au  centre  de  la  Lune,  tomberait 
vers  la  Terre  dans  la  première  seconde  de  sa  chute,  à 
l’espace  dont  la  Lune  s’approcherait  de  la  Terre,  dans 
le  même  intervalle,  sans  la  vitesse  de  projection  qui  la 
retient  dans  son  orbite. 

Désignons  par  ç l’intensité  de  la  pesanteur  sous  le  pa- 
rallèle dont  le  carré  du  sinus  de  la  latitude  est  ^ : nous 
choisissons  ce  parallèle  parce  que  l’attraction  de  la 
Terri'  sur  les  points  placés  à sa  surface,  est  à très-peu 
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près  la  même,  comme  cela  a lieu  à la  distance  de  la 
Lune,  que  si  la  masse  entière  du  globe  était  réunie  à 
son  centre  de  gravité.  Si  l’on  suppose  (pie  la  pesanteiu  ' 
terresti’e  diminue  proportioniudlemeut  au  carré  des 
distances,  qu’on  nomme  r le  rayon  de  la  Terre  corres- 
pondant au  parallèle  que  lujus  considérons,  et  r'  la 
moycmiie  distance  de  la  Lune  à la  Terre,  la  quantité 

^ exprimera  la  force  qui  solliciterait  vers  le  centre  de 

cette  dernière  planète  un  corps  placé  au  centre  de  la  • 
Lune.  La  pesanteur  sous  le  parallèle  dont  le  carré  du 
sinus  de  la  latitude  <’st  -,  a pour  mesure  g'“,7()38b; 
mais  la  gravité  est  diminuée  sous  ce  parallèle  des  deux 
ti(‘is  de  la  force  centrifuge  due  au  mouvement  de  lo- 
tation  de  la  Terre  : cette  force  est  le  de  la  gravité 
(n”  16,  livre  1).  Il  faut  donc  augmenter  dans  le  même 
i-apport  la  (juantité  g'“,'ÿ938G  pour  avoir  la  mesure 
de  la  force  totale  due  à l’attracticju  de  la  Terre;  on 
aura  ainsi* 

9 = (•  + I ■ âk)  = 9'“,8iG45. 

La  distance  moyenne  de  la  Lune  à la  Terre,  d’après  les 
observations  les  plus  exactes,  est  égale  à Go,3Ga5  fois 
le  rayon  terrestre  correspondant  au  parallèle  dont 
nous  nous  occupons  : on  a donc  tout  ce  qui  est  néces- 
saire pour  l’évaluation  de  la  fonction  et  comme 

cette  quantité,  par  les  lois  de  la  chute  d(*s  graves,  doit 
être  égale  au  double  de  la  hauteur  dont  un  corps  placé 
au  centre  de  la  Lune  tomberait  vers  la  Terre  dans  la 
pi  emière  vcco/jr/e  lie  sa  cliute,  en  nommant  cette  liaii- 
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t(‘ur,  on  aura 


1 9'", 81645 

2 (60,3625)’ 


o"‘,ooi3/(7t . 


Comparons  cette  quantité  à la  liauteur  dont  la  Lune 
descendrait  vers  la  Terre  dans  le  même  intervalle,  en 
vertu  de  la  force  attractive  de  celte  planète,  sans  la  vi- 
tesse de  projection  qui  la  maintient  dans  son  orbite. 
Cette  hauteur  est  évidemment  égale  au  shmx  verse  de 
l’arc  quelaLune  parcourt  sur  son  orbite  en  une  seconde 
de  temps  ; si  l’on  désigne  par  T le  temps  d’une  révolu- 
tion sidérale  de  la  lame  e.xpriméeen  secondes,  par/'  le 
rayon  moyen  de  l’orbe  lunaire,  et  par  tt  le  raj/port 
de  la  circonférence  au  diamètre,  cet  arc  sera  égal  à 

lr'  is  . 

— ) et  comme  il  est  nécessairement  tres-petit,  son 
sinus  verse  sera  à très-peu  près  égal  à ’ 

, 2 z-'ir’ 

ou  a — 

Nous  verrons,  dans  la  théorie  de  la  Lune,  que  sa  ju'- 
santeiir  vers  la  Terre  est  diminuée  par  l'action  thi  So- 
leil d’une  quantité  dont  la  partie  constante  est  la 
partie  de  cette  pesanteur;  de  plus,  la  force  qui  main- 
tient la  Lune  dans  l’orbite  qu’elle  décrit  autour  de  la 
Terre,  est  égale  à la  somme  des  masses  de  la  Terre  « l 
de  la  laine  divisée  par  le  carré  de  leur  distance  luii- 
tnelle.  Il  faut,  d’après  cela,  introduire  une  double 

correction  dans  l’e.xprcssion  précédente  — pour 

avoir  l’espace  dont  la  Lune  descend  vers  laTerre  en  nue 
seconde  de  temps  en  vertu  de  la  seule  action  delà  Terre. 
Or  il  est  aisé  de  voir  que  la  priMuière  correction  re- 
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vient  à nniltiplier  par  la  quantité  i -+-^^7  oh  par 

la  fraction  1^*  , et  la  seconde,  en  supposant,  d'après  la 
théorie  des  marées,  que  la  masse  de  la  Lune  est  à très- 
peu  près  égale  à ^ de  celle  de  la  Terre,  à multiplier 
la  même  fonction  par  la  quantité  (1—75)  ou  par  la 
fraction  Si  l’on  nomme  donc  h la  hauteur  dont  la 
Lune  tombe  vers  la  Terre  dans  l’intervalle  d’une  se- 
conde sexagésimale,  en  observant  fjue  l’on  a 

T = -iSGoSqi",  TT  = 3, 1415927, 

et  que  le  rayon  terrestre,  sous  le  parallèle  dont  il  s’agit, 
est  égal  à 6369733*“,  ce  qui  donne 

r' = (60,3620;  (6369733*“) , 

on  aura 

. 2 (60,3625)  (636^733"’)  (3,1415927)*  (358)  (74 ) 

(236o5yi)’(  357)(75) 

= o*",ooi3476. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  A = o'“,ooi  347 1 . La 
ditïércnce  qui  existe  entre  ces  deux  valeurs  de  h est 
tellement  petite,  qu'on  ne  peut  rattribuer  qu’aux  im- 
perfections des  observations  et  des  tlonnées  employées 
dans  le  calcul.  La  pesanteur  terrestre,  diminuée  pro- 
portionnellement au  carré  des  distances,  est  donc  la 
véritable  force  qui  retient  la  Lune  dans  son  orbite,  et 
. cette  pesanteur  n’est  ainsi  (pi’un  cas  particulier  d’une 
propriété  attractive  dont  sont  douées  les  autres  pla- 
nètes. C’est  cette  analogie,  remarquée  pour  la  première  . • 
fois  par  Newton,  qui  lui  lit  nommer  cette  tendance 
cpi’ont  tous  les  corps  de  la  nature  les  uns  vers  les 
autres,  (gravitation  ou  pesanteur  universelle. 


Digitized  by  Google 


r 


9 

. DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  191 

La  soûl»'  conipai’ais<M>  dos  niouveiiionls  côlostos 
aux  lois  de  la  Mécanique,’ nous  conduit  donc,  sans 
aucune  hypothèse  étrangère,  à regarder  le  Sr)lcil  et  les 
planètes  qui  ont  des  satellites,  comme  le  ceiitn*  de 
forces  attractives  qui  s’exercent  sur  tous  les  coips 
(pi’vmhrasse  leur  sphère  d’activité,  en  raison  directe 
des  masses  et  invei-se  du  carré  des  distances.  Il  est  na- 
turel de  supposer,  par  analogie,  que  la  même  pro- 
priété s’étend  aux  comètes  et  aux  planètes  qui  n’ont 
pas  de  satellites;  mais  d’ailleurs  c’est  un  principe  de 
la  nature  généralement  admis,  que  la  réaction  est  tou- 
j<»iii’s  égale  et  contraire  à l’action':  les  planètes  et  les 
comètes  attirent  donc  le  Soleil  de  la  méjnc  manière 
qu  elles  sont  attirées  par  lui;  les  satellites  réagissent 
pareillement  et  suivant  la  même  loi,  sur  leurs  planètes 
et  sur  le  Soleil,  et  la  gravitation  de  tous  les  corps  cé- 
lestes les  uns  vers  lesautres  doit  être  regardée,  par  con- 
sécpteut,  comme  une  suite  incontestable  des  résultats 
que  l’observation  de  leurs  mouvements  nous  présente. 

Oite  force  d’attraction,  dont  sont  doims  tous  les 
corps  du  système  solaire,  n’est  pas  une  propriété  qui 
l('ur  aj)partienne  en  masse;  elle  pénètre  également 
leurs  dernières  molécules.  En  effet,  les  expiViences 
faites  à l’aide  de  pendules  de  différentes  natures,  prou- 
vent que  tous  les  corps  que  nous  connaissons  pèsent 
vers  le  centre  de  la  Terre  eu  raison  directe  de  leur 
masse,  et  que  tous,  abandonnés  à eux-mêmes  *lans  le 
vide,  se  précipiteraient  vers  elle  avec  la  même  vitesse  ; 
chacun  d’eux  réagit  donc  sur  elle  et  l’attire  suivant  la  ' 
même  loi.  La  pesanteur  terrestre  est  d’ailleurs,  comme 
nous  l’avons  vu,  une  force  identiqiu'inent  de  même 
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natiirt'  que  cette  teiulaiice  général'  qui  pousse  les 
corps  célestes  les  uns  vers  les  autres;  il  est  doue  [ué- 
sumable  que  ces  deux  forces  ont  le  iiiènie  mode  d’ac- 
tion. C’est  d’ailleurs  ce  que  l’expérience  confirme  de 
la  manière  la  plus  évidente.  Ainsi  nous  ferons  voir 
dans  la  théorie  de  la  Lune  qu’une  légère  dilTérence 
supposée  dans  les  actions  du  Soleil  sur  la  Terre  {‘t  sur 
la  Lune,  troublerait  sensiblement  l’accord  qui  existe 
entre  les  résultats  de  la  théorie  et  des  observations;  et 
l’on  verra  dans  la  théorie  des  marées,  que  si  les  attrac- 
tions que  le  Soleil  et  la  Lune  exercent  sur  la  partie 
solide  du  sphéroïde  terrestre,  et  sur  les  molécules 
acpieuses  de  l’Océan,  n’étaient  pas  identiquement  les 
mêmes,  les  phénomènes  du  flux  et  du  reflux  seraient 
très-différents  de  ce  qu’ils  sont  aujourd’hui. 

J..a  théorie  delà  Lune  a servi  encore  à démontrer  que 
la  transmission  de  la  gravité,  si  elle  n’est  pas  instanta- 
née, doit  être  supposée  au  moins  citKjuatilc  millions  de 
fois  plus  grande  que  celle  de  la  lumière,  cpii  est,  comme 
on  sait,  de  yoooo  lieues  par  seconde.  Ou  peut  donc, 
sans  erreur  sensible,  regarder  comme  on  l’a  fait  jus- 
qu’ici, cette  vitesse  comme  infinie.  F.nfin  il  résulte  de 
l’accord  du  calcul  et  des  phénomènes  observés,  que 
la  prsanteur  terrestre  et  la  gravitation  des  corps  cé- 
le.stes  n’éju'ouvent  aucune  altéi'atioii  de  l’interposi- 
tion de  corps  étrangers  entre  les  points  atliiés  et  le 
foyer  d’attraction.  Il  faut  donc  désormais  reconnaître 
comme  une  vérité  démontrée  par  l’accord  du  calcul 
avec  tous  les  faits  observés,  cette  grande  loi  de  la  na- 
ture, savoir  : (ftte  tontes  les  molécules  de  lu  matière 
s'attirent  en  raison  directe  des  masses,  et  inverse  du 
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carré  des  distances.  Cette  attraction  mutuelle  agit  in- 
stantanément, et  n’est  modifiée  ni  par  la  nature  des 
molécules,  ni  par-l’interposition  de  corps  étrangers. 

Le  mouvement  elliptique  que  nous  avons  sup- 
posé aux  planètes  n’est,  il  est  vrai,  qu’approximatif, 
et  les  corps  cél<*stes  ne  se  meuvent  pas  rigoureusement 
ilans  des  sections  coniques;  mais  il  faut  considérer 
qu’en  vertu  de  leurs  actions  mutuelles  les  unes  sur  les 
autres,  les  plapètes  doivent  s’écarter  des  orbites  ellip- 
tiques qu’elles  décriraient  si  elles  n’étaient  soumises 
qu’à  la  seule  action  du  Soleil,  et  comme  les  masses  des 
planètes  sont  toutes  très-petites  relativement  à celle 
de  cet  astre,  ces  écarts  ne  doivent  qu’altérer  légère- 
ment la  focjne  des  orbites  elliptiques,  et  la  durée  des 
révolutions  planétaires  qui  leur  correspondent  ; c’est 
en  effet  ce  qui  a lieu  dans  la  nature.  Ces  perturbations 
ne  sont  donc  qu’une  nouvelle  conséquence  du  prin- 
cipe de  la  gravitation  universelle;  et  ce  qui  caracté- 
rise éminemment  cette  grande  loi,  dont  nous  deVons 
à Newton  l’immortelle  découverte,  c’est  que  toutes  les 
anomalies  qui  se  sont  présentées  dans  les  mouvements 
des  corps  célestes,  et  qui  ont  semblé  d’abord  devoir 
en  faire  contester  l’existence,  ont  été  expliquées  par 
elle  à mesure  que  l’analyse  a fait  de  nouveaux  progré.s, 
et  n’ont  servi  qu’à  la  faire  ressortir  avec  un  nouveau 
degré  d’évidence. 

Une  fois  ce  grand  principe  admis,  on  voit  tous  les 
phénomènes  célestes  s’en  déduire  sans  peine.  Les  per- 
turbations des  planètes,  des  comètes  et  des  satellites 
eu  sont,  comme  nous  l’avons  dit,  la  première  con- 
l.‘  i3 
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séquence,  et  la  détermination  de  leui’s  inégalités  ne 
dépend  plus  que  de  causes  qui  nous  sont  connues,  et 
dont  nous  pouvons  par  conséquent  calculer  les  effets. 
Réunies  par  leurs  attractions  mutuelles,  les  molécules 
dont  les  corps  célestes  se  composent,  ont  dû  former 
d’abord  une  masse  à j)eu  près  sphérique;  mais  leur 
mouvement  de  rotation  a bientôt  altéré  cette  figure, 
et,  en  vertu  de  la  force  centrifuge,  il  a,  dû  aplatir 
leurs  pôles  et  élever  leur  équateur.  La  figure  des  corps 
célestes  n’étant  pas  sphérique,  la  résidtante  de  leurs 
actions  mutuelles  n’a  plus  passé  exactement  par  leur 
centre  de  gravité,  et  il  a dû  en  résulter  des  mouve- 
ments qui  déplacent  insensiblement  leurs  axes  de  ro- 
tation : c’est  ce  que  l’observation  confirme.  Enfin 
l’action  inégale  du  .Soleil  et  de  la  Lune  sur  les  eaux 
de  l’Océan  doit  y faire  naître  des  mouvements  d’os- 
cillation analogues  à ceux  que  nous  pré.sente  le  phé- 
nomène du  flux  et  du  rellux  de  la  mer.  Mais  c'est  à 
l’analyse  qu’il  appartient  de  développer  ces  grands 
effets  de  la  loi  de  la  pesanteur  universelle;  c’est  à elle 
de  donner  à de  simples  inductions  toute  la  certitude  de 
vérités  rigoureuses. 

Nous  examinerons  successivement  ces  principaux 
points  de  la  théorie  du  système  du  inonde,  avec  tout 
le  soin  cpie  leur  importance  exige.  Les  grands  progrès 
qu’a  faits  l’a^nalyse  dans  ces  derniers  temps,  nous  met- 
tront à même  de  présenter  ce  tableau  avec  un  en- 
semble et  une  clarté  qui  peut-être  lui  avaient  man- 
qué jusqu’ici.  Newton,  par  la  force  de  son  génie, 
avait  découvert  le  secret  de  la  nature;  mais  l’état  d’im- 
perfection oû  était  encore  de  .son  temps  le  calcul  algé- 
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brique,  ne  lui  permit  pas  d’en  faire  ressortir  toutes 
les  consé(|uences  avec  ce  degré  d’évidence  qui  peut 
seul  arrêter  l'envie  et  imposer  silence  à l'erieur.  I.es 
géomètres  des  siècles  suivants  consacrèrent  leurs  tra- 
vaux à achever  l’ouvrage  qu’avait  si  heureusement 
commencé  le  géomètre  anglais.  En  poussant  succes- 
sivement plus  loin  les  approximations,  ils  démontrè- 
rent l’admirable  concordance  qui  existe  entre  les  cal- 
culs résultants  de  la  loi  de  l’attraction  universelle  et 
les  phénomènes  observés,  et  ils  parvinrent  à établir 
enfin  sur  des  bases  inébranlables  le  plus  lieau  monu- 
ment que  l’esprit  humain  ait  élevé  à sa  gloire. 
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CHAPITRE  II. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  d’uN 
SYSTÈME  DE  CORPS  SOUMIS  A LEURS  ATTRACTIONS 
MUTUELLES. 


S.  Pour  embrasser  dans  toute  sa  généralité  la  théo- 
rie des  mouvements  des  corps  célestes,  nous  com- 
mencerons par  former  les  équations  différentielles  du 
mouvement  d’un  système  de  corps  soumis  à leurs 
attractions  mutuelles,  en  supposant,  conformément 
aux  résultats  trouvés  dans  le  chapitre  précédent,  que 
ces  attractions  s’exercent  en  raison  directe  des  masses 
et  en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  Nous  res- 
treindrons seidement  l’étendue  de  cette  question  par 
l’hypothèse  que  les  parties  du  système  sont  assez  éloi- 
gnées entre  elles  pour  que  l’on  puisse  faire  abstraction 
de  la  figure  des  corps  attirants,  et  les  regarder  comme 
des  masses  concentrées  dans  leur  centre  de  gravité. 
Cette  hypothèse  est  conforme,  comme  nous  le  ferons 
voir,  à ce  qui  a lieu  dans  notre  système  planétaire. 

Soient  donc  m la  masse  de  l’un  quelconque  des 
corps  du  système  que  nous  considérons;  X,  y,  z,  les 
coordonnées  de  son  centre  de  gravité  relatives  à trois 
axes  rectangulaires  passant  par  une  origine  fixe  quel- 
conque; JT,  jr,  Z,  les  coordonnées  d'un  des  éléments 
dm  de  sa  masse  rapportées  aux  mêmes  axes;  nom- 
mons m' , m",  etc.,  les  masses  «les  différents  corps  atti- 
rants que  nous  regardons  comme  des  points,  et  soient 
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X-’,  y,  a'  les  coorcloiiiiées  de  m';  x",  y,  a",  les  coor- 
iloimées  de  m",  et  ainsi  de  suite. 

Désignons  par  r la  disUince  de  l’élément  dm  an 
corps  in',  en  sorte  qu'on  ait 

'■  = + if  - jf  H- 

T/action  qu’en  vertu  de  la  loi  de  la  pesanteur  univei'- 
selle  ce  corps  exerce  sur  dm,  sera  égale  à ~ Cette  ac- 
tion étant  dirigée  suivant  la  droite  r,  pour  la  décom- 
ppser  parallèlement  aux  axes  des  cooi'données,  il  fau- 
dra multiplier  l’expression  précédente  par  le  cosinus 
de  l’angle  que  forme  la  droite  r avec,  chacun  de  ces 
axes;  on  aura  ainsi 

ni'(x'—x)  — 

r‘  ’ ■ 7’  ~ ’ ;:3 ’ 

on  bien 

m , fl  - m .fl-  m .fi  - 
^ r r 

(Ix  ’ dy  ’ rfî 

Lu  marquant  successivement  d’un  accent  les  lettres  m' 
et  x',  y,  z'  qui  entrent  dans  la  valeur  de  r,  on  trou- 
vera dos  expressions  semblables  pour  les  actions  que 
les  corps  /»",  ni",  etc.,  exercent  sur  r/nj,  parallèlement 
aux  axes  des  x,  des  j et  des  z.  Soit  donc 

^ / m' 

>j(x'  — x)’4-  {z'  _ 

^ _ m" 

v'(  -r" — .r  )’  + ( r " —77+ 7" 
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1^  fonction  V'  désignant  la  somme  des  masses  m', 
etc.,  divisées  respectivement  par  leurs  distances 
à la  molécule  diji-,  les  trois  différentielles  partielles 

ï exprimeront  les  forces  accélératrices 

dx  djr  <lz  1 

dont  cet  élément  est  animé,  en  vertu  des  actions  réu- 
nies de  tous  les  corps  du  système,  décomposées  pa- 
rallèlement aux  axes  coordonnés,  et  dirigées  en  sens 
contraire  de  leur  origine.  Ces  forces  sont  celles  que 
nous  avons  désignées  par  X,  Y,  Z dans  le  11°  27  d«i 
|)remier  livie.  On  aura  donc  ainsi 


<i\'  X _ '^V' 

ftx  ' (ly  ' ‘ dz 


et  les  trois  équations  (b)  du  n"  27  deviendront 


le  signe  intégral  S se  rapportant  à l’élément  dm  et  aux 
quantités  qui  varient  avec  lui,  et  devant  être  étendu 
à la  masse  entière  du  corps  m.  Ces  équations  servi- 
ront à déterminer  les  mouvements  du  centre  de  gra- 
vité du  corps  in  dans  l’espace. 

Supposons  maintenant  que  l’on  désigne  par  z 
les  coordonnées  de  l’élément  dm,  rapportées  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  en  ce  point,  et  par 
x',  y,  z',  x",  y , z",  etc.,  les  coordonnées  des  corps 
• m',;«'',etc.,  relatives  aux  mêmes  axes,  on  aura,  comme 
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V'_  ^ ^ 

V^(jt'  — x)’-+- (^' — v/  + (s' — î)> 

m" 


■99 


V'(x" 


^y+(y -yy+[-"-~y 

m*” 


etc., 


et  les  Dois  forces  qui  agissent  sur  l’élément  dm  paral- 
lèlement aux  axes  des  x,  des  j et  des  z,  et  en  sens 

, . , . . rfV‘  d\'  AS’ 

oppose  a leur  origine,  seront 

En  désignant  donc,  comme  dans  le  n"  30,  par  N, 
lN',  N"  la  somme  des  moments  de  ces  forces  rappor- 
tées resjiectivement  aux  mêmes  axes,  on  aura 


AS’ 


AS'\ 


Ax  ^ Az 


>”  = S. 


j dm,  \ (E) 


et  les  trois  équations  différentielles  (C)  (n°30),  de- 
viendront, par  la  substitution  de  ces  valeurs, 


Ai|-i-(C-B)7r=S. 


Am , 


«^  + (A-C)/-/;=S. 
J,  + (B  — A)/^,7  = S. 


f AS’ 


AS’\ 


Am , 


Am  ; 


le^signe  intégral  S se  rapportant,  comme  précédem- 
ment, à la  molécule  dm  et  devant  être  étendu  à la 
masse  entière  du  corps  attiré.  Ces  équations  serviront 
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à déterminer  les  mouvements  de  m autour  de  son 
centre  de  gravité. 

6.  I^s  équations  précédentes  sont  indé|>endantes 
du  nombre  des  corps  agissants  du  système;  elles  con- 
serveraient encore  la  même  forme  dans  le  cas  où  l’on 
voudrait  avoir  égard  aux  dimensions  et  à la  figure  de 
quelques-uns  de  ces  corps.  En  effet,  il  suffirait  pour 
cela  de  supposer  que  ni,  m",  etc.,  dans  la  fonction  V', 
représentent  les  éléments  infiniment  petits  delà  masse 
du  corps  que  l’on  veut  considérer;  on  aura  ainsi 


V'=  S'. 


■S". 


■S“. 


dm' 

v/(x'  — — z)’ 



x"  — X)>  + (/'  — jr  )’  -t-  { ï"  — I)' 

dm" 

v/(  X"  - X)' 4- (r-r)’ +(»"-=? 


-i-  etc.. 


dm'  étant  un  des  éléments  de  la  masse  de  m';  ar',  jd, 
z',  les  coordonnées  de  cet  élément  rapportées  aux 
mêmes  axes  et  à la  même  origine  que  les  coordon- 
nées X,  J,  z;  enfin,  le  signe  intégral  S'  se  rapportant 
à cet  élément  et  devant  s’étendre  à la  masse  entière 
de  ni,  et  de  même  relativement  à dm",  dm”,  etc.  Iæs 
seconds  membres  des  équations  (A)  et  (B)  dépendront 
alors  de  deux  intégrations  indépendantes  l’une  de 
l’autre,  la  première  relative  à la  masse  du  corps  attiré, 
la  seconde  à celle  du  corps  attirant. 

Nous  désignerons  désormais,  pour  abréger,  par  V la 
fonction  qui  représente  la  somme  des  produits  deux 
à deux  des  éléments  du  corps  attiré  par  les  éléments 
des  corps  attirants  du  système,  divisés  respectivement 
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par  leurs  distances  nuituelles,  en  sorte  qu’on  ait 
V = S.V'r/m,  ou  bien  en  remplaçant  V'  par  sa  valeur, 
et  ne  considérant,  pour  simplifier,  que  l’action  mu- 
Dielle  des  deux  corps  m et  m' 

y fini  dm' 

le  double  signe  intégral  S et  S' se  rapportant,  le  pre- 
mier à la  molécule  r//w,  et  le  second  à la  molécule 
dni ^ et  devant  s’étendre  respectivement  l’un  à la  masse 
entière  du  corps  attiré,  l’autre  à la  masse  entière  du 
corps  attirant.  La  fonction  V,  ainsi  définie,  est  d’un 
fréquent  usage  dans  toutes  les  parties  de  la  théorie  du 
système  du  monde,  et  elle  jouit  de  plusieurs  propriétés 
remarquables  que  nous  développerons  dans  la  suite. 

Les  six  équations  (A)  et  (B)  déterminent  donc  com- 
plètement les  mouvements  du  corps  m dans  l’espace; 
les  trois  premières  donneront  à chaque  instant  la  po- 
sition de  son  centre  de  gravité  par  rapport  à trois 
axes  fixes  pris  à volonté,  et  les  trois  autres  détermine- 
ront son  mouvement  de  rotation  autour  de  ce  point 
supposé  immobile.  Nous  pourrons  donc,  conformé- 
ment à ce  que  nous  avons  dit  dans  le  n”  27  du  premier 
livre,  simplifier  la  question  dont  nous  nous  occupons, 
en  la  divisant  en  deux  parties.  Dans  la  première,  nous 
examinerons  les  mouvements  des  cejilres  de  gi’aviié 
des  corps  célestes  dans  l’espace,  et  dans  la  seconde, 
leurs  mouvements  de  rotation  autour  de  ces  points. 

7.  Lors(ju’on  ne  considère  que  les  mouvements  de 
translation  d’un  système  de  corps  /«',  m",  etc.,  et 
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THÉORIE  A>AI.Yri(^»UE 
(ju’ou  suppose  les  distances  mutuelles  de  ces  corps 
très-considérables  relativement  à leurs  dimensions  res- 
pectives, on  peut,  sans  erreur  sensible,  faiie  abstrac- 
tif>n  totale  de  leur  figure,  et  regarder  à la  lois  les  corps 
attirants  et  les  corps  attirés  comme  des  points  con- 
centrés dans  leur  centre  de  gravité.  lx“s  écjuations  (A) 
prennent  dans  ce  cas  une  forme  plus  simple;  en  efïèt, 
les  coordonnées  or,  z de  l’élément  dm  sont  alors 
identiques  avec  les  Coordonnées  X,  Y,  z du  centre  de 
gravité  du  corps  m;  si  l’on  fait  donc 


s\x’ — X -h  {y — 


— x)'-H  (y'— i)’ 

iii'm'"  ^ ^ 

v'(  j:’"  — x'  Y -h  (y"  — y j’  -t-  ( :*  — 


on  a 


et  les  trois  équations  ( A)  deviennent 

r/' X I f//.  ti’jr I <IX  (i’z  I liX 

i/t’  m dx'  do  m dy'  dt‘  ni  dz 


■ (C) 


lin  marquant  successivement  les  lettres  ;h,  x,  j,  z 
d’un  accent,  de  deux  accents,  etc.,  on  aurait  des  équa- 
tions semblables  pour  déterminer  les  mouvements  des 
coi'ps  m' , m",  etc.  Ijc  système  de  toutes  ces  équations 
réunies  fournit  un  certain  nombre  d’intégrales  rela- 
tives aux  principes  généraux  du  mouxement,  confor- 
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inéirlent  à ce  que  nous  avons  dit  22  et  suivants  ; 
c’est  ce  qu’il  est  facile  de  vérifier.  Mais,  pour  intégrer 
coinpléteinent  ces  équations,  et  déterminer,  par  leur 
moyen,  les  valeurs  des  coordonnées  .r,  j’,  z,  etc.,  en 
fonction  du  temps,  on  est  forcé  de  recourir  aux  mé- 
thodes d’approximation. 

8.  Pour  pouvoir  employer  avec  avantage  les  équa- 
tions (C)  dans  la  théorie  du  sj  stème  du  monde,  il  est 
nécessaire  de  leur  donner  une  forme  plus  appropriée 
aux  usages  astronomiques.  Kn  effet,  dans  l’impossibi- 
lité où  nous  sommes  de  juger  de*  leurs  mouvements 
absolus  dans  l’espace,  c’est  au  centre  du  Soleil  que 
nous  rapportons  les  mouvements  des  planètes  et  des 
comètes;  il  faut  donc,  pour  jjouvoir  comparer  la  théo- 
rie aux  observations,  déterminer  les  mouvements  d’un 
système  de  corps  rn,  in',  m",  etc.,  autour  dè  l’un  d’entre 
eux  regardé  comme  le  centre  de  leurs  mouvements. 

Soit  M la  masse  de  ce  dernier  corps,  m,  m\  m'\  etc., 
celles  des  autres  corps  dont  on  veut  déterminer  les 
mouvements  relatifs  autour  de  M;  yj,  Ç,  les  coor- 
données rectangles  de  i\I  rapportées  à une  origine  fixe  ; 
s J",  ■+-J’,  Ç-4-2,  celles  de  /«;  ^ -t-x',  rt  Ç-t-z', 

celles  de  in',  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  x,  j,  z 
seront  les  coordonnées  de  in  par  rapport  à M;  x', 
z',  les  coordonnées  de  m'  par  rapport  au  même  corps, 
et  ainsi  de  suite;  faisons  de  plus,  pour  abréger, 

r = VX-’  -H  /■'  = \ x'^  4-  z'% 

/'  \ X'  ^ y ^ + z etl^. 
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et  supposons 

X = 


-f* 


v/(x'-x)>+(j'-r)>H-(^'  -zy 
mm" 

sj[x^-xy+  (j-"-ry+(z"~  zf- 
m' m"' 

V'(x"  - x'  )>-4-  (r  " -y  )’  + ( 


elc. 


L’action  de  m sur  M sera  exprimée  par  et  cette 

action  décomposée  parallèlement  aux  axes  coordon- 
nés, et  dirigée  en  seps  contraire  de  leur  origine,  don- 
nera, suivant  chacun  de  ces  axes,  les  trois  forces 


mx 


mr 

7^’ 


mz 
r*  ' 


En  marquant  successivement  d’un  accent,  de  deux 
accents,  etc.,  les  lettres  m,  x,  j',  2 et  r,  on  aura,  poul- 
ies actions  de  m',  de  m",  etc.,  sur  M,  des  expressions 
semblables;  le  mouvement  de  M sera  donc  déterminé 
par  les  équations  diiférentielles 


m 


di' 


mr 


‘111 

rit‘ 


Cela  posé,  l’action  de  M sur  m,  parallèlement  aux  axes 

de  ses  coordonnées,  et  dirigée  vers  leur  origine,  sera 

Mx  Mr  Mz  , . . f \ d\  i d\  \ d\ 

——5  les  trois  fonctions  — •— » -1 7- 

r‘  r‘  r*  m dx  m dy  m dz 

exprimeront  la  somme  des  actions  qu’exercent  sur  ui 
les  autres  corps  /«',  m",  etc.,  décomposées  parallèle- 
ment aux  mêmes  axes  et  tendant  à augmenter  les  coor- 
données de  m-,  on  aura  donc,  en  vertu  des  actions 
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rf'.(Ç-l-r) 

Mx 

do 

^ r* 

'/’•{’!  +r) 

Mr 

^/’.(î;  + î) 

Ms 

dO 

r' 

m Hx 


m tly  ' 


I <l\ 
m ilz 


Si  l’on  substitue  j)our  leurs  valeurs 

ces  équations  deviendront 


rf’jr  Mx  ■ ^ mx l ^ 

do  r’  r’  m,  rfx’ 


^ «D;  _ j_  ^ T ( 1)^ 

' ■ /■»  r"  m dy  ( ' 


dt 

d‘  Z M = 
r‘ 


I d\ 

m dz 


Ou  peut  leur  donner  encore  une  autre  forme.  Kn 
effet,  si  pour  abréger  on  fait  M -f- m = u.  et  qu’on  _ 
suppose 

,r  ■ xy+r/+r=n 

Iv/lx'-xp+C.r'- J- e.-  . J 

„ f » ' ’ • . -V  xx^+ry-f^n 


etc., 

elles  deviennent 


f/’x  ' 

r-’  dx 


do 


M 

« 

■i 


' -4- ÜZ  — > (F\-  - 

do  r‘  dy  .1  . • ‘-ÿi'  ^ ‘ ' 

d ■ ■ '--jz 

***  .-»  f r*  .k  • ^ 


y»; 

v/t« 


. é • • f'. 


~ • Digitized^b^  &qogk 


^oôsl 


3U)Ü  TIIKORIK  ANALYTIQUK 

I^agrange  est  le  premier  f[iii  ait  présenté  de  cette 
manière  les  équations  du  mouvement  des  centres  de 
gravité  des  corps  célestes.  Ce  qui  contribue  surtout  à 
les  simplifier,  c’est  la  considération  de  la  fonction  R, 
analogue  à la  fonction  V'  dont  nous  avons  fait  usage 
(n®  ri),  et  qui  a la  propriété  de  représenter  paésesdiffé- 
rences  partielles  les  actions  perturbatrices  (jn’exerccnt 
les  planètes  /«',  m",  etc.,  sur  m.  L’emploi  de  cette  es- 
pèce de  fonctions  est  également  utile  dans  la  théorie 
des  mouvements  de  rotation  des  corps  célestes,  dans 
celle  «les  attractions  des  sphéroïdes  d’où  dépend  la 
détermination  de  leurs  figui  es,  dans  la  théorie  du  flux, 
et  du  reflux  des  mers,  dans  toutes  les  questions  enfin 
où  l’on  a à considérer  un  grand  nombre  de  forces  de 
même  nature  et  agissant  d’une  manière  analogue.  Kn 
réunissant  sous  un.  même  point  de  vue  des  expressions 
<|ui  .seraient  sans  cela  très-compliquées,  il  rend  leurs 
rapports  plus  faciles  à saisir,  et  cette  notation,  fort 
simple  en  ap|>arence,  introduite  par  Lagrange  dans  la 
mécanique  céleste,  en  contribuant  aux  rapides  pro- 
grès qu’elle  a faits  dans  ces  derniers  temps,  a eu  pour 
la  théorie  du  système  du  monde  tous  les  avantages 
d’une  véritable  découverte. 

Ln  changeant  successivement  dans  les  équations  (D) 
les  lettres  m,  x,  y,  z,  r en  celles-ci,  m',  x\  jr',  s',  / 
m",  x",  j",  z",  etc.,  et  réciproquement,  on  aura 
trois  é([uations  semblables  |>our  chacun  des  corps  ///', 
m",  etc.,  ce  qui  forme  un  système  d’autant  d’éqna- 
fions  difTérentielles  du  secoufl  ordre  qu’il  y a de  coor- 
données x,  y,  z,x%  y\  z',  etc.,  à déterminer  en  fonc- 
tion du  temps.  Il  ne  s’agit  donc  plus  que  «l’intégrer 
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ces  équations,  pour  être  en  état  de  déteriniiierà  chaque 
instant  la  jwsition  des  corps  m,  etc.,  dans  l’es- 
pace ; malheureusement  celte  intégration  n’esf  pas  pos- 
sible en  général, .dans  l’état  actuel  de  l’analyse  : le 
système  des  équations  (D)  et  des  équations  semhla- 
l)les  relatives  à //i',  m",  etc.,  fournit  seulement  un  petit 
nombre  d’intégrales  finies,  dépendantes  des  lois  gé- 
nérales (pii  s’observent  dans  toute  espèce  de  mouve- 
ment. Comme  ces  intégrales  sont  de  la  plus  grande 
utilité  dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  allons  les  développer  ici. 


9.  Si  I on  multiplie  l’équation  différentielle  en  £ 
par  AI  hn,  et  les  équations  en  x,  x',  x",  etc.,  la 
première  par  //;,  la  seconde  par  ///',  et  ainsi  du  reste, 
f|u’on  les  ajoute  ensuite,  en  observant  (pie,  par  la  na- 
ture de  la  fonction  X,  on  a 


d\ 

(Ix 


>n 

dx' 


d\ 

dx" 


= o; 


on  aura 


fnï  V V'  d ' X 

(M  + i.//;)  _ + 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

'c.  — a -¥  ht  - 


' ..vT  . 


l.mx. 


M -I-  Z.m  - ' . 
n et  h étant  deii.v  constantes  arbitraires.  On  aurait  de 
même  . - ; 


r,  = n'  + b'  t — 
'C=,a'’^  h"  l - 


MY 


M ;t-  1.//J 
£./«ï. 


«1.-I-  X.m 


•V- 


n','  h',  €i!\  b",  éltnit  des  conttalites  arbitraires.  Çes\'^ 


. 1 


A 


r • 


.»■  . • r 
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équations  serviront  à déterminer  le  mouvement  ab- 
solu de  M dans  l’espace,  lorsque  l’on  connaîtra  les 
mouvements  relatifs  de  m,  m',  ?n",  etc.,  autour  de  ce 
corps. 

Si  l’on  multiplie  l’équation  en  x par 

t.inr 

l’équation  en  y par 


mx  -i-  tn 


l.mx 


léquation  en  x'  par 


M 4-  S. ni 


m' J ' — m' 


..mr 


M ■+■  S. /H 
l.mx 


l’équation  en  j'  par 

— m'x'-\-  ni'  ■■  , „ , 

M 4-  2. /H 

qu’on  ajoute  ensuite  les  diflérents  produits,  en  obser 
vaut  que,  par  la  nature  de  la  fonction  1, 


d\  , d\ 

dl 

y-Tx^y  di'-^ 

...  — X-. 

df 

^ ~ 
dy 

d\  d\ 

d\ 

d\ 

J — *“  T"'  "1”  • • 
dx  dx 

-*-z7F'-^ 

on  aura 

_ ixd^y—rd‘x\  , 

Z.niy  d‘ X 

y ^ rrr 

l.mx 

</e  r 

RH-2.m“'  dt’ 

M4-2.W 

d'y 

i.m  —^z=o  ; 
<tr 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant. 


. 4.  2.„,  ‘If.  - Z.m  % =const. 

dt  j^M4-2.f«  dt  M4-2.W 

équation  qui  peut  s’écrire  ainsi  : 

.mi 


K ^ -.rr/x) 


.nx'-x){dr’-dy)-{y'- y)id.v'-  

+ l.nim  I —,  : 
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On  trouverait  d’une  manière  semblable  lesdenx  autres 
intégrales  suivantes  : 

-,  (zdj;  — xdz) 
dt 


H-  l.mm' 


{d  — z)  {dx'  — dx'j  — ■(x' — x)  {dz' — f/z)"]  , 


dt 


]=., 


dt 

l.mm' 


- y){dz'-  dz)  - (zf-  z){dr' - dy:)-\ 


dt 

c\  f',  c"  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  trois  intégrales  s’accordent  avec  les  équa- 
tions (E)  (n‘”23  et  20,  liv.  1);  elles  renferment,  comme 
lions  l’avons  vu,  le  principe  de  la  conservation  des 
aires. 

Si  l’on  multiplie  les  équations  différentielles  (D),  la 
première  jiar 


1 mtix  — 2 


m : 


ï . m dx 


la  deuxièiiH-  iiar 


M 


•2  rntiy 


2 m 


la  troisième  par 


2 mdz  — 2/n 


l.mdy 
M 2.ra’ 

1 dz 


M S . w/  ' 

qu’on  multiplie  semblablement  les  équations  différen- 
tielles en  x",  y',  z'  par  les  memes  facteurs,  après  v 
avoir  changé  les  lettres  in,  a-,  y,  z hoi-s  du  signe  I, 
en  ;n',  x',  y',  z',  et  ainsi  du  reste;  qu’on  ajoute  en- 
suite toutes  les  équations  résultantes,  en  observant 
que  l’on  a 

d\  dl 

-I-  . . = n , 

e/x  dz' 

•4 


d'k  d\ 

Z 

I. 


d'k  d'k 

dx  • dx''^ +•••=■>; 
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on  trouvera 


^ [ilxA' X + dy  d' y + dztl'z)  2'i..ni  dx  ^ nid'x 

dt'  M -I-  l.m  f/f’ 

2.1.111  dy  md'‘Y  2l.mdz  md^z  . mdr 

—1.  . 1.— h2Mï. 2</>  = o; 

M+S.»!  dt^  -M-l-S./n  de  r’’ 


et,  en  int«'“grant, 

dx’’ -h  dy^ -y  dz’  [l.m  dxy+ dy)’ y- [l.m  dzy 
l.m  — , x.mjdr 

m 

— zMï.- aX=:  coiist., 

/■ 


é(|uation  (|ui  peut  s écrire  ainsi  •. 

d.r'  -r  dv^  -t-  dz’ 


M l.m 


dt' 


4-  l.inin' 


, r (d.r'  — dx  y 4-  ( dy  ' — dy  )’  + ( dz'  - dz  )> 


[ 


dr 


- a(M  -i-  i.w)  4-  ),)  = //, 


h étant  une  constante  arbitraire.  Cette  équation  s’ac- 
corde avec  l’éciuation  (/:))  du  livre  I ; elb'  ren- 

ferme le  jtrincipe  de  la  conservation  des  forces  vives. 

Telles  sont  les  seules  intégrales  premières  qu’on  ait 
pu  tirer  jusqu’ici  du  système  des  équations  (D)  réu- 
nies aux  équations  semblables  relatives  aux  cor|>s  M, 
m',  m",  etc.  Elles  indiquent  des  relations  qui  doivenl 
toujours  exister  entre  les  coordonnées  de  ces  diffé- 
rents corps,  et  qui  résultent  des  principes  généraux 
du  mouvement;  mais  elles  sont  loin  de  suffire  à leui‘ 
détermination,  et  l’on  est  réduit,  pour  achever  l'inté- 
gration (les  é(piations  (1)),  à recourir  aux  méthodes 
d’approximation.  Comme  ces  méthodes  sont  princi-  ^ 
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paiement  fondées  sur  ce  que  les  distances  des  planètes 
(*t  des  comètes  an  Soleil,  et  leurs  distances  mutuelles, 
sont  extrêmement  grandes  relativement  aux  dimen- 
sions de  ces  corps  et  à celles  des  systèmes  partiels  que 
forment  les  planètes  avec  leurs  satellites,  il  est  impor- 
tant de  faire  voir  quels  sont  les  avantages  que  pré- 
sente à cet  égard  la  constitution  du  système  solaire. 
Ces  considérations  serviront  d’ailleurs  à montrer  que 
les  quantités  que  nous  avons  négligées  dans  la  forma- 
tion des  équations  différentielles(D),  sont  en  effet  tou- 
jours insensibles. 

10.  iNe  considérons,  pour  simplifier,  que  l’action 
réciproque  de  deux  corps  ui  et  m',  et  repré.sen tons  gé- 
néralement (n“(>)  par  V la  fonction  qui  exprime  la 
somme  des  produits  deux  à deux  des  éléments  dm  et 
dni'  tlont  ces  corps  se  composent,  divisés  par  leur  dis- 
tance mutuelle.  Soient  x,  y,  z les  coordonnées  A<'  dm 
rapportées  à um;  origine  fixe,  <-t  x',  y',  z'  les  coordon- 
nées d<‘  dm'  rapportées  à la  inéine  origine,  tm  aura 

^ ^ dm  dm' 

\j{  \'  _ + — 7.)=’ 

I(*  double  signe  Hiitégral  .S  se  rapportant  à «leux  inté- 
gratiotis  indépendantes  l’une  de  l’autre,  la  |)remière 
relative  à la  masse  du  corps  attiré,  et  la  seconde  à celle 
du  corps  attirant,  et  devant  être  étendues  respective- 
ment aux  masses  entières  de  ces  deux  corps. 

C.ela  posé,  soient  x',  j',  z'  les  trois  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  /n',  rapportées  aux  mêmes  axes  et 
à la  même  origine  que  x',  y',  z',  et  .soient  x\ , y' , z' 

'4- ' 
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les  coordonnées  de  dm!  relatives  à ce  centre,  en  sorte 
qn’on  ait 

x'  = jr'  + j:;  , y'  = y'  4-  jr\ , 7!  = z'  z ; 

Supposons 

U = [(x'—  x)’  + (y'—  y)’h-  (z'—  7.y  1 

Si  l’on  substitue  dans  cette  fonction,  à la  place  de 
x',  y',  z',  leurs  valeurs,  qn’on  développe  ensuite  la 
fonction  résultante  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  x\  , y\ , Z, , en  faisant,  pour  abréger, 

(.r'  — X )•  -E  (jr  V)’  4-(*'  — z)’=  r’,  ’+  j' ’=  r'\ 

on  aura 

I I 

y/,>+v>-E  2 [x;  .{x'—x)  -E^; . (r'— ï)-*-*; . (2'— «)]  '' 

(•^'-*}-t-J-;.(r'-')-E2;.(2'-  2)-+-  Y 

_ _ 

3 . [x:.(x>-x)-Er:-ir'-v)+2:.(2'-2)? 

2 r* 

Tæs  dimensions  du  corps  m'  étant  supposées  peu  con- 
sidérables par  rapport  à la  distance  de  m à m',  les 
coordonnées  x\ , y\ , z seront  fort  petites  relative- 
inenfaux  différences  x'  — x,  — Y,  z'  — z.  En  con- 
séquence, nous  les  regarderons  comme  des  quantités’ 
très-petites  du  premier  ordre,  dont  on  peut,  sans  er-  . 
reur  sensible,  négliger  les  carrés  et  les  puissances  su- 
périetires.  La  valeur  de  u se  réduira  ainsi  à 

^ _ I .r;.(x'—x)-Er',  •(?•'— y)  + Z,.{z'  — z) 

r 

Si  l’on  multiplie  cette  expression  par  dmdin',  qu’on 
l’intègre  ensuite  par  rapport  à dm',  en  remarquant 
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c]iie  l<"s  qiiaiililés  j[  , , s’ , sont  les  seules  (|ui  va- 

rient avec  ifiii',  et  que,  par  la  nalnre  dn  centre  de  gra- 
vité, on  a 

S'. y dm'  = O,  S' •J''  fini'  = o,  S'.s  dm'  = o, 
on  trouvera,  en  remettant  pour  rsa  valeur, 

^ in'  clin 

— X)’ — v)’ -t- (î'— z)’ 

(’/esI  la  valeur  que  nous  avions  supposée  à la  lonc- 
lion  S.y  dm  dans  le  n”  îi,  comme  il  est  facile  tic  s’en 
convaincre  en  substituant  pour  V'  sa  valeur  dans  l’ex- 
pression  V — S.\' dtif,  on  voit  donc  qnC  cette  valeur 
l’St  exacte,  aux  «piantités  près  du  second  ordi  e par  rap- 
port aux  dimensions  de  m'.  Les  trois  coordonnées  a', 
z'élant  indépendantes  de  la  position  de  la  molécule 
dm,  et  le  signe  intégral  S ne  se  rapportant  qn’à  cet 
élément  et  aux  quantités  qui  varient  avec  lui,  il  est 
aisé  de  voir  d’ailleurs  qu'au  a 


, . . ,,  clV  il\  clV 

I.es  trois  dilterences  iKirtielles —.1 > 

‘ dx  dy  as 

exprimeront  donc  généralement  l’action  totale  dn 
cor[)s  //i'  sur  le  corps  m,  décomposée  parallèlement 
aux  axes  coordonnés  et  dirigée  en  sens  contraire  de 
leur  origine.  On  voit  donc  que  cette  action  est  la 
même,  aux  quantités  près  du  second  ordre,  que  si  la 
masse  entière  de  m'  était  réunie  à son  centre  de  gra- 
vité; les  seconds  membres  deséquations  (A)  et  (H)  sont 
«loue  exacts  aux  quantités  près  du  même  ordre. 
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Soient  nininlenant  jc,  jr,  z les  trois  coordonnét's  cin 
centre  de  gravité  de  in^  et  .r,,  z,  les  coordonnées 
de  la  inolécule  <ù)i  relatives  à ce  centre;  on  aura 

X = + a-,,  Y = J-  -h  J-,,  z = z~\-  Z,. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  V,  et  rin’après 
avoir  développé  la  lonction  résultante  on  l’intègre, 
il  sera  Facile  de  détnontier,  par  l’analyse  précédente, 
(pi’on  a,  aux  quantités  prés  du  second  ordre, 

y mm' 

~ V (i' -'x  ^ r 

c’est  la  \alenr  que  nous  avons  su[)posée  à la  lonc- 
tion  >.  dans  le  n”  7 ; cette  valeur  est  donc  exacte,  aux 
([uantités  j)iès  du  second  ordre'  par  rapj)ort  aux  di- 
mensions de  l’astre  attirant  et  de  l’astre  attiré;  d’on 
l’on  peut  conclure  généraleinetit  tpie  l'expression  de 
la  fonction  V,  et  par  ronséepient  l’action  totale  de  in' 
sur  m,  seront  les  mêmes,  aux  quantités  près  du  même 
ordre,  ipie  si  les  masses  des  deux  corps  in  et  /«',  qui 
agissent  l’un  sur  l’autre,  étaient  des  points  massifs  pla- 
cés à leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Il  suit  de  là  (|ue,  dans  la  recberclje  des  mouvements 
des  centres  de  gravité  d’un  système  c[uelçonquc  de 
corps  dont  les  dimensions  sont  très-petitc\s  par  rap- 
port  à lems  distances  mutuelles,  on  peut  faire  abs- 
traction de  leur  ligure,  et  cpie  leur  action  réciproque 
les  uns  sur  les  antres  est  la  même,  à très-peu  jnès, 
que  si  la  masse  de  cliaciin  île  ces  corps  était  réunie  à 
son  centre  de  gravité: 

.Si  le  système  que  l’on  considère  était  partagé  en 
plusieurs  systèmes  partiels,  disposés  de  maniéré  i|U(' 
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U‘.s  dimensions  de  cliiicnn  d eux  fussent  1res- petites 
piir  rapport  aux  distances  mutuelles  de  leurs  centres 
de  gravité,  f)ii  ferait 

^ mm'  • 

“■  v'(*'-  xj’T’ (>'— r)'-t-{*'-~z>^' 
m et  m'  représentant  les  masses  de  deux  corps  appar- 
tenant à des  systèmes  différents,  et  jt,  z,  x',  J"’,  z' 
les  coordonnées  de  leui’s  centres  de  gravité  rapportées 
à line  origine  fixe.  l.es  dilTérentielles  partielles  de  la 
fonction  V exprimeraient  encore  les  actions  du  pre- 
mier système  sur  le  second,  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés. Or,  si  l’on  désigne  par  X,  Y,  z les  coordon- 
nées du  centre  de  gravité  du  premier  système,  et  par 
x',  y',  z'  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  du  se-  ’ 
coud,  il  sera  aisé  de  prouver  par  l’analyse  précédente, 
et  par  les  jiropriétés  connues  du  centre  de  gravité, 
qu’on  aura,  aux  quantités  près  du  second  ordre  par 
rajiport  aux  dimensions  Respectives  de  chacun  des 
deux  systèmes, 

y-  _ V.  ; 

— X )’  -4-  (y'  — y)’  -f-  (■/.' — z)’ 

d’où  il  suit  que  les  deux  systèmes  réagissent  l un  sur 
l’autre,  à lrè.s-peu  piès,  comme  si  les  eoi’ps  qui  les 
composent  ét.iient  réunis  à leiir.s.  ceiities  de  gravité 
respectifs,  et  que  par  conséquent  ces  centres  .se  meu- 
vent comme  si  cette  réunion  avait  lieu  en  effet. 

11.  fiC  Soleil  et  les  plauetes  forment  un  système 
.semblable  à celui  tpu'  nous  venons  <b*  considérer,  les 
distances  des  satellites  à leurs  planètes  étant  toujours 
peu  considérables  relati veinent  aux  distances  de  la 


Digilized  by  Googic 


aiG  THÉORIE  ANALYTIQUE 

planète  an  Soleil  et  aux  autres  planètes.  Il  en  résulte 
ilonc  que  le  système  (l’une  planète*  et  de  ses  satellit(‘s 
afçit,  à lrè.s-peu  près,  sur  les  autres  corps  du  systènu* 
solaire,  comme*  si  la  planète  et  ses  satellites  étaient 
réunis  à leur  centre  commun  de  gravité,  et  (pie  ce 
centre  est  attiré  par  ces  différents  corps,  comme  il 
le  serait  dans  cette  hypothèse.  Il  s’ensuit  encore  (pie 
l’action  du  Soleil  et  des  planètes  étant  à très-peu  près 
la  même  sur  la  planète  et  sur  les  satidlites,  ceux-ci  se 
meuvent  à très -peu  près  comme  s’ils  n’obéissaient 
(pi’à  l’action  de  la  plaiiete. 

Enlin  la  constitution  du  système  solaire  permet 
encore  d’appli(pier  aux  planètes  et  aux  comètes  les 
considérations  sur  lesipielles  nous  a%nns  établi  les 
(‘quations  difiéreiitielles  (D)et(15),  et  les  actions  ré- 
ciprorpies  de  ces  corps  les  uns  sur  les  autres  sont  à 
tr(‘S-peu  |)rès  les  mêmes  (pie  si  leurs  masses  étaient 
concentrées  dans  leurs  centres  de  gravité  ivspectifs. 
Mais  cette  supposition,  (pie  la  petitesse  des  dimen- 
sions des  corps  célestes,  comparativement  à leurs  dis- 
tances mutuelles,  rend  (hijà  fort  approchée,  acquiert 
par  la  s|>héricité  de  leurs  ligures  un  nouveau  diïgré 
d’exactitude.  En  effet,  on  peut  regarder  les  planètes 
et  les  comètes  comme  étant  formées  de  couches  à très- 
peu  près  sphériipies,  de  densités  variables,  et  nous 
avons  fait  voir  (n®  lî),  livre  I)  rpie  l’action  d’une  cou- 
che sphéri(pie  homogène,  sur  un  corps  qui  lui  est 
extérieur,  est  la  même  que  si  toute  sa  masse  était  réu- 
nie à son  centre;  d’on  l’on  peut  conclure  encore  que 
les  quantités  négligées  dans  la  formation  des  équa- 
tions (D)  et(E),  sont  du  même  ordre  que  l’excès  du 
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spliéroïde  attirant  et  du  sphéroïde  attiré  sur  ia  sphère 
concentrique.  Les  difrérents  corps  du  système  solaire 
réagissent  donc  les  uns  sur  les  autres,  à très-peu  prés 
comme  si  leurs  masses  étaient  réunies  à leur  centre 
de  gravité,  non-seulement  parce  que  leurs  distances 
mutuelles  sont  très-grandes  par  rapport  à leurs  dimen- 
sions respectives,  mais  encore  parce  que  leur  figure 
s’éloigne  peu  de  celle  de  la  sphère. 

Il  n’est  plus  permis,  lorsqu’on  considère  les  perturba- 
tions du  mouvement  de  rotation  d’un  corps,  de  faire 
abstraction  de  sa  figure;  en  effet,  les  seconds  membres 
des  équations  (lî) dans  cette  hypothèse  se  réduiraient 
d'eux-mèmes  à zéro,  ce  qui  est  la  conséquence  néces- 
saire de  ce  que  la  résultante  de.s  attractions  qui  agis- 
sent sur  le  corps,  étant  supposée  passer  par  son  centre 
de  gravité,  elles  ne  sauraient  exercer  aucune  inlluence 
sur  son  mouvement  tic  rotation.  Les  forces  qui  trou- 
blent le  mouvement  de  rotation  des  corjis  célestes, 
sont  donc  du  même  ordre  que  l’aplatissement  du  sphé- 
roïde sur  lequel  elles  agissent,  et  comme  leurs  figures 
s’écartent  en  général  très-peu  de  la  figure  sphérique, 
on  en  doit  conclure  par  cetle  seule  raison  tpie  les 
forces  qui  troublent  le  mouvement  de  rotation,  sont 
très- peu  considérables  relativement  à celles  qui  trou- 
blent le  mouvement  de  translation.  Une  analyse  très- 
simple  nous  permettra  d’ailleurs  de  comparer  ces 
forces. 

En  effet,  placions  l’origine  des  coordonnées  au  centre 
de  gravité  de  m,  nommons  x,  -jr,  z les  coordonnées 
de  la  molécule  dm  par  rapport  aux  trois  axes  princi- 
paux qui  se  croisent  en  ce  point,  et  .r',  jr',  z'  les  coor- 
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(loiiiiécs  lie  m'  relalivcs  aux  mêmes  axes  et  à la  même 


ong;me,  suj)posoiis 
\ ' = 


:'2  __  r'i  . 

J 


y/(x'—  _>-)»+  {z’—zY 

et  faisons,  pour  abréger, 

x'  ->r  — /•*,  x'’  J -+-  z'^  = r' 

en  substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  V'  et  déve- 
loppant, par  rapport  aux  puissances  descendantes  de 
/■',  l’expression  résultante,  on  aura 

— — l , _ 1 _L.  '"'J"'  “*■ 

~ /•'  V 2 '-'v 

3 m' (x.r' 4- vj'-H- ;i')’ 

_l î; -y -4-  etc. 

ar'‘ 

Si  l’on  forme  les  trois  différences  partielles  - ' > 


fljc  fl  Y 


i/V' 


et  qu’on  substitue  leurs  valeurs  dans  les  seconds 

membres  des  équations  (Bi,  (n°o),  après  les  avoir 
multipliées  par  (/in,  on  verra  que  le  premier  terme  de 
la  valeur  de  V'  disparait  de  lui-même  de  ces  expres- 
sions; le  second  terme  disparait  également  après  l’in- 
tégration par  la  j^ropriété  du  centre  de  gravité  qui 
donne 

S.xr/in  = O,  S. J dm  = o,  S.zdin  = o. 

On  peut  donc,  loi  squ’il  s’agit  du  mouvement  de  rota- 
tion, supprimer  d’avance  ces  deux  termes  et  sujiposer 
la  fonction  V'  réduite  à son  troisième  terme,  ce  qui 
donne 

, 3m'(x.r*4- r/'4-  rz')’ 

\ — -> -r.  — +etc. 


Or  le  premier  terme  de  celte  valeur,  qui  dé|)end  du 
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caiTocles  (iimensions  du  sphéroïde  atliré  divisé  par  le 
cube  de  sa  distance  au  corps  attirant,  est  précisément 
du  meme  ordre  <pie  ceux  que  nous  avons négligés  dans 
l’évaluation  des  forces  perturbatrices  tlu  mouvement 
de  translation,  comme  étant  très-peu  considérables  re- 
lativement à ceux  que  nous  avons  conservés.  On  peut 
juger  par  là  de  la  petitesse  des  forces  qui  troidilent 
le  mouvement  de  rotation  des  corps  célestes  et  de  la 
difficulté  de  déterminer  par  l’observation  les  inégalités 
qui  en  résultent,  .lusqu’ici,  en  effet , elles  n’ont  |)u  être 
rendues  sensibles  ipie  pour  deux  de  ces  corps,  la  Terre 
et  son  satellite. 

12  Si  les  corps  célestes  n’obéissaient  qu’à  l’action 
du  Soleil,  et  .si  leur  figure  était  exactement  sphérique, 
les  courbes  qu’ils  décrivent  autour  de  cet  astre  se- 
raient elliptiques,  et  leur  mouvement  de  rotation  au- 
tour de  leur  centre  de  gravité  serait  celui  d’un  corps 
solide  qui  n’est  sollicité  jiar  aucune  force  accéléra- 
trice, et  qui  a reçu  seulement  une  impulsion  primitive 
quelconque,  cas  ijiie  nous  avons  examiné  dans  le  cha- 
pitre V du  premier  livre.  Dans  cette  double  bypothése, 
les  seconds  membres  des  équations  (E)  et  (D)  se  rédui- 
sant à zéro,  ces  équations  deviennent  intégrables;  et 
comme  en  effet  les  jilanétes,  les  comètes  et  les  satellites 
se  meuvent  à trés-|ieu  prés,  les  premières  autour  du 
.Soleil,  les  seconds  autour  de  leurs  planètes,  coniim- 
.s’ils  n'obéissaient  qu’à  l’action  des  forces  principales 
<pii  les  animent,  on  peut  regarder  les  résultats  qu’on 
obtient  de  cette  manière  comme  une  jiremiére  approxi- 
iiialiou  des  mouNements  célestes,  «M  les  fni'ces  négli- 
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^ées  coiiune  des  forces  perlurbalrices  dont  le  seid 
effet  est  d’y  produire  de  faibles  altérations.  lai  beau 
procédé  d’analyse,  dont  la  première  idée  est  due  à 
Enler,  et  cpii  a été  ensuite  perfectionné  par  Lagrange, 
permet  de  tenir  compte  de  semblables  forces,  quel 
que  soit  leur  mode  d’action  sur  les  mobiles  (pourvu 
seulement  qu’elles  soient  supposées  très-petites  par 
rapport  aux  forces  principales),  j>ar  de  simples  varia- 
tions données  aux  constantes  qui  entrent  dans  les  in- 
tégrales de  la  première  approximation,  c’est-à-dire  . 
dans  les  intégrales  trouvées  en  busant  abstraction  des 
foi  •ces  perturbatrices.  Ia>s  deux  principaux  pi  oblèmes 
du  système  du  monde,  la  détermination  du  mouve- 
ment de  translation  des  corps  célestes  et  de  leur  mou- 
vement de  rotation  autour  de  leur  centre  de  gravité, 
se  trouvent  ainsi  ramenés  à une  simple  cpiestion  ana- 
lytique qui  les  embrasse  tous  deux  dans  sa  généralité. 
Nous  consacrerons  le  chapitre  suivant  à exposer  cette 
féconde  méthode  tl’intégration;  en  applicpiant  ensuite 
aux  équations  différentielles  (E)  et  (B)  les  formules 
générales  qu’elle  nous  fournira,  nous  parviendrons, 
par  des  approximations  successives,  à déterminer  de 
la  manière  la  plus  simple  le  double  mouvement  des-- 
corps  célestes  avec  un  degré  de  précision  que  les  obser- 
vations les  plus  exactes  ne  sauraient  jamais  atteindre, 
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CHAPITRE  III. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU 
MOUVEMENT  D’fTS  SYSTÈME  DE  CORPS  SOUMIS  A 
LEURS  ATTRACTIONS  MUTUELLES. 


l.>.  Nous  itvons  donné  dans  le  cliapitrc  précédenl 
les  équations  difierenlielles  du  niouvenicnt  d’un  sys- 
tème de  corps  soumis  à leurs  actions  mutuelles,  et 
nous  avons  fait  connaître  les  seules  intégrales  finies 
qu’on  soit  parvenu  jusqu’à  présent  à tirer  de  ces  équa- 
lious.  Nous  allons  développer  dans  celui-ci  la  mé- 
thode d’ap|)ro.\imation  la  plus  lumineuse  que  l’on  ait 
encore  imaginée  pour  suppléer  à cette  imperfection 
de  l’analyse. 

Pour  traiter  cette  question  d’une  manière  générale, 
considérons  un  système  de  corps /w,  m' , m'\  etc.,  agis- 
sant les  uns  sur  les  autres  d’une  manière  quelconque, 
et  sollicités  de  plus  par  des  forces  accélératrices  diri- 
gées vers  des  centres  fixes  ou  mobiles.  Les  résultats 
(jue  nous  obtiendrons,  auront  ainsi  toute  l’étendue 
dont  la  ([uestion  est  susceptible,  et  il  sera  facile  ensuite 
d’en  faire  l'apiilication  aux  équations  diflérentielles 
du  double  mouvement  de  révolution  et  de  rotation 
des  corps  célestes. 

Nous  avons  montré,  dans  le  chapitre  IV  du  livre  I, 
(jue  la  détermination  des  mouvements  d’un  |)areil  sys- 
tème pouvait  toujours  être  ramenée  à un  nombre  d’é- 
quations différentielles  du  secomi  ordre  égal  à celui 
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clesAariables  iiulé|)eiul;mle.S(|iiecha(jiie  queslion  com- 
porte. Une  int»fgrale  qui  résulte  dans  tous  les  cas  de 
ces  équations,  est  celle  qui  est  fournie  par  le  principe 
des  Jorces  vives.  Si  l’on  désigne  par  x,  j,  z les  coor- 
données de  m,  parx',^',  z' les  coordonnées  dem',etc., 
rapportées  à trois  axes  rectangulaires,  et  que,  pour 
abréger,  on  représente  par  T la  moitié  de  la  somme 
«les  forces  vives  du  système,  en  sorte  qu’on  ait 


m i dx'-{-iiy'‘-+dz‘\  m'  fdx'’'-\-dy'*y-dz'’ 
1 \ dt‘‘  / 2 \ 


etc.; 


«pi’on  nomme  de  plus  Y l’inlégi  ale  de  la  somme  des 
forces  dont  le  système  est  animé,  multipliées  respec- 
tivemetU  par  l’élémeul  «le  leur  direction,  c'est-à-dir«‘ 
«pi’on  fasse 

V=/«  {Xdx^\dyy-Zdz)+fm'Ç!i'dx'+^’d)'+-/Jdz')-y.. 

cette  intégrale  devient  (iT’  24,  livre  I) 

T — \ = //,  {(i) 

fl  étant  une  constante  arbitraire. 

Ia*s  coordonnées  X,  j",  z,  x',  j ',  etc.,  déterminent 
à chaque  instant  la  position  «les  corps  agissants  du  sys- 
tème. Ces  variables  sont  en  général  liées  entre  elles 
par  des  écpiations  de  condition  «pii  dépendent  de  la 
nature  du  système,  en  sorte  «[u’il  ne  reste  linalement 
«pi’iin  nombre  de  variables  ind«*pendautes  égal  à trois 
ibis  le  nombre  «les  corps,  moins  le  noml)i  e des  «■«]ua- 
tions  de  condition.  Nous  supposerons,  comme  cela  a 
lieu  ordinairement,  le  nombre  de  ces  variables  indé- 
pendantes ré«luit  à trois,  ç,  6,  5,  et  nous  désigne- 
rons, pour  abréger,  par  tp',  5',  les  différences  d«; 
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ces  varial)les  prises  par  rapport  au  temps  t,  et  divisées 
par  l’éléinenf  du  temps,  eu  sorte  qu’oii  ait 


6' 


tiG 

lit 


Il  sera  toujours  possible,  eu  ayant  égard  aux  écpia- 
lions  de  condition,  d’exprimer  les  coordonnées  r, 
a',  etc.,  et  leuis  diüérentielles,  eu  fonction  des  nou- 
velles variables  9,  0,  9',  5',  et  il  suffira  de  sub- 

stituer à leur  place  ces  valeurs  pour  convertir  dans 
une  fonction  semblable  une  fonction  quelconque  de 
JC,  y,  Z,  x' , , etc.  Ainsi  donc,  nous  pourrons  regar- 

der tlésormais  la  quantité  que  nous  avons  désignée 
par  T,  comme  une  fonction  <le  9,  ■]/,  5,  9',  i|/',  6',  don- 
née daiiis  chaque  cas  particulier. 

De  même,  si  l’on  suppose,  comme  cela  a lieu  dans 
la  nature,  que  les  forces  dont  le  système  est  animé 
sont  dirigées  vers  tles  centres  fixes  ou  mobiles,  et  re- 
jirésentées  en  intensité  par  des  fonctions  de  la  distance 
des  différents  corps  du  système  à ces  centres,  la  valeur 
précédente  de  V sera  une  formule  toujours  intégrale, 
et  sa  valeur  finie  sera  une  fonction  des  coordonnées 
X,  J,  r,  x’,  y' , z',  etc.,  et  par  conséquent  des  \a- 
riables  9,  t|>,  Q,  fonction  qui  sera  donnée  dans  cbaipie 
cas  particulier.  Quand  des  centres  d’actions  étrangers 
au  système  .seront  mobiles,  la  fonction  V renfermera, 
en  raison  de  leurs  mouvemeets,  le  temps  t,  indépen- 
damment des  variables  9,  i|/,  6;  mais  elle  ne  poiii  ra 
contenir,  dans  aucun  cas,  les  différentielles  de  ces  va- 
riables. 

Ola  |)osé,  différentions,  par  rapport  aux  \ariables. 
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9,  tj/,  0,  If',  I',  S',  réqualion  (n'i  ; on  aura 


_ -( — _ rfo  . 

a y 


dd 


'/T  , , dr  ,,,  dT  ,,, 

—,  d'f  -h  —,  H TTT 


/t 


d-y 

— 

dd 


dd' 


{b) 


dd  = 0. 


On  peut  donner  à cette  équation  une  autre  forme.  En 
effet,  puisqu’on  a généralement 


dz'^\ 

j 4-  etc., 

il  est  clair  que,  quelles  que  soient  les  valeurs  qu’on 
substitue  pour  .r,  j,z,  x' , etc.,  dans  cette  quantité, 
T deviendra  une  fonction  homogène  de  deux  dimeu- 
sious  par  rapport  aux  différences  des  nouvelles  va- 
riables c|u’on  aura  choisies.  Ou  aura  tlonc,  par  la  pro- 
priété connue  de  ces  sortes  de  fonctions. 


m / dx^  + dy'  dz‘  \ m'  f dx'-  -4-  <iy^ 

2 \ <lt'  ) ”*”  2 \ f//’ 


£Tf/y  £1^  _ 

' dy  dt  dy  dt  d d' dt 

Substituons  la  valeur  résultante  de  T dans  l’équa- 
tion [o),  et  différentions  ensuite;  nous  aurons 


Si  de  celte  équation  on  retranche  l’équation  [b),  et 
qu’on  observe  que  les  variations  r/y,  ciy,  (1$,  étant 
indépendantes  entre  elles,  on  peut  égaler  séparément 
à zéro  leurs  coefficients,  on  aura  les  trois  équations 
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flifïerentielles  suivantes  : 


d 

■ dif' 

f/T 

dV 

dt 

d<f 

"57-°’ 

d 

■ dV 

f/T 

f/V 

dt 

d^  ' 

1 

4:1 

II 

P 

</T 

f/V 

dt 

f/S 

dQ 

Ces  équations  serviront  à détmniner  les  variables 
(p,  6,  on  fonction  du  temps,  (’.’est  sons  cette  forme 

que  Lagrange  présente  dans  sa  Mécanique  analytique 
les  équations  générales  du  mouvement  d’un  système 
de  corps. 

On  peut  leur  donner  une  forme  jdus  sim|)le,  en  sup- 
posant 


T-i- V = U, 


dJ  _ rff  _ </T 


ce  qui  donne,  en  observant  que  la  fonction  V ne  con- 
tient pas  les  variables  9',  0', 


Les  équations  (c)  deviennent  ainsi 


ds  f/U  du  d\]  dv  f/U  ( j\ 

dt  dj  dt  dt  </9*  ' ' 

et  les  équations  du  mouvement  d’un  système  de  corps 
m,  m',  etc.,  sont  ramenées  à la  forme  la  plus  siiuple 
qu’elles  puissent  prendre. 

14.  Les  trois  quantités  s,  u,  e,  sont  données  par  les 
U i5 
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«'•quations  [p)  en  fonction  de  ç,  «j/,  6,  f,  5';  réci- 
proquement, on  peut  conclure  de  ces  équations  les 
valeurs  dey',  «Ji',  5',  en  fonction  de  y,  ij/,  6,  s,  u,  v, 
et  transformer  par  conséquent  une  fonction  quel- 
conque des  six  premières  variables  en  fonction  des 
six  autres;  mais  on  doit  observer  que  les  différences  * 
partielles  de  cette  fonction  prises  relativement  à y, 
«J«,  5,  ne  seront  pas  les  mêmes  ilans  les  deux  cas. 
Ainsi,  lorsqu’on  regardera  U comme  fonction  de  y,  t|i, 

6,  s,  U,  V,  ses  différences  partielles  relatives  à ces  trois 
variables  ne  seront  pas  les  mêmes  que  les  différences 
partielles  de  cette  même  quantité  regardée  comme 
fonction  de  y,  «j/.  B,  y',  B' . Pour  les  distinguer, 

. rfU  rfU  rfU  , 

nous  désignerons  par  — > — > les  différences 

prises  dans  la  première  hypothèse,  et  par  les  mêmes 
expressions  entourées  de  parenthèses,  les  différences 
relatives  à la  seconde.  Ces  dernières  différences  par- 
tielles forment  les  seconds  membres  des  équations  (f/); 
on  aura  donc,  conformément  à cette  notation, 


Or  l’équation  U =fonct.(y,  ij/,  6,  y',  B')  donne, 

en  y regardant  y',  i|i',  B'  comme  fonctions  des  va- 
riables y,  0,  M,  V, 

dV  _ /^\  ^ rn^  dj^ 

dif  \d<fj~^dif'd<f~^d-}f‘  df~^dQ'd<f^ 

dV  _ dV  rf«p'  ^ dV  dO' 

d\i  _ /^’\  rfU  d<f'  dV  d^ 

7q  ~ \7g ) dy  d6  dy  ,10  dô’Tô' 
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Si  l’on  tire  de  ces  équations  les  valeurs  de  ^ 

et  qu’on  les  substitue  dans  les  équa- 

/ . V . 1 1 J rfU 

tions  (a'),  en  mettant  s,  u,  v a la  place  de  — 
rfU 

on  aura 


(0 


ds 

— U 

rfO.' 

. 

Jt  “ 

_ 

d f 

, 

rfcp 

dif 

^ df  ’ 

du  _ 

dd’ 

dt“ 

_ 

~ d4f 

^ d\ 

_ U 

rfi|i 

^d,f>  ’ 

dv 

_ d\} 

d,' 

fi 

rf9' 

dî  “ 

~ rfO  “ 

~ rfe 

tt 

dO 

~ ^dô' 

Telle  est  donc  la  forme  que  prendront  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  lorsqu’on  choisira 
pour  variables  s,  u,  e,  au  lieu  de  f \ tj(',  6'. 

Si  l’on  différentie  la  première  de  ces  équations  par 
rapport  à ({;,  la  seconde  par  rapport  à <p,  en  regardant 
s,  U,  V comme  constants;  qu’on  les  retranche  ensuite 
l’une  de  l’autre,  ou  trouve 

d’s  d' U . . 

rfi|(  dt  df^.dt  * 

Nous  avons  surmonté  d’un  trait  ces  différences  par- 
tielles et  les  suivantes,  pour  rappeler  que  dans  les 
différentiations  qu’elles  indicjuent  <p,  <];,  6 et  s,  u,  v 
sont  regardées  comme  six  variables  indépendantes 
l’une  de  l’autre. 

On  aurait  d’une  manière  semblable 

d'v  d’ s d' U d'v  ( * * 

” dé.dt^  d^.dt^  d^~de' 

i5. 
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Si  l’on  clifférentie  par  rapport  à J la  première  équa- 
tion (e)  sans  faire  varier  ip,  0,  on  trouvera 

_ rf’lT  rf'7  _ ri’ y t/’ë'  _ 

ds  .(it  ds  ds,d^  ds»d^  ds  .d^  d<^ 


Mais  si  l’on  prend  la  différence  partielle  de  U par  rap- 
port à la  variables  qui  n’entre  dans  U qu’autant  qu’elle 
est  contenue  dans  les  valeurs  de  9',  ij/',  6',  et  qu’on 

, , , , f/U  </U  f/U  , , 

mette  a la  place  de  -r-.i  -7-,-,’  tt/’  leurs  valeurs  s,  u 

• fï  ^ fl  y « 

e,  on  trouve 


dV  d<f’  d6'  rfô' 


Cette  équation  est  identique  lorsqu’on  y considère  U, 
f \ <!p',  6'  comme  fonctions  de  ç,  0,  s,  u,  v,  on  peut 
la  différentier  par  conséquent  par  rapport  à l’une 
quelconque  de  ces  six  variables.  En  différentiant  par 
rapport  à ip,  on  a 

f/'ü  d’7  t/>j?  f/’ÿ 

^ -I-  “ 

ds,d^  ds.d^  ds.d^  <75, ay 

d~s 

La^valeur  de  «n  vertu  de  cette  équation,  se  ré- 
duit à 


f/’f  / X 

ds.dt~  rfy’  ^ > 


Eu  différentiant  semblablement  la  même  équation 
par  rapport  à et  à i>,  et  en  considérant  les  valeurs 


des  différences  partielles 


rf-U  rf’U 


di'.df 


nn  aurait 


d’s  _ rff  d’s  __  ^ 

du ,dt  f/?  ' dv.dt  rfy 
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l>es  deux  tiemières  équations  (e)  donneraient,  par  des 
considérations  analogues. 


d^' 

d' U 

d-y 

rf’  « 

dV 

du.dt 

d^  ’ 

du.dt 

~ 

1 

1 

dy 

il'  V 

rfO' 

’ 

du.dt 

~ d6  ’ 

dv.dt 

rfÔ" 

F.idin,  si  l’on  difïérentie  l’équation  (/;)  par  rapport  à 
n,  et  la  première  des  équations  (0)  par  rapport  à s, 
qu’on  retranche  ensuite  les  deux  résultats  l’un  de 
l’autre,  on  trouvera 

rf  f . du  d i^.ds' 

et  par  conséquent 

du  ds 

i )n  aurait  d’une  manière  semblable 


(7) 


drf’  _ dy  __  dd' 

dv  ds  ’ dv  du 

Ces  diverses  relations  nous  seront  utiles  dans  ce  «pii 
va  suivre.  • 

15.  Revenons  maintenant  à la  question  principale 
(pii  doit  nous  occuper  ici.  Supposons  qu’étant  parvenu 
à inlé'grer  complètement  les  équations  (c)  dans  l’état 
où  elles  se  présentent,  de  nouvelles  forces  accéléra- 
trices dirigées  vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et 
dont  les  intensités  sont  l•eprésentées  par  des  fonctions 
des  distances  de  ces  centres  à leurs  points  d’applica- 
tions respectifs,  viennent  à agir  sur  les  différents  corps 
m,  /«',etc.,  du  système,  et  qu’on  se  propo.se  d’avoir 
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<;gard,  dans  la  s’olution  du  même  problème,  à l’in- 
tervention de  ces  forces.  Si  l’on  désigne  par  11  l’inté- 
grale de  la  somme  de  ces  nouvelles  forces  multipliées 
chacune  par  l’élément  de  sa  direction  (quantité  que, 
pour  abréger,  nous  nommerons  à l’avenir  la  Jonction 
pertutbafrice)^  comme  ces  forces  sont  absolument  de 
même  nature  que  celles  d’où  dépend  la  fonction  V,  il 
suffira,  pour  y avoir  égard,  de  sidîstituer  V -I-  12  à la 
place  de  V dans  les  équations  (c).  Les  équations  du 
mouvement  du  système  altéré  par  les  forces  pertur- 
batrices, seront  ainsi 


z/T 

d1 

d\ 

_ 

lit 

d y 

d <p 

d<f 

rfT 

‘‘■Iv 

dT 

d\ 

da 

lit 

~~  lil 

~d\ 

~ dlf' 

dV 

dT 

d\ 

da 

dt 

~ 7/6 

~ dô 

“ rf?  ’ 

■ équations  (pi’on  peut  ramener  d’ailleurs  à une  forme 
analogue  à celle  des  équations  [fi')-  En  effet,  il  est 
aisé  de  voir  qu’il  suffira  pour  cela  de  substituer  U — û 
à la  place  de  U,  dans  les  équations 

les  valeurs  des  quantités  représentées  par  s,  u,  v qui 
ne  dépendent  que  de  la  fonction  T ne  seront  pas 
changées,  et  les  équations  précédentes  se  trouveront 
seulement  augmentées  d’un  nouveau  terme,  c’est-à-dire 
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fis 
du 
tiv 

Il  est  inutile  d’entourer  de  parenthèses  les  dilfé- 
rences  partielles  de  la  fonction  lî,  comme  on  le  fait 
à l’égard  de  celles  de  la  fonction  U (d’après  la  re- 
marque du  n“  I i),  parce  que  iî  ne  contenant  pas  les 
variables  ç',  6',  ses  différences  ne  changent  pas 

quand  on  regarde  ç)',  i}/',  ô' comme  fonctions  des  va- 
riables y,  ij/,  6,  M,  i>. 

Il  s’agit  donc  d’intégrer  les  équations  (a)  en  sup- 
posant qu’on  ait  complètement  intégré  les  équa- 
tions (i),  c’est-à-dire  ces  mêmes  équations  (a),  dans 
le  cas  où  l’on  fait  abstraction  de  leurs  seconds  mem- 
bres. 

I.a  méthode  d’intégration  que  nous  nous  proposons 
• de  dévelop|)er  consiste  à satisfaire  aux  équations  (a) 
par  les  mêmes  intégrales  fournies  par  les  équations  (i), 
en  faisant  seulement  varier  les  constantes  arbitraires 
qu’elles  renferment,  de  manière  à remplir  cette  con- 
dition. 

l.«s  équations  (i)  étant  du  second  ordre  par  rap- 
port  aux  variables  t|/,  9,  leurs  intégrales  finies  con- 
tiendront six  constantes  arbitraires  a,  h,  c,J,  g,  it, 
et  l’on  pourra  par  leur  moyen  exprimer  les  valeurs 
«les  vaiiables  y,  Ô,  en  fonctions  du  temps  t et  de 
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ces  constantes;  de  sorte  qu’on  aura  généralement 

Ÿ = fond,  (a,  b,  c,f,  g.  A,  f);  | = fond  (a,  b,  c,/,  g,  A,  i), 

6 = fond,  (a,  b,  c,f,  g,  h,  t). 

Pour  satisfaire  aux  équations  (a)  par  les  mêmes 
expressions  finies  de  ip,  ij/,  9,  nous  différentierons  deux 
fois  de  suite  les  valeui's  de  (p,  ij;,  9,  en  !y  faisant  varier 
à la  fois  le  temps  t et  les  constantes  a,  c,  g,  h\ 
nous  substituerons  ensuite  dans  ces  équations  les  va- 
leurs résultantes,  et  nous  aurons  ainsi  trois  équations 
qui  serviront  à déterminer  les  variations  que  doivent 
prendre  les  quantités  ri,  b,  c,  etc.;  mais  comme  ces 
variations  inconnues  sont  en  nombre  double  de  celui 
des  équations  auxquelles  elles  doivent  satisfaire,  nous 
pourrons  les  assujettir  encore  aux  trois  équations  de 
condition  qu’il  nous  plaira  de  leur  fixer. 

Ce  qu’il  y a de  plus  simple  à cet  égard  est  de  sup- 
poser que  les  difiérentielles  premières  des  variables 
çi,  1^,  9 conservent  la  même  forme  dans  le  cas  où  l’on 
fait  varier  les  arbitraires.  «,  b,  c,J,  g,  h,  et  dans  le 
cas  où  elles  sont  regardées  comme  constantes  ; c'est- 
à-dire  qu’on  égalera  à zéro  la  partie  de  chaque  diffé- 
rentielle cif,  f/vp,  d9  qui  résultera  de  la  variation  de 
ces  arbitraires.  On  aura  de  cette  manière  trois  nou- 
velles équations  de  condition,  qui  ne  renfermeront, 
ainsi  que  les  trois  autres,  que  les  différentielles  pre- 
mières des  six  quantités  a,  b,  c,J,  g,  h.  C’est  là  le 
grand  avantage  de  ce  procédé. 

Nous  désignerons  désormais  par  la  caractéristi(jue 
cf,  placée  devant  une  fonction  quelconque  du  temps  t 
et  des  constantes  a,  h,  etc.,  la  différentielle  de  cette 
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fonction  prise  en  y faisant  varier  ces  dernières  quan- 
tités seulement,  de  sorte  qu’on  aura,  par  exemple, 


' = Ta  + S + S S 


Cela  posé,  en  vertu  des  trois  équations  de  condition 
que  nous  nous  sommes  données,  nous  aurons  d’abord 

= O,  (?i|i  = O,  = O.  (A) 

Si  l’on  différentie  une  seconde  fois  les  expressions 
de  (f,  S,  en  y faisant  varier  le  temps  et  les  con- 
stantes arbitraires  qu’elles  renferment,  et  qu’on  sub- 
stitue leurs  valeurs  dans  les  équations  (a),  les  diffé- 
rentielles r/j,  ihi,  dv  seront  augmentées  en  vertu  de 
la  variation  des  constantes  de  tf.f,  Les  fonc- 

tions fi  et  U,  ainsi  que  leurs  difiérences  partielles,  ne 
changeront  pas,  parce  qu’elles  ne  renferment,  la  pre- 
mière, que  les  variables  ç,  <{;,  d,  la  seconde,  que  ces 
mêmes  variables  et  leprs  différentielles  premières,  et 
que  ces  quantités  restent  les  mêmes,  soit  que  l’on 
traite  les  arbitraires  a,  h,  c,J,  g,  A,  comme  variables 
ou  comme  constantes.  Ou  aura  donc  ainsi 

Les  valeurs  de  <p,  t];,  ô,  sont  supposées  satisfaire  à ces 
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équations  dans  le  cas  où  la  lonction  il  est  nulle,  et  * 
qu’on  les  différentie  seulement  par  rapport  a t ; ou  a ‘ • 

donc  identiquement 


et  les  équations  précédentes  donnent  simplement 


\ du  , 


Ce  sont  trois  nouvelles  équations  de  condition  aux- 
quelles devront  satisfaire  les  variations  différentielles 
des  arbitraires  a,  b,  c,J,  g,  h.  Jointes  aux  trois  équa- 
tions (A),  elles  suffiront  pour  déterminer  ces  varia- 
tions. En  effet,  en  les  développant,  on  aurait  six  équa- 
tions du  premier  ordre  et  linéaires  par  rapport  aux 
différentielles  dn,  dh,  de,  dj,  dg,  dh-,  on  pourrait 
donc  obtenir  par  les  procédés  ordinaires  de  l’élimi- 
nation, les  valeurs  de  ces  différentielles  ; mais  on  arri- 
verait par  cette  voie  à des  formules  très-compliquées, 
ün  parvient  à exprimer  directement  ces  valeurs  d’une 
manière  très-simple,  par  les  considérations  suivantes. 


Ifi.  Supposons  que  l’une  quelconque  des  intégrales 
pi-emières  auxquelles  auront  conduit  les  équations  dif- 
férentielles du  mouvement  (i),  ne  contienne  qu’une 
seule  arbitraire  a,  cette  équation  intégrale,  résolue 
par  rapport  à cette  constante,  sera  de  cette  forme  : 

a = fouet.  (9,  (f,  $,  o',  I',  5',  C); 

ou  bien,  en  regardant,  comme  nous  l’avons  fait  pré- 
cédemment, 9',  tj;',  0'  comme  des  fonctions  de  9,  tj/,  6, 
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S,  U,  V, 'données  par  les  équations  (p), 

a = fouet.  (9,  tj;,  $,  s,  H,  V,  t). 

Cette  équation  étant  une  des  intégrales  preinière.s  des 
équations  (1),  il  s’ensuit  que  sa  différentielle  com- 
plète, prise  en  y regardant  a comme  constante,  doit 
se  réduire  à zéro  quand  on  y substitue,  pour  ds,  du, 
dv,  leurs  valeurs  données  par  ces  équations.  Si  Tou 
différentie  donc  l’expression  de  a en  y faisant  varier 
à la  fois  les  constantes  et  les  variables,  et  qu’on  sub- 
stitue pour  âs,  $u,  $v,  leurs  valeurs  données  par  les 
équations  (B),  en  observant  que  dtf  — o,  dij;  = o, 
= O,  on  aura  simplement 

, [ dn  du  da  dû  da  dCï\  , ,,, 

Cette  formule  détermine  directement  la  valeur  de  la 
variation  différentielle  da-,  mais  on  peut  lui  donner 
une  autre  forme  qui  ade  grands  avantages  dans  plii- 
. sieurs  questions  du  système  du  monde,  en  employant 
au  lieu  des  différences  partielles  de  la  fonction  H prises 
par  rapport  aux  variables  y,  tj/,  0,  ses  différences  rela- 
tives aux  constantes  a,  b,  c,f,  g,  h,  introduites  par  la 
substitution  des  valeurs  connues  de  ç,  tj;,  0,  en  fonc- 
tion du  temps  et  de  ces  arbitraires.  En  effet,  si  l’on 
regarde  9,  i|/,  6 comme  fonctions  de  a,  b,  c,fy  g,  h,  on 
aura 

da 

'dil 
Wi 


da 

da 

dn 

db 

da  de 

da  df 

da  dg 

dadh 

da 

dt^ 

db 

d^~^ 

de  dtf 

àfd^^ 

dg  dff  ''' 

dh  df' 

da 

da 

da 

db 

da  de 

dadf 

dCl  dg 

C»  I 

dadh 

da 

db 

d^~^ 

le  IHf 

df  d^~^ 

dg  d^^ 

dh  d^ 

da 

da 

da 

db 

da  de 

da  df 

da  dg 

da  dh 

da 

dÔ'^ 

"db 

dl-^ 

de  rfO 

^dfdf,-^ 

dg  rfo 

db  dO 
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\ds 

/ da  db 
\ds  dtf 

da  de 

h d(^ 

/ da  df 
\ds  dt^ 

da  dg 
ds  dtf 


dt 
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Ces  valeurs,  substituées  dans  l’expression,  de  da  don- 
neront 

^ da  da  ^ da  da 
du  d-!f 

da  db 
du  d-}f 

da  de 
du  d-b 


dada\dil 
dv  do)  da 


c 


da  db\  tin  J 

Ih  Ta)  db 
da 


da  de  \ 

tt) 


de 


dt 


du  d-\ 

da  dg 
du  d-i/ 

da  dh 


dv  dh  j df 


'^Y-^dt 


da  dh 
ds  df  du  f/^j< 


da  l/g 
dv  d/i  j dg 

da  dh\  da  , 

TT)~dfi^' 


On  peut  faire  disparaître  de  cette  expression  le  terme 

multiplié  par  en  observant  que  la  fonction  Ü ne 

contenant  pas  les  variables  y',  i};',  ô',  ne  peut  renfer- 
mer non  plus  les  quantités  j,  «,  n;  on  aura  donc 


da  _ da  da 
ds  da  ds 


da  db  da  de  da  d f da  dg 

db  ds  de  ds~^  df  ds  dg  ds 


da  dada  dadb  dade  dadf  dadg 

du  da  du  db  du~^  de  du~^  df  du  dg  du 

da  dada  dCldb  dade  dadf  dadg 

dv  da  dv  db  dv~^  de  dv~^  df  dv~^  dg  dv 


da^_ 
dh  ds  **’ 

d a dh 
dh  du  ’ 

da  dh 

dh  dv 


Si  l’on  multiplie  ces  quantités  milles,  la  première  par 
la  seconde  par  la  troisième  par  et  qu’on 
retranebe  leur  somme  de  la  valeur  précédente  de  du. 
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fda  (II) 

da  db  da  db 
d y ds  du  d ^ 

da  db  da  db 

rf'l  du  dv  rfô 

da  db\ 
db  dv  ) 

da 

db 

/ (la  de 

da  de 

da  de 

da  de 

da  de 

da  dc'^ 

da 

dfÿ  ds 

du  d'S/ 

dlf  du 

^ (h  db 

db  dv ) 

de 

Idadf 

da'df 

da  df 

da  df 

da  df 

dadf\ 

da 

V/ï 

d^  ds  ' du  rf^J; 

d-^  du 

dv  d 0 

d b dv  j 

<if 

rfy 

da  dg  da  dg 

d f ds  du  d 

da  dg  da  dg 

d •]/  du  dv  d 0 

d b dv  j 

da 

'‘s 

jda  dh 

du  dh 

da  dh 

da  dh 

da  dh 

da  dh\ 

da 

^ rfiji 

dtf  ds  du  dif 

rfi{/  du  dv  rfÔ 

Tblhf 

dh 

Cette  expression  de  da  est  en  apparence  plus  com- 
pliquée que  l’expression  [h)  d’où  elle  est  déduite, 
mais  elle  jouit  d’une  propriété  bien  remarquable, 

c’est  que  les  cofficients  des  différences  partielles 

"—t  etc.,  deviennent  indépendants  du  temps  <,  après 

qu’on  y a substitué,  pour  (j;,  0,  j,  u,  e,  leurs  va- 
leurs en  fonction  de  t et  des  arbitraires  a,  h,  c,J,  g,  h. 
Comme  c’est  à celle  propriété  que  la  méthode  d’ap- 
proximation que  nous  venons  d’exposer  doit  ses  prin- 
cipaux avantages  dans  les  applications,  nous  ne  pou- 
vons nous  dispenser  de  la  démontrer  ici  d’une  manière 
directe,  quoique  cette  démonstration  exige  quelques 
développements. 

17.  Pour  cela,  reprenons  la  valeur  que  nous  avons 
supposée  à la  constante  a dans  le  numéro  précédent  : 

n = fond,  (tp,  (j;,  ô,  s,  ^/,  v,  <). 

Si,  après  avoir  tiré  de  cette  expression  la  valeur  de  ~ » 
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on  la  différentie  par  rapport  à en  observant  que 

7t 


ç',  ‘il 

^ ' dl  T ' dl 


9',  on  aura 


. da  f d' n 
~ \d^.d 


d’ a , 


d' a 


de  dtf‘  ‘ dtf.d'ff 
d'it  ds  ^ d'' a du  d 

d If  ,ds  dt 


d' a 


df.dO 
’a  dv\  , 

riÂ-  * j ’ 


dif,  du  dt  dif . 

niais,  en  prenant  la  difierentielle  com|)lète  de  a par 
rappoi  t à t,  on  a 

da  da  , da  , , da  -,  da  ds 

da  du  da.  dv 

“H  -7—  -7—  -f-  “7  — O. 

du  dt  dv  dt 


(^) 


Si  Ton  considère  dans  cette  équation  9',  ^ comme 

des  fonctions  de  tp,  0,  s,  u,  e,  données  par  les  équa- 

, . , , ds  dv  du  , 

tions  (p),  et  qii  on  remplace  ~je'  Têt 

leurs  tirées  des  équations  (2),  son  premier  membre 
deviendra  une  fonction  de  t,  y,  t|;,  6,  s,  w,  e,  qui 
devra  être  identiquement  nulle.  Cette  équation  sub- 
sistera donc  encore  en  y faisant  varier  séparément 
l’une  quelconque  de  ces  sept  quantités. 

Supposons  cette  subslitulion  effectuée,  et  différen- 
tions  l’équation  résultante  par  rapport  à ç;  on  aura 


</’  a 
d If  .dt 


d'a  , 

.77? 

d'a  du 
df.du  dt 

da  dQ' 
d9  d ^ 


d'a  , d'a 
dif  ,d-!f‘  dy.dti 

d' a dv 
dtf.dv  lit 

da  d' s da  d ’ u 


9'- 


d' a ds 


dif.ds  dt 
da  d^’ 


ds  d^.dt  dudif.dt 


da  d f 
div  df  d-lf  d 


da  d’v 
tiv  d f . lit 


O, 
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2’iC) 


el  la  valenr  précédente  de  deviendra,  en  veiTii 

de  celte  équation, 


J du  i dq  d<f'  ila  rfij»'  da  rffl' 

dif  \d^  df  rfij<  d^  d6  d^ 


da  d’ s 


da  d ’ U 


da  f/’  i> 


ds  dif.dt  du  d<f,dt 

On  trouverait  de  la  même  manière  : 

€in  cio' 

da 


dv  d f . dt 


) <u. 


, da  / da  rf»' 

~ ~ 


da  d’ s 


ds  d'Sf.sIt 

« 

d — — — A 

■ rffl  rfO 

da  d^ s 


da 

d^  d^ 

da  d' U 
du  d^.dt  ' dv  rfi|( 

da  d iji'  du  d 9' 
d^lIO  dldO 


d'v  \ J 


da  d*  U 


d^  _rf 

ils  <19. dt  du  d9.dl  de  d9 

Il  faut  bien  remarquer  que,  dans  ces  expressions, 


, , . d' s d' s if  s , 

nous  désignons  par  - — 7»  -j-, — r»  etc.,  les  va- 

p ' d(f.dt  dif.dt  d9.dt  ’ 

leurs  de  ^5  dans  lesquelles  on  fera  varier  suc- 

dt  dt  dt  * 

cessivement  ç,  ijo  <?n  regardant  j,  m,  e,  comme  con- 
stants. 

.Si  l’on  suppose  à la  constante  b une  valeur  sembla- 
ble à celle  de  a,  on  trouvera  pour  d.^,  r/.^ . 

‘ d(f  rf\j<  f/0 

des  expressions  analogues  aux  précédentes,  en  chan- 
geant simplement  dans  celles-ci  rten  b.  Cela  posé,  si 

l’on  multiplie  l'expression  de  par  l’expres- 

. , da  db  ,,  . , db  da 

sion  de  «•  j-  p^'’  — I expression  ne  ^ pi*r 


d's 


X \ 
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w \ 1 tia  rlh  ,,  , , db  da 

celle  de  pai’  — 1 expression  de  <1.  — par 


d-!f 

celle  de  par  — 


du 

db 


dH  ^ dv 

' db  dv  ’ ajoute  ensuite,  en 

observant  que,  d’après  les  équations  (m),  on  a 

S d'^u  d^  s d'^v  r/'«  d'^v 

d'^.dt  d^.dt^  d^,dt  d^,dt^  r/O.r/Z  d-^.dt 

on  trouvera  que  leur  somme  se  réduit  à 


da 

ds 


• db 

, da 

-U  H 

db 

db 

z/  -4- 

da  , 

db 

? 

- ds^ 

' 'h 

■<7^ 

du 

dv 

db 

€ia 

db 

da 

db\ 

/ÿ' 

/ da 

db 

da  db  \ 

di,' 

d^ 

ds 

ds 

d <p 

-f- 

ds 

ds  dif  ) 

d ^ 

' da 

db 

da 

db\ 

db' 

db 

ds 

ds 

db) 

^ d^ 

' da 

db 

da 

db'^ 

d^' 

/ da 

db 

da  db  \ 

di(' 

y? 

du 

ilu 

dfj 

' rf^!; 

-r 

du 

du  d'if) 

dif 

da 

db 

da 

db\ 

db' 

ib 

dû 

du 

db) 

7^ 

da 

db 

da 

db\ 

rf<p' 

-H 

/ da 

db 

da  db  \ 

d'V 

dt^ 

dv 

dv 

dd 

' db 

[d^ 

dv 

dv  d'I/) 

' db 

da 

tib 

da 

db  \ 

db'' 

db 

dv 

dv 

db) 

db 

db 

d^' 


da  j 
'd9 


Reprenons  la  valeur  de  la  constante  a.  Si  l’on  dif- 
férentie  par  rapport  à < sa  différence  partielle  prise 
relativement  à la  variable  s,  on  aura 


r - + 

d‘‘a 

Lrfy.rff  ^ 

df.ds 

d‘‘  a ds 

d’’  a 

ds  ‘ dt 

ds . du 

d^a 
d . ds 


^ 

d a,ds^ 


du 


d^  a 
dt  ds . dv 


dv 

dt 


f 


dt. 


Mais,  en  faisant  varier  s dans  l’équation  identique  [s). 
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34  < 


on  a 


rf’a 

ds.dt  da.ds  ^ 

* S 

rf’a  ds 
ds^  dt 
jta  df' 
d^  ds 

da  d' s 
ds  ds.dt 


d'a 


d'a 

^ d^.ds 
■d'a  du 
ds  .du  dt 
da  d^’ 
d^  ds 

da  d' U 


f 


d'a  g, 
■ d^.ds 
d'a  dv 


ds . tlv  dt 
da  ^ 
d9  et  s 

da  d' V 


du  ds  . dt  dv  ds . dt 


==  O. 


d's  d'u 


Nous  exprimons,  dans  cette  équation,  par 

» les  différentielles  des  valeurs  de  ^prises 

els.dt  dt  dt  dt  r 

en  y regardant  tf,  i{;,  5,  «,  e,  comme  constantes,  et 
divisées  par  ds. 

ela 


I/expression  de  d.-^  se  réduit  ainsi  à la  suivante  : 

. eia  ! da  d^'  ela  el'lf' 

ds  ^ el-^  els 


da  di' 
et  0 ds 


ela  el  's 
ds  ds . etc 


ela  d'u 
du  ds . dt 


da  d' V \ 
dv  ds  dt  J 


dt. 


On  trouvera  île  la  même  manière 


, ela 


-( 


J ela 
^■d^  = 


ela  ete/' 
d^  du 

ela  el's 
ds  du . dt 
' da  el^' 
\.dif  elv 


da  t/A'  da  elQ' 
4-  — - 


/ da  el^' 
\rfif  elv 

dei  el's 
ds  dv.dt 


rf^|/  du 
ela  il  ' U 


elO  du 
ela  d'i 


élu  du  . dt 
ela^  ^ 
el  dv 

ela  d ' U 
du  dv.dt 


dv  du . dt 
da  dH' 

7/9 

ela  el'v\ 
dv  elv . lit  J 


dt. 


dt. 
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On  aurait  des  expressions  semblables  pour  les  diffé- 


ré 


db 


rentielles  — 5 changeant  seulement 

a en  6 dans  les  équations  précédentes.  Si  l’on  multi- 


da 


db 


plie  maintenant  l’expression  de  par  celle  de 

t db  . J J Il  1 

({.—  par  — 1 expression  de  a.—  par  celle  de 


‘ €lS 
db 


dy 

da 


’ du 
da 


d^ 

db 


t C4C/  U(4  «y  11  ««  J 

— par  — 1 expression  de  ci.  — par  —■>  celle  de 

r/.~  par  ~ qu’on  les  ajoute  ensuite,  en  obser- 

vant que  les  équations  (ç)  donnent 


d^' 

Hs 


dff* 

du 


) 


dv 


dQ' 

5iT’ 


d<f' dO' 

dv  ds  ’ 

d‘‘s 


etc. 


. L ^ d^  S d‘‘s  d' U 

et  en  substituant  pour  — -,  , , , 

‘ ds.dt  du.dt  dv. dt  ds . dt 

leurs  valeurs  données  par  les  équations  (n)  et  (o),  ou 
aura 


db  ^ da  da  ^ fib  ^ dh  ^ da  da  ^ db  ^ 

d'à  ds  </(p  ds  du  r/ij/  du  d^  dv  d^i  th 


/ dn  db 

da  db  \ 

/Il 

/ da  db 

da  db  , 

({9 

\dif  ds 

ds  d ^ j 

d ^ 

\dif  du 

du  dif  I 

' Z}. 

1 da  db 

da  db  \ 

dif' 

\ rf®  dv 

dv  d Ÿ / 

dï 

■ 1 da  db 

da  db  \ 

ili' 

Ida  tlb 

da  db 

y/f 

ds  d-if  J 

' d f 

^ du 

du  d -^ 

)d^ 

/ da  db 

da  db  \ 

./y 

•+ 

■ ~ 

dv  d^  j 

' dO 

/'  da  db 

da  db\ 

dO' 

( da  db 

da  db  \ 

db' 

•+ 

' \i7êrfT~ 

dl  ^ ) 

df 

ilii  d b ' 

dlf 

H- 

/ da  db 
\d^  tlv 

da  db\ 
rtV  Tâ  ) 

db'  . 
db 

j dl. 
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Le  second  membre  de  cette  équation  est  égal,  au  signe 
près,  au  second  membre  de  l’équation  (/);  on  aura 
donc,  en  ajoutant  membre  à membre  ces  deux  équa- 
tions. 


da  J db  db  da 

di^  Tf  ~ ds^^'T^ 

da  I flb  J 

Tüi'T^ 


db  J da  da  , db 

^■7û-d-,'^di 


dif 

db 


, da  J 

d-y  'dît  ~ T^"  d7i 


da  J db  db  J da  db  , da  da  , db 

-f-  — — ci,  -JT  — ci  ."JT  -H  -TJ  ci , -j~  — - -JT  (1  .-J—  = O. 

..  dv  db  dv  db  db  dv  db  dv 

ije  premier  membre  de  cette  éfjuation  est  évidem- 
ment la  différentielle  complète,  par  rapport  à t,  du 

coefficient  de  clt  dans  l’expression  de  cin.  En  effet, 

en  intégrant , on  a 

da  db  da  db  da  db 


da  db  da  db  da  db 


= const.: 


dx  dv  dvds  du  d'if  dif  du  dv  db  db  dv 

d’où  l’on  peut  conclure  que  ce  coefficient  ne  contient 
pas  le  temps  t implicitement,  et  ne  saurait  être  qu’une 
ionction  des  constantes  a et  b,  et  des  autres  arbitraires 
renfermées  dans  les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles du  mouvement,  après  la  substitution  des  va- 
leurs de  ç,  ({/,  6,  s,  M,  i'  en  fonction  de  t et  de  ces 
arbitraires.  <^n  prouverait  de  la  même  manière  que 
le  temps  disparaîtrait  dans  les  antres  coefficients  des 

dsi  dSl  , 

différences  partielles  —^1  etc.;  en  sorte  que  la  va- 
leur de  la  variation  différentielle  da  se  trouvera  expri- 
mée au  moyen  des  dilTérences  partielles  de  la  fonction 
û prises  par  rapport  aux  constantes  a,  b,  c,  /,  g,  //, 
et  multipliées  par  des  fonctions  de  ces  mêmes  quan- 

ilï. 
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tités  iiulépeiulaiites  du  temj)s.  Il  en  sérail  de  même 
des  variations  des  cinq  antres  arbitraires  Z>,  r,J\  g,  h. 

18.  Cet  important  résnltat  constitue  le  principe 
londamental  de  la  nouvelle  théorie  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires,  que  nous  devons  aux  derniers 
travaux  de  Lagrange.  Son  génie  lui  fit  soupçonner  au 
premier  aperçu  (jue  la  forme  très-simple  que  Laplace 
et  lui  étaient  parvenus,  après  de  longs  efi'orts,  à don- 
ner aux  variations  différentielles  des  éléments  des  or- 
bites planétaires,  ne  devait  être  qu’une  conséquence 
particulière  d’un  théorème  général  de  Mécanique,  in- 
dépendant des  formules  du  mouvement  elliptique,  et 
bientôt  après  il  réussit  à étendre  l’aii.-ilyse  qui  l’avait 
si  heureusement  guidé  dans  ses  premières  recherches, 
aux  équations  difiérentielles  du  mouvement  d’un  sys- 
tème quelconque  de  corps  soumis  à des  forces  diri- 
gées vers  des  centres  fixes  ou  mobiles,  et  représentées 
en  intensités  par  des  fonctions  des  distances  de  leurs 
points  d’application  à ces  centres.  beau  théorème 
que  nous  venons  d’énoncer,  ainsi  généralisé,  devint 
applicable  à un  grand  nombre  de  questions  de  Méca- 
nique qui  n’avaient  point  été  jusque-là  complètement 
résolues. 

Nous  représenterons  désormais  les  coefficients  des 
différences  partielles  de  12  dans  la  valeur  de  da,  par 
les  symboles  (rt,  h),  (n,  c),  etc.,  de  sorte  qu’on  aura, 
par  exemple, 

^ da  db  fin  dh  tin  dh  da  dh  fin  dh  dndb 

' ' ds  d<^  ftf^dx  du  d-tf  d'i^  da  ftv  //G  dbdf  ' ^ 

J.a  quantité  {a,  h)  exprimera  ainsi  généralement  une 
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cei  laine  coinbinaisun  des  différences  partielles  des  va- 
leurs de  a et  A,  prises  par  rapport  à ç,  i}/,  6,  m,  e. 
Il  suffira  de  permuter  entre  elles,  dans  cette  expres- 
sion, les  lettres  a,  b,  c,/,  g,  h,  prises  deux  à deux, 
jKMir  former  les  valeurs  des  quantités 
(fl,  g),  etc. 

D’après  cette  notation,  (A,  a)  doit  représenter  ce 
que  devient  (fl,  h),  en  y changeant  les  lettres  fl  et  h 
entre  elles.  Or,  si  l’on  effectue  cette  permutation 
dans  l’équation  précédente,  on  voit  que  son  second 
membre  ne  fait  que  changer  de  signes;  on  aura  donc 
généralement  . _ 

, (A,  fl)  = — (fl,  A). 

Enfin,  si  l’on  combine  la  lettre  a avec  elle-même,  ou 
qu’on  subsliliie  dans  la  même  équation  fl  à la  place 
de  A,  pour  former  la  quantité  (fl,  fl),  on  aura 

I fl,  fl)  = o. 


L’expression  que  nous  avons  trouvée  dans  le  n"  IG, 
pour  la  variation  différentielle  de  fl,  deviendra  donc, 
• d’après  la  notation  que  nous  venons  d’adopter. 


fin  , .ftci  , . fin 


, ,da  ,,fin  , 

(n) 


et  l’on  aurait  des  expressions  semblables  pour  déter- 
miner les  variations  des  ciii(|  autres  arbitraires  A,  c, 

y.  *• 

Il  faudra,  pour  appliquer  la  méthode  d’intégration 
précédente,  commencer  par  former  dans  chaque  cas 
particulier  les  quantités  (fl,  A),  (a,  c),  (A,  <•),  etc.,  en 
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combinant  les  différences  partielles  des  valeurs  des 
constantes  arbitraires  du  problème,  prises  par  rapport 
aux  variables  -p,  ij/,  0,  et  aux  fonctions  s,  n,  v de 
ces  variables  et  de  leurs  différentielles.  Ces  symboles 
seront  en  nombre  égal  à celui  des  combinaisons  diffé- 
rentes qu’on  peut  faire  en  permutant  ensemble  les  six 
lettres  a,  h,  c,  J\  g,  //,  prises  deux  à deux,  c’est-à- 
dire  qu’on  aura  à calculer  quinze  quantités  de  cette 
espèce.  La  valeur  de  chacune  d’elles  sera  en  général 
une  fonction  des  six  constantes  arbitraires  contenues 
dans  les  intégrales  des  équations  du  mouvement;  ce- 
pendant il  pourra  arriver  quelquefois  qu’elle  ne  con- 
tienne que  quelques-unes  de  ces  arbitraires;  dans 
d’autres  cas  elle  n’en  renfermera  aucune,  et  se  ré- 
duira à ui>e  constante  déterminée.  Ces  quantités  seront 
toujours  faciles  à former,  lorsqu’on  aura  préalable- 
ment exprimé  les  arbitraires  en  fonction  des  variables 
ç,  (}(,  6,  J,  n,  e,  ainsi  que  nous  l’avons  suppo.sé  n“  l(>. 
Mais,  comjiie  cette  prépai  ation  pourrait  entraîner  sou- 
vent dans  des  éliminations  compliquées,  il  est  bon 
d’avoir  le  liioveu  de  l’éviter;  or,  c’est  ce  qui  est  facile. 
En  effet,  supposons  la  constante  A,  par  exemple,  fonc- 
tion des  variables  p,  è/,  6,  s,  u,  e,  et  d’autres  con- 
stantes c,y,  g,  de  .sorte  qu'on  ait 


■ • 


h = fonct.  (p,  tf,  9,  J,  M,  e,  c,  f,  g)  ; 


il  faudrait  substituer  pour  c,  J,  g,  leurs  valeurs  en 
fonction  des  variables  ç,  9,  s,  «,  e,  pour  ramener 
cette  valeur  de  b à la  forme  qui'  nous  lui -avons  sup- 
posée n“  IC.  Mais,  en  prenant  ses  diflérences  par- 
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tielles  par  rapport  aux  mêmes  variables,  on  a 

/l<f  \<^if  / df  dg  d<f'  ” 

ds  \dt  ) lie  ds  df  ds  dg  ds 

eic. 

Nous  désignons  par  (^)’  etc.,  avec  païen-- 

thèses,  les  différences  partielles  de  />,  pri^s  abstrac- 
tion faite  des  constantes  c,y,  g. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule  (C),  il 
est  aisé  de  voir  qu’on  aura 

[a,  b)  = {a,~b)-i-{a,c)‘^^{a,f)^^^-{a,g)'^-  (E) 

Nous  représentons  par  {a,  h)  la  valeur  de  {a,  b)  qu’on 
trouverait  en  combinant  les  différences  partielles  de 
a et  h,  abstraction  faite  des  arbitraires  c,J\  g que  con- 
tient b. 

Il  sera  facile  de  former  les  combinaisons  [a,  c), 
(a,  g),  {fl,/'),  puisqu’on  suppose  a,  c,J,  g donnés 
immédiatement  en  fonction  de  ç,  tj;,  6,  s,  ii,  p;on 
aura  donc  sans  peine,  parla  formule  précédente,  l’ex- 
pres.sion  de  (<7,  /;). 

Quand  les  valeurs  des  quinze  quantités  [a,  b),  {a,  c), 
{b,-c),  etc.,  seront  déterminées,  comme  nous  venons 
de  le  dire,  on  les  substituera  dans 'la  formule  géné- 
rale (D),  et  les  variations  différentielles  des  arbitraires 
se  trouveront  exprimées  au  moyen  des  différentielles 
de  la  fonction  û,  prises  par  rapport  à ces  constantes, 
et  iuiilti[)liées  par  des  coelücieiits  iiidépeiidaiils  du 
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t«mps  /,  conformément  au  théorème  général  démon- 
tré n«17. 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  foi-me  des  expres- 
sions auxquelles  on  parviendra,  dépendra  de  la  ma- 
nière dont  les  arbitraires  a,  b,  r,  etc.,  seront  expri- 
mées en  fonction  des  variables  y,  <]/,  Ô,  s,  u,  e,  et  par 
conséquent  des  constantes  arbitraires  qu’on  aura  choi- 
sies pour  compléter  les  intégrales  de  la  première  ap- 
proximation. On  obtient  des  formules  extrêmement 
simples,  en  prenant  pour  arbitraires  les  valeurs  des 
six  variables  y,  B,  s,  u,  e,  à une  époque  déterminée, 
à l’instant,  par  exemple,  d’où  l’on  compte  le  temps  /. 
En  effet,  si  l’on  désigne  par  a,  S,  7,  X,  >î,  p.,  ces  six 
quantités;  qu’on  substitue  a et  § à. la  place  de  a et  6 
dans  la  formule  (C),  on  aura 

(laflè  da.(l6  da  eiS  f/ac/6  dad? 

(ïrêJÇ  dfds~*~  du  d-!^  du  dv  d 6 d<i  dv 

Or,  comme  on  est  assuré  d’avance,  d’après  la  démons- 
tration générale  du  n“  i7,  que  le  second  membre  de 
cette  équation  est  indépendant  du  temps  t,  il  est  clair 
qu’on  n’en  changera  |>as  la  valeur  en  y sidistituant 

simplement  pour  » leurs  valeurs  dans  les- 

quelles on  fera  t = o.  Mais  on  a évidemment  dans  ce 
cas 

rfa  _ • 'i-i  _ , ^ — r ^ , 

^ — '^d^-''dO-^'ds  — ''du-’dv 

Toutes  les  autres  différences  partielles  des  constantes 
a,  g,  7,  etc.,  sont  milles  d’elles-mémes,  d’où  l’on  peut 
conclure  qu’en  prenant  deux  à deux  les  six  lettres  a. 
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ê,  7,  X,  y;,  U.,  on  aura 

(a,  X)  = -i,  (g,  ï;)=:  — 1,  (y,ix)=—i. 

Tous  les  autres  coefficients  (a,  g),  (u,  y),  (X,  g),  etc., 
seront  nuis,  de  sorte  que  l’on  aura,  pour  déterminer 
les  variations  de  a,  g,  7,  X,  ry,  fi,  les  six  équations  sui- 


vantes  : 

dit 

rfS  = 

fia 

du 

rfa  = 

— — (it, 

rfy  = 

--;-dt. 

r/>  ’ 

rfp 

du 

da 

rff»  = 

du 

rfX  = 

di^‘' 

-j-dt. 

rfy 

Ces  formules  sont  les  plus  simples  que  puisse  four- 
nir l’état  de  la  question.  I^agrange,  après  avoir  dé- 
montré d’une  manière  ingénieuse,  mais  indirecte,  l’in- 
dépendance des  coefficients  (a,  X),  (g,  >3),  (7,  |x),  par 
rapport  au  temps  t,  s’en  est  servi  pour  en  déduire  les 
expressions  générales  que  nous  avons  trouvées  pour  ^ 
les  variations  des  six  constantes  arbitraires  <ï,  5, 
g,  A.  En  effet,  quelles  que  soient  les  constantes  qui 
entrent  dans  les  intégrales  de  la  première  approxima- 
tion, elles  ne  peuvent  être  que  des  fonctions  des  six 
quantités  a,  g,  7,  X,  yj,  jx,  et  il  suffira  pour  les  obtenir 
de  supposer  t = o dans  ces  intégrales.  La  quantité 
Û peut  d’ailleurs  être  considérée,  soit  comme  une 
fonction  des  six  constantes  primitives  a,  g,  7,  etc., 
soit  comme  une  fonction  des  six  constantes  arbitraires 
a,  h,  c,  etc.;  et  l’on  peut  conclure  par  conséquent  les  . 
différences  partielles  de  û,  i*elatives  aux  premières, 
des  différences  partielles  de  la  même  fonction,  rela- 
tives aux  dernières.  Si  l’on  différentie  ainsi,  par  rap- 
port an  temps  t,  les  six  constantes  n,  A,  c,  etc.,  regar- 
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dées  comme  fonctions  de  a,  ë,  etc.,  qu'on  substitue 
pour  da,  dè,  etc.,  leurs  valeurs  données  par  les  équa- 
tions (g\  et  que  l’on  convertisse  ensuite  les  diffé- 
rences de  ii,  relatives  à a,  ë,  etc.,  en  différences  prises 
par  rapport  à a,  b,  etc.,  on  retrouvera  sans  peine  la 
formule  (D)  et  les  fornudes  semblables  relatives  à b, 
c,  etc.,  auxquelles  nous  sommes  parvenus  directe- 
ment. Au  reste,  les  formules  (g)  ont  paru  jusqu’ici 
plus  remarquables  par  leur  forme  que  par  leur  utilité. 

19.  Ix)rsque  les  variations  différentielles  des  con- 
stantes <7,  b,  c,  etc.,  seront  détermiuées  par  ce  qui 
précède,  on  aura  par  l'intégration  leurs  valeuis  finies, 
qu’on  ajoutera  respectivement  à ces  constantes  dans 
les  valeurs  des  variables  f,  .tj;,  ô,  trouvées  eu  faisant 
abstraction  des  forces  perturbatrices;  on  connaîtra 
ainsi  les  valeurs  de  ces  variables  qui  satisfont  aux 
équations  du  mouvement  troublé,  et  qui  doivent  dans 
ce  cas  déterminer  à chaque  instant  la  position  du  sys- 
tème. Mais,  comme  les  quadratures  d’où  dépendent 
les  valeurs  des  variations  6nies  des  constantes  arbi- 
traires «,  A,  etc.,  ne  seront  pas  possibles  en  général, 
on  sera  réduit  à les  déterminer  par  des  approximations 
successives.  On  commencera  par  n’avoir  égard  qu’à 
la  première  puissance  des  forces  perturbatrices;  on 
obtiendra  ainsi  une  première  valeur  approchée  des 
constantes  arbitraires  regardées  comme  variables,  à 
l’aide  de  laquelle  on  pourra  tenir  compte  du  carré 
des  forces  perturbatrices  ; et  en  continuant  de  la  même 
manière,  on  parviendra  à des  valeurs  intégrales  aussi 
approt  liées  ipie  l’fin  voudra. 
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(^Hiclnoiis  donc  «énéralenienl  que  l’on  peut  tou- 
jours représenter  l’action  «les  forces  secondaires  qui 
agissent  sur  un  sysfiune  quelcoiupie  de  corps,  et  qui 
ne  fout  que  troubler  les  inouveiuents  que  ces  corps 
auraient  en  vertu  des  forces  principales  dont  ils  sont 
animés,  par  les  vaiiations  des  constantes  arbitraires 
«pii  entrent  dans  les  équations  intégrales  trouvées  en 
faisant  abstraction  des  forces  perturbatrices.  Si  l’on 
détermine  ces  variations  de  manière  à ce  que  les  in- 
tégrales premières  soient,  comme  les  intégrales  finies, 
les  mêmes  dans  les  deux  mouvements,  leurs  «lifféren- 
tielles  se  trouveront  exprimées  par  des  formules  très- 
simples,  au  moyen  des  ilifférences  |>artielles  de  la 
fonction  perturbatrice,  et  l’on  pourra  donner  à ces 
formules  une  forme  très-commode  jionr  les  applica- 
tions, en  employant,  an  lieu  des  différences  partielles 
de  cette  fonction  relatives  aux  variables  du  problème, 
les  différences  partielles  prises  par  rapport  aux  con- 
stantes introduites  par  les  intégrations. 

Ces  considérations  semblent  surtout  applicables  à 
la  ibéorie  du  système  du  monde.  Ia?s  perturbations 
causées  dans  les  mo«ivements  de  révolution  et  de  ro- 
tation des  planètes  par  leurs  attractions  mutuelles, 
en  offrent,  comme  nous  l’avons  dit  dans  le  chajiitre 
précédent,  une  application  directe;  celles  qui  dé- 
pendent d’une  cause  spéciale,  comme  les  inégalités 
de  la  Lune  dues  à l’aplatissement  de  la  Terre,  s’en 
déduisent  aussi  facilement.  Enfin,  on  peut  encore  re- 
garder comme  une  force  perturbatrice  la  résistance  du 
fluide  «‘tbéré  que  les  cfirps  célestes  peuvent  être  obligés 
«le  traverser,  et  les  princi|>es  précédents  donneront  le 
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moyen  d’avoir  égard  à celte  action.  Nous  l’avons  dit, 
c’est  à Lagrange  qu’est  due  la  belle  théorie  que  nous 
venons  d’exposer  ; mais  il  avait  suivi,  pour  la  traduire 
analytiquement,  la  marche  inverse  de  celle  que  nous 
avons  adoptée.  Il  commença  par  tléterminer  les  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  que  nous  avons  ilési- 
gnée  par  Ü,  relatives  aux  constantes  arbitraires  ré- 
sultantes des  premières  intégrations;  il  les  exprima 
au  moyen  de  leurs  variations  différentielles  multipliées 
par  des  fonctions  de  ces  mêmes  constantes,  et  il  par- 
vint d’une  manière  tres-simple  à démontrer  que  ces 
fonctions  étaient  toujours  indépendantes  du  temps.  Il 
fallait  ensuite  <pie,  par  les  procédés  ordinaires  de 
l’élimination,  on  tirât  de  ces  formules  les  valeurs  des 
variations  dinéreutielles  des  arbitraires  (ju’il  s’agissait 
en  définitive  de  déterminer;  mais  cette  opération  de- 
vait entraîner  souvent  dans  de  longs  calculs,  et  l’on 
pouvait  désirer  encore  une  méthode  directe  pour  par- 
venir au  même  but.  M.  Poisson  entreprit  de  la  décou- 
vrir, et  il  y réussit  dans  un  beau  Mémoire  lu  à l’.\cadé- 
mie  «les  .Sciences  en  1808.  Si  l’analyse  qu’exige  le 
problème  abordé  ainsi  directement,  est  plus  compli- 
(|uée  «pie  celle  de  I^grange,  cet  inconvénient  est  plus 
que  compensé  par  l’avantage  d’arriver  à des  formules 
qui  ré.solvent  immédiatement,  et  sans  avoir  besoin 
d’aucune  transformation,  la  question  qu’on  s’«;st  pro- 
posé**. Au  reste,  ce  grand  géomètre  avait  senti  lui- 
méine  les  «léfauts  «le  la  méth«>«l«r  qu’il  avait  d’abortl 
suivie;  il  parvint  à la  corriger  et  à éviter  par  des  <;on- 
sulérations  ingénieuses  ses  principaux  inconvénients, 
on  sorte  «pie  la  théori«*gén«*rale  de  la  variali«)ii  d«*scon- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


j53 


stantes  arbitraires  clans  les  problèmes  tic  Mécanique 
atteignit,  sons  les  yeux  mêmes  de  son  inventenir,  tonte 
la  perfection  désirable.  Il  restait  à en  faire  l’applica- 
tion à la  Mécanique  céleste,  à réunir  ainsi  sons  un 
même  point  de  vue  les  découvertes  des  grands  géo- 
mètres qui  en  ont  fait  l’objet  de  leurs  uu^ditations,  à 
faire  dé|)endre  enfin  la  détermination  des  diverses 
inégalités  des  mouvements  des  corps  célestes  d’une 
même  analyse,  comme  elles  dérivent  tontes  d’un  même 
cause.  C’est  à atteindre  ce  but  <jne  cet  ouvrage  est  spé- 
cialement destiné.  Les  mouvements  de  reWolntion  des 
planètes,  des  comètes  et  des  satellites,  les  mouvements 
(le  rotation  des  planètes  autour  de  leurs  centres  de 
gravité,  les  dérangements  cpi’elles  peuvent  éprouver 
dans  leur  marche  par  la  résistance  d’un  fluide  très- 
rare,  occuperont  successivement  notre  attention  dans 
ce  livre  et  dans  les  suivants,  et  l’on  verra  tous  les  faits 
dépinidants  de  ces  phénomènes  dériver  naturellement 
des  principes  que  nous  venons  de  développer,  et  qui, 
dans  l’état  imparfait  de  nos  connaissances  analy  tiqtu's, 
doivent  désormais  servir  de  base  à la  théorie  mathé- 
mati(|iie  du  système  du  monde. 
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CHAPITRE  IV. 

PREMIKllE  APPROXIMATION  OU  MOIiTEMENT  DE  RÉVO- 
LUTION DES  CORPS  CÉLESTES,  OU  THÉORIE  DU 
MOUVEMENT  ELLIPTIQUE. 


20  Si  l'on  n’a  égard  qu’à  l’action  réciproque  des 
deux  corps  in  et  M,  et  qn’on  fasse  abstraction  des 
autres  corps/n',  m",  etc.,  du  système,  les  équations  (li), 
qui  déterminent  le  mouvement  relatif  de  in  autour 
de  M,  se  réduisent  aux  suivantes  : 


HT' 


rit’ 


= O, 


f/’z  U.*  , , 

^,+^=0,  («) 


en  supposant,  pour  abréger,  r = c’,  et 

jx  = M -h  ///,  c’est-à-dire,  égal  à la  somme  des  masses 
du  corps  attirant  et  du  corps  attiré. 

t'.omme  ces  trois  équations  dinérentielles  sont  du 
second  ordre,  leurs  intégrales  complètes  devront  nai- 
fermer  six  constantes  arbitraires  dont  la  délermina- 
tion  dépendra  des  circonstances  primitives  du  mou- 
vement. Développons  ces  intégrales. 

.Si  l’on  multipUe  la  pr<-mière  des  équations  précé- 
dentes par  ([u’on  la  retranché  de  la  seconde  multi- 
pliée par  X,  et  qu’on  intègre  l’équatioji  résultante,  on 
aura 

jrrfr  — Yilx  , , 


c étant  une  constante  arbitraire. 
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On  trouverait  d'une  manière  semblal)le  les  deiuc 
autres  intégrales 

tdx  — Xf/z  , vrfz  — zdy 

c - - 

dt  ' dt 

c'  et  c"  étant  deux  nouvelles  arbitraires. 

Si  l’on  multiplie  ces  trois  équations,  la  première 
par  Z,  la  seconde  par  y,  la  troisième  par  x,  et  qu’on 
les  ajoute,  on  a 

cz  ■+■  c'y  ■+■  c"x  = O,  (i) 

équation  d’un  plan  mené  par  l’origine  des  coordon- 
nées ; ce  qui  nous  montre  que  la  courbe  décrite  par  m 
autour  de  M,  est  contenue  dans  un  plan  passant  par 
ce  dernier  corps.  Si  l’on  nomme  if  l'inclinaison  de  ce 
plan  sur  celui  des  xy  et  a l’angle  que  forme  leur 
commune  intersection  avec  l’axe  desx,  il  est  aist*  «le 
v»)ir  qu’on  aura 

c"  c' 

tang  ip  sin  a = — , tangç  cos  a = — — ; 

il’ou  l’on  lire 

c"  . 

tanga  = — ~,  tangp= 

l'^t  en  faisant,  pour  abréger,  c*  -i-  c'*  -t-  c"®  = A*, 

c = k cos  ®,  c'  = — k sin  o cos  a,  c"  = k sin  y sin  a- 

l/cs  deux  angles  a et  p,  qui  fixent  la  position  du  plan 
<le  la  trajectoire,  seront  déterminés  par  ces  équations 
lorsque  les  constantes  arbitraires  c,  c',  c"  .seront  con- 
nues; récquoquement,  ou  aura  les  valeiu-s  de  ces  con- 
stantes au  moyen  des  trois  autres  arbitrairi's  a,  f et 
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k : on  peut  donc  substituer  ces  trois  dernieres  arbi- 
traires aux  précédentes. 

L’équation  (i)  représente  Tune  des  intégrales  finies 
des  équations  (a).  Pour  obtenir  une  nouvelle  inté- 
grale, multiplions  la  première  de  ces  équations  par 
1 dx^  la  seconde  par  a dj,  la  troisième  par  a dz  ; ajou- 
tous-les ensuite  et  intégrons  leur  somme;  en  observant 
que  xdx  -\-jdy  zdz  = rdi\  nous  aurons 


-H  dy'  dz'  i fi 
~dt' 


^ + A = o,  [e) 


h étant  une  constante  arbitraire. 

Mais  si  l’on  ajoute  les  trois  équations  [b)  et  (c), 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  et  qu’on  fasse,  comme 
précédemment,  c*-+-  c'^  -t-  c"*  = A*,  on  a 

x'{dy'  ■+■  dz')  -f-  y'  {(/x'  -+■  dz')  -4-  z'  (dx'  -4-  dy') 

_ . 

2 ( xydxdy  -4-  xz  dxilz  -4-  rz  dvdz)  . ^ 

équation  qu’on  peut  écrire  ainsi 

( j:’  -I-  ' -t-  =’  ) ( -t-  <■/*’  ) (j^  dx  -\-y  dy  -4-  z dz)' ^ j 


dt' 


dt' 


OU 


bien 


r'  ( tLx'  -4-  dy'  -4-  dz'  ) r'dr'  . , , , 

€lt'  dt'^  ~ " • 


•<  . dx' dy' tlz'  , 

Si  I on  elumne entre  Cette  équation  et 

l’équation  (e),  et  si  l’on  résout  par  rapport  à dt  l’équa- 
tion résultante,  on  aura 


d/  = 


rdr 


^2  ftr  — tir'  — X’ 


ië) 
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Cette  équation  donnera  t eli  fonction  de  et  réci- 
proquement ren  fonction  de  t.  On  aura  en  l’intégrant 
la  seconde  intégrale  finie  des  équations  (a). 

Pour  trouver  la  troisième,  j’observe  que  si  l’on 
désigne  par  dv  l’angle  inbniment  petit  compris  entre 
deux  rayons  consécutifs  r et  r -+-  rfr,  le  carré  de  l’élé- 
ment de  la  trajectoire  sera  égal  à dr'^  r’  dv^%  en  sorte 
qu’on  aura 

dx*  -H  dy"^  -t-  f/z*  = dr'^  -t-  r*  r/e® . 

Si  l<m  substitue  cette  valeur  dans  l’équation  (r/),  elle  . 
devient  r*  dv"^  = k*dt*\  d’où  l’on  tire 

(A) 

T.a  quantité  ~ r*  dv  représente  l’aire  élémentaire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  r pendant  l’instant  r//;  cette  aire 
est  donc  proportionnelle  à l’élément  du  temps,  et  par, 
conséquent  dans  un  temps  fini  elle  est  proportion-  v 
.nelle  à ce  temps.  On  voit  encore  j>ar  cette  équation 
que  le  mouvement  angulaire  de  m autour  de  M est  à 
chaque  point  de  la  trajectoù’e  réciproque  au  carré  de 
son  rayon  vecteur,  ce  qui  fournit  un  moyen  très- 
simple  pour  calculer  les  mouvements  des  planètes  et 
des  comètes  dans  les  différents  points  de  leui-s  orbites 
pendant  des  intervalles  de  temps  supposés  très-petits. 

Si  dans  l’équation  précédente  on  substitue  pour  dt. 
sa  valeur  en  r et  dr,  elle  devient 


Nous  avons  vu  que  la  trajectoire  est  une  courbe  plane  ; 
il  s’ensuit  que  l’augle  e exprime  la  longitude  du  rayon 

. *7  . 
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vecteur  r comptée  dans  lê  plan  de  cette  courbe,  à par- 
tir d’une  ligne  fixe  : l’équatiou  précédente  donnera 
donc  en  l’intégrant  la  relation  qui  doit  exister  entre  la 
longitude  et  le  rayon  vecteur,  c’est-à-dire  l’équation 
polaire  de  la  courbe  décrite.  Iæ  maximum  et  le  mi- 
nimum des  valeurs  de  /■  seront  déterminés  par  l’équa- 
tion 

2 iir  — //r*  — A*  = O ; 

d’où  il  suit  que  la  somme  de  ces  deux  valeurs  est 

égale  à ^ et  leur  produit  à —•  Si  l’on  désigne  donc 

par  rt  (i  + e)  la  plus  grande,  et  par  a {i  — e)  la  plus 
petite,  ou  aura 

d’où  l’on  tire 


A = k = \!u.  \/a{\  — e*).  (o) 


La  constante  a ('st  la  demi-somme  des  valeurs  ex- 
trêmes de  r ou  la  distance  moyenne  de  oi  à M,  ae  leur 
demi-différence.  Si  à la  place  des  constantes  h et  k 
on  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  l'équation 
(y  ),  elle  devient 


V^a  { I — e’  ) (Ir 


-,  {k) 


- — r’  — n ( i — «•’) 
a 


cette  équation  peut  s’écrire  ainsi  : 
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d’où  l’on  fii'e,  en  intégrant, 

O)  étant  une  constante  arl)itraire. 

On  aura  donc  réciproquenienl 

I + e cos  (v  — w } ' ' 


U = w -+-  arc 


cos  = 


sSg 


Cette  (‘quation  est  celle  des  sections  coniques,  l’ori- 
gine du  rayon  vecti^ur  r étant  au  foyer.  I.a  constante 
a est  le  demi-grand  axe  de;  la  conrhe,  e son  excentri- 
cité. 

Le  corps  m,  dans  son  mouvement  autour  de  M, 
décrit  donc  une  section  conique  dont  ce  dernier  corps 
occupe  tin  des  foyers;  et  l’on  voit  de  plus  par  l’équa- 
tion (A),  que  le  corps  m se  meut  de  manière  que  K's 
aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  croissent  comme 
les  temps.  Telles  seraient  donc  les  lois  du  mouvement 
des  planètes  et  des  comètes  autour  du  Soleil,  si  elles 
n’obéissaient  qu’à  l’action  de  cet  astre,  et  si  l’on  fai- 
sait abstraction  des  perturbations  causées  jiar  leurs 
attractions  mutuelles. 

Ce  résultat,  d’ailleurs,  dérive  naturellement  de  la 
supposition.  En  effet,  nous  avons  fait  voir,  n"  2, 
qu’un  corps  attiré  vers  un  centre  fixe  par  une  force 
réciproque  au  carré  de  sa  distance,  d<‘crivait  autour 
de  ce  point  une  section  conique.  Or,  pour  avoir  le 
mouvement  relatif  de  m autour  de  M,  il  faut  suppfjser 
ce  dernier  corps  en  repos,  ce  qui  revient  à appliquer 
en  sens  contraire  à rn  une  force  égale  à l’action  que  ce 

'7- 
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corps  exerce  sur  M;  en  sorte  que,  dans  ce  mouvement 
relatif,  m est  sollicité  vers  M par  une  force  égale  à la' 
somme  des  masses  M et  m,  divisée  par  le  carré  de  leurs 
distances  mutuelles  ; le  corps  m doit  donc  décrire  une 
section  conique  autour  de  M. 

L’équation  (a)  donne  v en  fonction  de  r;  et  comme 
le  rayon  vecteur  est  donné  en  fonction  du  temps  par 
l’équation  (g),  il  sera  facile  de  déterminer  à chaque 
instant  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite,  lors- 
que cette  dernière  équation  sera  intégrée.  Si  l’on  y 
substitue  pour  h et  k leurs  valeurs  (o),  elledevient 


Faisons  a — r = ae  cosm,  ce  qui  donne 
r = n{i  — e cosu);  (3) 

on  aura 


— ^(i  — ecosu)W«; 


d’où  l’on  tire,  en  intégrant, 

t ^ (u  — esinu),  (4) 

VI* 

l étant  une  constante  arbitraire. 

Cette  équation  donnera  u en  fonction  de  / ; et  comme 
rest  donné  en  fonction  de  u par  l’équation  (3),  on 
aura  pour  un  instant  quelconque  la  valeur  du  rayon 
vecteur  de  la  planète  dans  son  orbite. 
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Si  l’on  compare  l’expression  précédente  de  r à celle 
qui  résulte  de  l’équation  (2),  on  aura 


1 — e cosu  = 


I — e’ 


I +ccos(p  — «)’ 


d’où  l’on  tire 


. , , iinu  J I — e’  , , cos  a — c 

sioi»'  — w)  = ^ cos  (O  — o>)  ■ 

' ' ■ M «ne  M ' ' 


I — • C cos  tf 


I — e co  s « 


et  par  conséquent 

tang^‘(e  - w)  = tangi  u.  (5) 


Cette  équation  déterminera  la  valeur  de  l’angle  v 
lorsque  U sera  connu  en  fonction  du  temps. 

IjCs  trois  intégrales  finies  (1),  (2),  (4),  que  nous 
venons  d’obtenir,  contiennent  six  arbitraires  a,  e,  a, 
ç>,  Cl),  /:  elles  sont  donc  les  intégrales  complètes  des  • 
équations  {a).  Les  constantes  u et  e déterminent  la 
nature  de  l'orbite  ; les  constantes  oc  et  f sa  position 
dans  l’espace;  enfin,  les  deux  dernières  arbitraires  ca 
et  l dépendent,  l’une  de  la  position  du  périhélie,  et  ' 
l’autre  de  l’époque  ou  de  l’instant  du  passage  du  corps 
tn  parce  point. 


21.  Quoique  les  formules  précédentes  satisfassent 
complètement  aux  équations  différentielles  (a),  ces 
équations  peuvent  cependant  fournir  encore  d’autres  ' 
intégrales  dont  la  forme  particulière  offre  des  avan- 
tages dans  certaines  circonstances.  Pour  en  donner  un 
exemple,  reprenons  les  équations  (u),  et  les  trois  in- 
tégrales premières  (ft)  et  (c),  relatives  à la  conserva- 
tion des  aires.  Faisons,  pour  simplifier,  = i ; nous 
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aurons 


rf'c -X  ri' y y d'z t 

rit'  r'"’  rit'  dt'  r'^ 


xriy  — y rix 
Jt  ’ 


zdx  — xdz 
' Jt  ’ 


ydz  — ztiy 

Jt 


(0 


Si  l’on  multiplie  membre  à membi’e  la  seconde  de  ces 
équations  par  la  quatrième,  et  qu'on  eu  retranche  la 
troisième,  midtipliée  de  la  même  manière  par  la  cin- 
quième, ou  aura 


cri' y — c'  d' Z 
dt'  ' 


-{zdx— xdz)  — j-^{x'dy  — ydx) 
rrlx  — xdr 


= d.-- 

r 


Un  trouverait  aisément  pour  ^ et  t/.  ^ des  valeurs 
semblables,  et  eu  les  intégrant  on  aura 


-r^S'  = 

V^r= 


criy 

c'  dz 

dt 

■ ï 

e"  riz 

— 

ctix 

dt 

’ 

c'  dx 

— 

c"  dy 

rit 

("0 


f, étant  trois  nouvelles  constantes  arbiü’aires. 

Si  ces  é(}uations  étaient  i-éellement  distinctes  entre 
elles,  ^•éulues  aux  équations  (c)  elles  suffiraient  pour 
résoudre  la  question,  puisqii’en  éliminant  entre  ces 
six  intégrales  premières  les  différences  tir,  dj^  dz, 
on  en  tirerait  trois  intégrales  finies  contenant  les  six 
arbitraires  c,  c',  c",J,  f,  J",  qui  seraient  par  cousé- 
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queiit  les  intégrales  complètes  tles  équations  différen- 
tielles (rt).  Mais  runede  ces  six  intégrales  rentre  dans 
les  cinq  antr(*s;  et  c’est  ce  qn’il  est  facile  en  effet  de 
concevoir  à priori,  car,  connue  elles  ne  renferment 
(|ue  l’élément  (U  du  temps,  oti  voit  que  les  intégrales 
finies  qui  en  résulteront,  seront  insuffisantes  pour  dé- 
terminer les  coordonnées  x,  j",  z,  en  fonction  du 
temps.  Il  doit  donc  exister  quelque  équation  de  con- 
dition qui  lie  entre  elles  les  six  constantes  arbitraires 

En  eflèt,  si  l’on  nudtiplie  la  première  de  ces  équa- 
tions part'",  la  seconde  par  c',  et  qu’on  les  ajoute  en- 
suite, on  aura 


c"  x + c'x  . /•  , /•,_«(  «"  rfr  — C ilx  ) 

— r - + di 


On  a d’ailleurs,  par  l’équation  (i),  c"x -H  f'^‘=  — fz; 
par  conséquent 

Z c"/  -t-  c'f  c'  dx  — c"  dy 

r c dt 

Cette  éfpiation  coïncide  avec  la  troisième  des  équa- 

c" /-t-  d f 

fions  (m),  loi-squ’on  suppose  j"  — — — ou 

f"  c -\-f'  d-\-  Jcf=  O.  Les  constantes  c,  c', 
n’équivalent  donc  qu’à  cinq  arbitraires  distinctes,  et 
la  dernière  des  intégrales  (m)  et  (c)  résulte  des  cinq 
autres. 

Ces  intégrales  cependant  suffisent  pour  déterminer 
complètement  la  position  et  la  nature  de  l’orbite  que 
le  corps  m dé'crit  autour  de  M.  Les  trois  premières 
montrent  (jue  cette  orbite  est  une  courbe  plane,  n^tiO; 
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les  trois  dernières  déterminent  sa  nature.  En  effet,  si 
l’on  multiplie  la  première  par  x,  la  seconde  par  la 
troisième  par  3,  et  qu’on  les  ajoute,  on  aura 

j’-t-  r’  + ï’  xdr  — ydx  , zilx  — xdz  ,,  r dz  — zdr 

= c 1-  r' (-  i 

r dt  dt  dt 

-Jx-t'y-f'z, 


équation  qui,  en  vertu  des  équations  (c)  et  en  faisant 
pour  abréger  c*  -t-  c'*  -f-  c"*  = A*,  donne 

r - A*  +fx  -\-fz  = O. 


Cette  équation,  combinée  avec  les  deux  suivantes, 
cz  -+■  dj  -t-  c“ X = O et  /■*  =x*  -h  y*  -h  z*,  conduit 
à l’équation  des  sections  coniques,  l’origine  étant  au  ' 
foyer.  Les  courbes  que  décrivent  les  planètes  et  les 
comètes  autour  du  Soleil  sont  donc  des  sections  co- 
niques. 

lies  constantes  c,  c',  c",  déterminent  la  position  du 
plan  de  l’orbite;  elles  font  connaître  aussi  son  grand 
axe,  puisqu’en  nommant  a la  distance  moyenne  et  e 
l’excentricité,  on  a,  n“20,  A = \/a[i  — e*),  équation 
qui  donnera  la  valeur  de  a loi-sque  celle  de  e sera 
connue.  Les  constantes déteriiûnent  cet  élé- 
ment, ainsi  que  la  position  du  périhélie  sur  l’orbite. 
En  effet,  si  des  équations  [m)  on  tire  les  valeurs  de 
et  qu’on  les  ajoute  après  les  avoir  élevées  au 
carré,  on  aura 


/ /'=-h /">=  I ■+■  c" 


' dx^-i-  dr'-i-  dz‘‘ 

~dr 


fdz  -\r  c'  dy  -k-  c"  dx  \ ’ 


dt 
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Mais  l'équation  (i),  n“  20,  en  la  différentiant,  donne 
c fiz  -h  c' c(^  + c"  rùc  = O •,  l’équation  précédente  se  ré- 
duit donc  à celle-ci  : 


rfx’  + rfj*  -f-  rfl’  2 
dt’  r 


=:  O.. 


Cette  équation,  comparée  à l’équation  (e),  n‘’20, 
donne 

k'  ~ 

d’où,  en  substituant  pour  h et  k leurs  valeurs,  et  sup- 
posant toujours  p.  = I , on  tire 


Soit  / l’angle  compris  entre  la  projection  du  grand  axe 
de  l’orbite  sur  le  plan  desay  et  l’axe  des  jr,  en  nom- 
mant x',  y,  z'  les  coordonnées  du  périhélie,  on  aura 

. y' 
tangt  = p. 

Aux  extrémités  du  grand  axe,  dr  est  nul  ; on  a donc 
en  ce  point  xdx  ydy  ■+■  zdz  = o.  Ea  substituant 
pour  c,  c',  c",  leurs  valeurs  (c)  dans  les  deux  der- 
nières équations  (m),  et  en  les  divisant  ensuite  l’une 
par  l’autre,  on  trouve,  en  vertu  de  la  relation  précé- 
dente, 

zL-C. 

y / ’ 

|iar  conséquent 

/' 


tangf  = 


f 


Les  trois  constantesy,y^',  /",  déterminent  donc  l’ex- 
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centricité  et  la  position  du  grand  axe  de  la  section 
conique. 

On  connaîtra  ainsi  tous  les  éléments  qui  fixent  la 
position  et  la  nature  de  l’orbite  décrite;  quant  à la 
situation  de  la  planète  sur  cette  orbite,  il  faut  pour  la 
déterminer  avoir  les  valeurs  des  coordonnées  a:,  j-,  z, 
en  fonction  du  temps,  ce  qui  exige  une  nouvelle  in- 
tégration. Or,  on  a,  n°  20, 

rdr 

2r r’  — ail  — 

a 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r en  fonction  de  /; 
et  comme  on  peut  déterminer,  par  ce  qui  précède, 
celle  de  x,  de  et  de  z en  fonction  de  r,  on  aura 
à chaque  instant  les  valeurs  de  ces  coordonnées.  Iaîs 
formules  précédentes  nous  seront  utiles  dans  la  théo- 
rie des  comètes. 

22.  Reprenons  les  trois  intégrales  ( 3),  (4),  (5),  qui 
suffisent  pour  déterminer  toutes  les  circonstances  du 
mouvement  de  m autour  de  M.  Si  l’on  fixe  l’origine  de 
l’angle  e au  périhélie  de  l’orbite,  ce  qui  donne  u = o, 
et  qu’on  prenne  pour  l’époque  d’où  l’on  compte  le 
temps  t l’inslant  du  passage  de  la  planète  par  ce  point, 

ce  qui  donne  / = o,  en  faisant  pour  abréger  ^ = n, 

ces  équations  deviennent 

rit  = U — esiiiM, 

/•  = a (i  — e cos  u), 

I . ' 
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On  voit,  par  ces  formules,  que  si  l’angle  ti  augmente 
de  36(j  degrés,  le  rayon  r reprend  la  même  valeur,  «*t 
l’angle  (>  augmente  pareillement  de  36o  degrés;  la 
planète  revient  donc  alors  an  même  point  de  sou 
orbite.  Mais  l’angle  «croissant  de  quatre  angles  droits, 

le  temps  t est  augmenté  de  < ' = ^ 36o°.  C’est  le  temps 

Vf* 

que  la  planète  emploie  à revenir  au  même  point  de 
son  orbite  on  à faire  une  révolution  entière.  Ce  temps 
ne  dépend  cpie  du  grand  axe  2«;  il  est  indépendant 
de  l’excentricité  c,  et  il  est  le  même  que  si  la  planète 
décrivait  un  cercle  ayant  pour  rayon  la  distance 
moyenne  n.  On  aurait  dans  ce  case  = 0;  ce  qui  donne 
r = a,  U = nt,  i’  = u,  et  par  conséquent  n = nt;  les 
arcs  parcourus  sont  donc  proportionnels  au  temps, 
et  la  planète  se  meut  uniformément  sur  le  cercle  dont 
le  rayon  est  a.  La  quantité  nt  représente  générale- 
ment l’arc  que  décrirait,  pendant  le  temps  f,  un  astre 
qui,  partant  du  périhélie  au  même  instant  que  la  pla- 
nète m,  parcourrait,  avec  une  vitesse  constante  égale  à 
n,  un  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l’orbite  comme 
diamètre.  Cet  astre  passerait  au  périhélie  et  à l’aphélie 
en  même  temps  que  la  planète;  mais  dans  une  moitié 
de  la  révolution  la  planète  précéderait  l’astre,  et  dans 
l'autre  elle  serait  devancée  par  lui. 

L’angle  nt  est  ce  que  l’on  appelle  le  moyen  mouve- 
ment de  la  planète  m.  .Si  l’on  prend  sa  distance  moyenne 
au  Soleil  pour  unité  de  distance,  et  qu’on  suppose 
p.  = I , on  aura  n = 1 et  e =;  <.  Iæ  temps  sera  donc 
alors  représenté  par  les  arcs  que  décrirait  la  planète 
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sur  le  cercle  dont  le  rayon  est  un,  avec  nue  vitesse 
égaleàrnnité.  C’est  ordinairement  au  mouvement  de 
la  Terre  que  les  astronomes  rapportent  le^  mouve- 
ments des  autres  corps  du  système  solaire;  ils  prennent 
la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleil  pour  unité 
de  distance,  sa  masse  réunie  à celle  de  cet  astre  pour 
unité  de  masse,  et,  en  supposant  le  temps  compté  en 
jours  moyens  solaires,  l’unité  de  temps  se  trouve  re- 
présentée par  l’arc  que  parcourt  dans  un  jour  la  Terre 
autour  du  Soleil  en  vertu  de  son  mouvement  moyen. 

Il  suit  de  là  que  le  temps  étant  exprimé  en  arcs  de 
cercle,  il  faudra,  pour  le  convertir  en  jours,  diviser  sa 
valeur  par  le  nombre  de  degrés,  minutes  et  secondes 
que  la  Terre  parcourt  en  un  jour  en  vertu  de  son  mou- 
-vemeut  moyen,  et  réciproquement  multiplier  par  la 
même  quantité  le  temps,  exprimé  en  jours  moyens 
solaires,  pour  le  convertir  en  arcs  de  cercle. 

L’angle  auxiliaire  u,  que  nous  avons  introduit  dans 
les  formules  précédentes,  est  ce  que  l’on  nomme  ï’a- 
nomalie  excentrique,  nt  est  Vanomalie  moyenne,  et 
l’angle  v est  V anomalie  vraie.  Il  est  aisé  de  s’assu- 
rer, en  considérant  la  seconde  des  équations  (n),  que 
l’angle  U est  formé  par  le  grand  axe  de  l’orbite  et  le 
rayon  mené  de  son  centre  au  point  où  la  circonférence 
décrite  sur  son  grand  axe  comme  diamètre,  est  ren- 
contrée par  l’ordonnée  abaissée  de  la  planète  m per- 
pendiculairement sur  le  grand  axe. 

Tæs  deux  dernières  équations  («)  donneront  les  va- 
leun>  du  rayon  vecteur  r et  de  la  longitude  v lorsque 
l’angle  u sera  déterminé  en  fonction  du  temps  ; mais 
l’équation  qui  donne  u en  t étant  transcendante,  il  est 
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impossible  en  général  d’avoir  la  valeur  de  u par  une 
expression  finie.  Heureusement  les  excentricités  des 
orbites  des  corj)S  célestes  sont  ou  très-petites  ou  très- 
grandes,  et  dans  ces  deux  cas  on  |K*ut  déterminer  u 
en  fonction  de  t par  des  formules  très-convergentes. 
C’est  ce  qu’on  nomme  le  problème  de  Kepler,  parce 
que  cet  astronome  est  le  premier  qui  se  soit  occupé 
de  cette  question.  Pour  la  résoudre  nous  ferons  usage 
de  quelques  théorèmes  sur  les  développements  des 
fonctions  que  nous  allons  rappeler  ici. 

23.  Soit  Z une  fonction  quelconque  de  a qu’il  s’agit 
de  développer  par  rapport  aux  puissances  ascendantes 
de  cette  quantité  que  nous  supposons  très-petite  ; on 
aura  généralement,  d’après  la  formule  connue  sous  le 
nom  de  formule  de  Maclaurin, 


, a}  rf»*' 

2 = z'-i-  a—  -I -J-, 

a a 1.2  rfa’ 


1.2.3  da? 


— -h  etc.;  (m) 


z'  étant  ce  que  devient  z lorsqu’on  suppose  a = o et 

etc.,  désignant  les  coefficients  différentiels 

successifs  de  cette  même  fonction  pris  par  rapport  à 
a,  dans  lesquels  on  ferait  de  même  a = o après  les 
différentiations. 

Cela  posé,  soit  d’abord  la  valeur  de  z de  cette  forme 
z = (p(ar  -h  a).  Cette  équation  donnera  généralement 

^ 3 ^ 3 

^ quel  que  soit  i.  J a formule  (m)  deviendra 

donc  ainsi 


z — z' 


dz 

dx 


1 . 2 dx^  1.2.3  f/.r’  ^ ^ 


(P) 
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Supposons  maintenant  la  fonction  qii’on  propose  de 
développer  en  série,  de  cette  forme  z = [x  olj), 
y étant  une  fonction  quelconque  de  z donnée  par  l’é- 
quation y =y  (z).  (Cherchons  dans  ce  cas  la  valeur  du 

coefficient  différentiel  L’équation  z = ç;  (x  + aj'), 

en  la  différentiant  tour  à tour  par  rapport  à x et  à a, 
et  eu  éliminant  la  fonction  dérivée  entre  les  deux  éq»ia- 
tions  résultantes,  donne  d’abord 

dz  dz 

Tt.~  Tx 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  différentier  successivement 
par  rapport  à a les  deux  membres  de  cette  équation, 

et  de  substituer  à mesure  pour  ^ et  ^ leurs  valeurs: 

* doL  dot.  ' 

mais  ou  peut  éviter  cette  substitution  en  observant 
que  l’on  a généralement 


d.yi- 


dz 


di. 


d.jr‘ 


. r/z 
d a 


t/x 


En  effet,  si  l’on  effectue  dans  les  deux  membres  de 
cette  équation  les  dilférentiations  indiquées,  on  trouve 
dy  dz  dy  dz 

tl  a dx  dx  d a 


Mais  l’équation^  = Jz  donne,  en  la  différentiant, 

dy  dy  dz  dy  dy  dz 

d<x  dz  doL  dx  dz  dx 


On  aura  doue  en  substituant  ces  valeurs  dans  l’équa- 
tion précédente,  l’équation  identi(|ue 
dy  dz  dz  dy  dz  dz 
dz  dx  du.  dz  d.r  da  . ' 
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Reprenons  la  valeur  de  — > cpie  nous  avons  trouvée 
plus  haut, 

dz  dz 

dl  di' 

Si  l’on  différcntic  successivement  par  rapport  à a les 
deux  membres  de  cette  équation,  et  qu’on  remplace 

^ par  sa  valeur,  toutes  les  fois  que  ce  coefficient  se 

reproduira,  on  aura 


J . dz  dz 


doi 

.dz 

ri  ^ V 

Z 

da?  dx.da 

etc.. 


dx 


dx 


d'.r’'—  d'.r' -r~  d’,r^~ 

dx  d a ~ dx 


dx' 


dx' 


d’où  l’on  conclura  généralement 


Z 


, dz 
dx 


Soient  maintenant  j''  et  2'  ce  que  deviennent  les  va- 
leurs des  quantités  ^ et  z lorsqu’on  suppose  a = o, 
on  aura 


d'z’ 

~dâ} 


J . i-d^ 


dx'~' 


et  la  formule  générale  (m)  donnera  par  conséquent 

, \ l ,dz’\  a> 

z=z4-«[^  — )H L-\ ^ +etc.  (//) 

\ dx  ) 1.2  dx  1.2.3  dx' 
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On  peut  aisément  étendre  celte  formule  au  cas  où  la 
quantité  qu’on  veut  développer  serait  une  fonction 
quelconque  la  valeur  de  z étant  donnée  par  l’é- 
quation z = <p{x  -h  aj'),  dans  laquelle  j-  = fz.  En 
effet,  si  l’on  désigne  par  z'et^'  ce  que  deviennent  z 
et^,  lorsqu’on  suppose  a = O,  on  aura  par  la  même 
analyse 


(-)  ' 


24.  Appliquons  ces  formules  au  développement  des 
équations  (n),  d’où  dépendent  les  mouvements  el- 
liptiques des  planètes  et  des  comètes.  I^a  première 
détermine  l’anomalie  excentrique  u par  l’anomalie 
moyenne  nt  ; on  peut  l’écrire  ainsi  u = nt.  -\-e  sin  u.  Si 
l’on  compare  cette  équation  à l’équation  z=y  (x+a^), 
on  a z = X = nt,  a — e,  y — sin«,  et  par  con- 
séquent z'  = nt,  y'  = sinn/  ; la  formule  (<^)  donnera 
donc  immédiatement 


e <l.%\TOnt 

u = nt  e sin  nt  H ; 1 _ 

1.2  ndt  1.2.3 


n^dt' 


etc. 


{^) 


Il  ne  reste  plus  qu’à  exécuter  les  différentiations  indi- 
quées; mais  pour  obtenir  des  expressions  pins  sim- 
ples, il  est  bon  de  remplacer  auparavant  les  puissances 
du  sinus  de  nt  en  sinus  et  cosinus  des  multiples  du 
même  angle.  On. trouve  pour  cet  objet  des  formules 
commodes  en  faisant  usage  des  expressions  des  sinus 
et  cosinus  en  exponentielles  imaginaires.  En  effet, 
c étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique 
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f étant  quelconque.  Développons  le  second  membre 
de  la  première  de  ces  équations;  nous  aurons 


a'  cos'  nt  = c'"' 


1 .2 


l.i  — 

Tr3~ 


Mais  l’expression  de  cos'nt  peut  aussi  s’écrire  de  celle 
manière 


cos'  nt  = 


Cette  équation  donne,  en  développant  son’  second 
membre, 

2‘  COS*«f  = 


1 .2 


i.i  — i.f  — 2 , . — 

1_ 

1 .2.3 


Ajoutons  ces  expressions  de  a'cos'n^,  en  observant 
<[ue  l’on  a f-*"'*'-'  = ^ cosknf,  (piel  (|iie  soit 

A,  nous  aurons 

2' cos'n/  = cosint  ■+■  i cos((  — 7.)nf ^ ros(  / — ^)'it  1 

i.i  — 1.»  — 2 / (“) 

On  «lévelopperail  l’expression  de  sin'/i<  j>ar  un  pro- 
cé<lé  semblable;  mais  il  faut  ici  distinguer  deux  cas, 
I.  ■ 18 
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celui  où  / est  un  nombre  pair,  et  celui  où  / est  impair. 
Dans  le  premier  cas,  on  aura 


±2' sin'  nf=:cos</i/ — »cos (/ — ï)nt-\- ros( 


i.i  — I ./  — 2. 


1.2.3 


i — ^ \nt  I 

i(i  — ^ 


(S) 


le  signe  supérieur  étant  relatif  au  cas  où  / est  un  mul- 
tiple de  4i  et  le  signe  inférieur  au  cas  où  / est  simple- 
ment divisible  par  a. 

Eii6n,si  / est  un  nombre  impair,  en  observant  que 
a. y/—  I .siu4//f,  quel  que  soit  A,  on 

aura 

-4-  2'  sin'  /j<  = sin  ini  — t sin  ( / — 2 ) n/  H sin  (/ — 4 ) i 

...  (7) 

i.i  — I./  — 2 . , ^ , l 

r Sin  (j  — b)«/ 4- • • •;  1 

1.2.3  / 


te  signe,  supérieur  se  rapportant  au  cas  ou  / — i <‘st 
un  multiple  de  4 , et  le  signe  inférieur  au  cas  où  / — 1 
est  seulement  un  multiple  de  2. 

Substituons  dans  la  formule  (j),  à la  place  des  puis- 
sances de  sin«<,  leurs  valeurs  données  parles  formides 
précédentes,  et  opérons  ensuite  les  différentiations  in- 
diquées, nous  aurons 
c’ 

H = /?/  4-  r sin  /J/  H 2 Sin  2 «/ 

1 .2.2 


e’ 


— I 3- sin3  «/  — 3 $in/>/] 

1 .2.3.2’^  ^ 

- [ 4’  sin  4 «/  — 4 ■ *’  si'”-  "^3 
- I 5‘  sin  5 nt  — 5.3'  sin  3 n/  -t-  sin  ///  1 

'L  J 


I .2  3.4.2 
r* 

I .2. 3. 4. 5. 2' 
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(’^tte  sério  ost  très-convergente  quand  on  l’applique 
aux  planètes.  Elle  servira  adèterniiner  l’angle  u pour 
un  instant  quelconque,  et  l’on  aura  ensuite,  par  les 
deux  dernières  équations  (n),  les  valeurs  correspon- 
dantes de  ret  de  v.  Mais  il  est  plus  simple  d’exprimer 
directement  ces  deux  quantités  en  séries  de  sinus  et 
de  cosinus  de  l’angle  iit  et  de  ses  multiples. 

Pour  cela  remarquons  que  si  dans  la  formule  (r)  on 
suppose  Z = «,  U = n/  -t-  e . sin  U,  x = nt,  = sin  m, 

a = e,  ce  qui  donne  <j;z' = j^'  = sin«<,  et  si, 

pour  abréger,  on  fait  on  aura  générale- 


ineut 


, , , • r’  (I .fàn’ nt .é' rit 

ij/ « — ij(  nf  -f-  <■  sinn/.il  H — 

1.5.  n dt 

e'  d’.sin’/ti.ynt 

-t 1 1. 

1.2.3  n^dt^ 


.Supposons  maintenant  <^u  = cos«;  cette  formule  don- 
nera 


cos  « = coint  — c sin’//f  — 


e’ 

1.2  ndt 


tr’  d'.sin'nf 
1.2.3  rddt’ 


Si  1 on  développe  cette  expression  par  les  formules  (€) 
et  (7),  et  qu’après  avoir  effectué  les  différentiations 
indiquées,  on  la  substitue  dans  la  valeur  de  r donnée 
par  l’équation  r=  a(i  — ecosn),  on  aura 

’’  / , r* 

- = I — e cosfl/H ( I —cos  o.nt) [ 3 cos  3 nt  — 3 cosfl/1 

” 1.2  1.2.2' 

* 

— I a 3 2^  [4’co*4  ~ 4-2’cos2  nf] 

— “"TT — i [ S’cosSn/  — 5.3’cos3/îf-(-  i^cosn/  I 
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1-»  troisième  des  équations  («)  donne 

tang-e=  y 7m: 

Ün  peut  tirer  de  cette  équation  la  val<nir  de  een  fonc- 
tion de  M,  de  sin«,  sinau,  «‘le.;  et  l>a*;;ran^e  a donne 
une  inétho«le  fort  élégante  pour  y parvenir  au  moyen 
des  exponentielles  imaginair«‘s.  En  rempla«;ant  ensuite 
ces  quantités  par  leurs  val<*iirs  en  séries  ordonnées 
par  ra|)port  aux  puissanc«’s  d«*  e,  et  dévidoppées  en 
sinus  et  cosinus  de  l’angle  nt  et  de  ses  multiples,  on 
aura  la  val«‘ur«lee  exprimée  dans  une  série  semblable. 
Mais  il  est  b('aucoup  plus  simple  «le  tléduire  la  valeur 
de  e de  celle  de  r supposée  connue  au  moyen  de  l’é- 
quation (A)  du  n“‘20. 

En  eff«“t,  si  l’on  substitue  dans  cette  équation  à la 
place  de  k sa  valeur  y/JL\rt(i  — e’‘)et  qu’on  observe 
que  on  aura 

civ  = V I — e’  ^ ndt 

r' 

l.a  formule(<),  «ut  sup|)osant  — ecos/«)'=— > 

donne 


r cos««)‘  -4- 

«■<•’ sin’//«  (1  — crosn/)'"' 
/ (■'  c/.sin’nz ( 1 — c cos 

2 n lit 

1 r'  sin‘  //«  (1  — c cos««)'~‘ 

* 

t 

2. 3 

«c* // '.sin'zj/ ( 1 — cros /««)'-' 

2.3.4  " * ' 

Digitized  by  Google 


' DU  SYSTKMK  DU  MO^D^:.  277 

qiu’l  (|uo  soil  L Si  l’on  tait  /’  = — 2,  f)ii  011  conclura 
aiséiiu'iit  , • 

* 

— = I + 2 c cos  H (1  + 5 cos  lut) 

/■’  I . a ' 

H — [i3  cos3«i  H- 3 cosn^l 

i . a*  '■ 


-f- 


c' 


1 . 2’ . 3 

e- 

I . 2‘  . 3 


[ I o3  cos  4 'U  “H  y cos  2 ni  + 9 J 

[1097  cos5«f — 75cos3/j/ -4- i3ücos«<] 


Si  l’ou  substitue  celle  valeur  tlaiisrfe  et  <|u’ou  intègre 
<‘usuite,  on  trouvc'ra,  eu  ne  jioiiaut  1 approximation 
«pie  jusqu’aux  ciuquiènu's  puissances  «le  e inclusive- 
ment, 

5 , . 

t>  = «f  -t-  2 c sin  nt  H — - «;’  sin  2 nt 
2’ 

e’ 

-I ( 1 3 sin  3 «/  — 3 sin  nt  ) 

1.2’.  3 

f* 

-H  J— ^[io3  sin4  tt  — 44*“' 

-1- — — g[i097  sin5«i  — 645sin3/«l -l- 5osinHi| 


5 

La  suite  des  teriims  2 e sin  nt  H — -e*  sin  2 nt  + etc.,  < st 

7. 

ce  que  les  astronomes  appellent  V équation  du  centre, 
c’«'st-à-dire  l’angle  qu’il  faut  ajouter  à la  valeur 
moyenne  de  v pour  a\oir  sa  vraie  valeur. 

Ia's  angles  «,  v «>t  nt  dans  ces  s<>ri«*s  sont  c«>mplés 
«lu  périliéli«‘  «le  rorbit«';  si  l’on  voulait  compt«‘r  ces 
angles  à jiarlir  de  l’apliélie,  c«>mm«'  «m  !«■  laisail  aulr«> 


Digitized  by  Google 


278  fHltORIK  ANALY  ilQUK 


fois,  li  suffirait  ilc  les  augmenter  île  la  ilomi-cireonfé- 
rence,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  changer  le  signe 
de  la  quantité  e dans  K's  formules  précédentes.  Mais 
il  vaut  mieux  adopter  l’usage  nouvellement  introduit 
dans  nos  Tables  astronomiques  de  compter  les  ano- 
malies à partir  du  périhélie,  afin  d’avoir  des  formuli*s 
seinblabli's  dans  le  cas  où  les  orbites  sont  presque  cir- 
culaires, comme  celli'S  des  planètes,  et  dans  celui  où 
elles  sont  tivs-excenti  iques,  comme  celles  des  comètes. 

Si,  au  lieu  de  compter  la  longitude  v du  périhélie, 
on  fixe  son  origine  à nn  point  quelconque  de  l’orbite, 
il  suffira  de  diminuer  dans  les  formules  précédentes 
l’angle  e,  qu’on  supposera  représenter  ces  nouvelles 
longitudes,  de  la  constante  w ijui  exprimera  la  longi- 
tude du  périhélie.  Di*  meme,  si,  au  lieu  décompter  h* 
temps  de  l’instant  du  passage  par  le  périhélie,  on  fixe 
.son  origine  à un  instant  quelconque  après  ce  pas- 
■sage,  l’angle  iit  devra  être  augmenté  de  la  constante 
nl  = s — U,  £ désignant  la  longitude  moyenne  de  la 
planète  à l’instant  d’où  l’on  compte  le  temps.  Nous 
nommerons  désormais  la  constante  £ la  longitude  de 
l’époque;  les  expressions  de  ret  de  e deviendront  ainsi 

r = — (e  — cos(«/ -t- « — w) 


L’angle  v est  la  longitude  vraie  de  la  planète;  l’angle 
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Ht  £ Si!  longitude  moyenne,  et  l'angle  «<-+-£  — u 
son  anoinalit'  moyenne-,  les  longitudes,  ainsi  que  1(^ 
rayon  vecteur  r,  étant  rapportés  au  plan  même  de 
l’orbite. 

Î2.%.  Déterminons  maintenant  la  position  de  la  pla- 
nète par  rapport  à un  plan  fixe  que  nous  supposerons 
très-peu  incliné  à celui  de  son  orbite.  Si  l’on  désigne 
par  (f  rinclinaison  mutnelle  de  ces  deux  plans,  par  a 
la  longitude,  comptée  sur  le  plan  fixe,  de  leur  com- 
mune intersection  que  nous  nommerons  désormais  la 
ligne  des  nœuds,  et  par  § cette  longitude  comptée  dans 
le  plan  même  de  l’orbite;  cfîi’on  nomme  e'  la  longi- 
tude du  rayon  vecteur  projeté  sur  le  plan  fixe,  l’angb' 
e'—  a sera  la  projection  de  l’angle  e — S qui  repré- 
sente la  longitude  dans  l’orbite  comptée  du  nœud,  ou 
ce  qu’on  appelle  l’argument  de  la  latitude;  et  en  con- 
sidérant le  triangle  sphérique  rectangle  dont  i'  — 6 
est  l’hypoténuse,  e'  — a un  côté  de  l’angle  droit,  et  ^ 
l’angle  adjacent,  on  aura 

tang(e'  — a)  = cosip  tang(i»  — S);  (z) 

équation  qui  donnera  v'  au  moyen  de  v,  et  récipro- 
ipiement. 

la's  valeurs  de  ces  deux  angles  peuvent  d’ailleurs 
se  tlévelopper  en  séries  convergentes  d’une  manière 
fort  simple,  en  faisant  usage  des  expom-ntielles  ima- 
ginaires. Si  l’on  désigne  par  c le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  l’unité,  l’écpialion  précé<lente 
|K)urra  être  mise  sous  cette  forme 

— , — I ; = COS  Ÿ — :=.  > 

«)v^  ff'— «)>/—'  ^ c— (•— 
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ou  l)ien  ou  réduisant 


On  tire  de  là 

^,(v'_«)/r7=  I -H  ros y ) c'^  V^~  ' + t — cos  y . 

(i  — cosy)  c’  I + cosy 

et  on  remarquant  que 

1 

sin*  - Ÿ 


I — CüS^ 

I -h  cos  © 


cos’  - y 
• 5s 


- = tang'-ç, 


on  aura 

I -+- tang’- 

1 ? ; 

I -H  tang’^ 

tl’üù  l’on  tire,  on  prenant  les  logarithmes  des  deux 
membres  et  en  divisant  par  2 y' — i, 

v'  — azsp  — SH y—  log  ( * + laiig’  — y. 

2 — 1 \ 2 / 

In»  /'  I + lang’-y.c’(‘’—®)'^~‘V 

2^ — I \ 2 / 

Qu’on  réduise  les  logarithmes  du  second  membre  en 
séries,  et  qu’on  substitue  aux  exponentielles  imagi- 
naires les  sinus  réels  correspondants,  on  aura  enfin  la 
série 

If' — a = V — 6 — tang’^y  sin2  (i' — 6)  lang'  ^“y  sin4(c  — ê) 

^ tang*  - y sin*  (c  — 6)  + • • • • 


Digitized  by  Google 


DU  S\ÿTKMK  DU  MONDK.  281 

On  tlédiiirail,  par  un  procédé  semblable,  de  l’équa- 
lion  (,z)  mise  sous  cette  forme 

tang(e-ê)  = ^taug(e'- a ., 

l’vxpression  deeen  v\  et  l’on  trouverait 

>'  — 6 = / — a + tang’^  y sin  2 (•>' — a)  -f-  ^ lang‘  ^çsin4  — a) 

H-  ^ tang'  * sin6  (i’'  — »)  + .... 


On  voit  que  ees  deux  séries  se  transforment  réci[)ro- 
quement  l’une  dans  l’autre,  en  ehangeant  le  signe  de 

tang*  et  en  substituant  v — ê à e'  — a et  e'  — a à 

V — S.  Si  l’on  voulait  avoir  l’angle  e'  — a eu  fonction 
de  sinus  et  de  cosinus  de  nt,  on  observerait  que  l’on  a, 

nO  24, 

V = Ht  + £ + eP, 

P étant  une  fonction  des  sinus  de  l’angle  nt  -h  6 — w 
et  de  ses  multiples.  On  aura  donc,  quel  que  soit  /, 
sin  i {v  — S)  = sim'  {nt  -+-  e — ê eP),  et  par  consé- 
quent 

sin/ {v  — 6)  = cos/eP.sin/ («f-t-  e — 6}-(-sin/t:P.cos/ {nt-i-  t — fi); 
d’où  l’on  tire,  en  développant, 
sin/  (v  — 6) 

_/  /’c’P’  /VP'  /•t*l‘ 

1.2  1. 2.3.4'*”  ' •2.3.4-5.6"*” 

/ /><epj  /^e‘P'  i'eP'  \ 

+ 7X3  7X3X5  - .xâx^'^ • • ‘ 

En  faisant  sticcessivement  dans  cette  formule  ; = a, 
t = J = G,  etc.,  et  substituant  les  valeurs  résul- 


j sin/(«/4-t  — fi  ) 
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tantes  dans  la  série  qui  donne  i»'  — a,  l’angle  v'  se  . 
trouvera  exprimé  en  fonction  des  sinus  de  ni  et  de  ses 
midtiples. 

Désignons  par  0 la  latitude  de  la  planète  au-dessus 
du  plan  fixe,  le  triangle  sphérique,  que  nous  avoiks 
eonsidéi  é plus  haut,  donnera 

tangÔ  = tangy  sin(e' — a). 

Celte  équation  jieut  se  développer  comme  les  précé- 
dentes ; mais  il  en  résidte  une  série  moins  simple 
que  celles  qui  donnent  les  angles  e' — a et  e — ê.  On 
trouve  par  la  méthode  des  exponentielles  imaginaires 

0 = tangij<sii)(t'' — a)-)-  [sin3(i’' — a)  — 3sin(i>' — a)] 

-t-  [sin5(*''  — a)  — 5 sin  3 (f'  — ^ ) -t-  iosin(i>' — a)] 


Enfin,  si  l’on  désigne  par  r'  le  rayon  vecteur  r projeté 
sur  le  plan  fixe,  et  qu’on  fasse,  pour  abréger,  tang0— j, 
on  aura 


r'=  rcosô  = r(i -4-^*)  ’ 


Les  différentes  séries  que  nous  venons  d’obtenir,  ne 
sont  convergentes  qu’autant  qu’on  suppose  très-petite 
la  valeur  de  e et  celle  de  l’angle  y;  elles  ne  peuvent 
servir  par  conséquent  que  pour  les  planètes  dont  les 
excentricités  sont  peu  considérables,  et  dont  les  orbites 
sont  généralement  peu  inclinées  les  unes  aux  autres, 
de  manière  qu'en  prenant  pour  plan  fixe  l’orbite  de 
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l’une  quelconque  d’entre  elles,  les  inclinaisons  des 
antres  orbites  sur  ce  plan  deviennent  nécessairement 
de  très-petites  (quantités.  Les  astronoim's  rapportent 
ordinairement  lenrs  observations  au  plan  de  l'éclip- 
tique, c’est-à-dire  de  l’orbite  que  décrit  la  Terre  dans 
son  mouvement  annuel  autour  du  Soleil;  il  convient 
<lonc  de  clioisir  ce  plan  pour  le  plan  fixe  aucpiel  nous 
rapportons  les  mouvements  des  autres  corps  célestes, 
afin  de  pouvoir  comparer  la  théorie  aux  observations. 
Quant  aux  longitudes,  on  les  comptera,  suivant  l’u- 
sage, sur  ce  plan  à partir  de  son  intersection  avec 
l’équateur,  ou  de  la  ligne  des  équinoxes.  On  aura  ainsi, 
par  les  formules  précédentes,  la  valeur  du  rayon  vec- 
teur et  de  la  longitude  dans  l'orbite  loi’sque  leni*s  pro- 
jections sur  le  plan  de  l’écliptique  seront  connues,  et 
réciproquement. 

‘26.  Iæs  formules  du  mouvement  elliptique  peuvent 
encore  se  réduire  en  séries  convergentes  dans  le  cas 
d’une  orbite  très-excentrique,  comme  cela  a lieu  pour 
les  comètes.  Dans  ce  cas,  c dilfère  peu  de  l’unité.  Si 
l’on  nomme  D la  distance  de  la  comète  à sou  |>érihé- 
lie,  on  aura  D = «(i  — e),  et  l'équation  de  l’ellipse 
donnera 


i-f-cos('  — (i  — /?)cosr  , , 

' ' (i-f-c)cos’ 


D 
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lite  quantité,  rl  dévc-loppons  la  valeur  de  /eu  série  or- 
donnée par  rap])ort  à E;  nous  aurons 

' D / „ I I » \ y V 

r= I I — Etang'- t»-f-E’ lang*- — KUang*^-  -h  . . . j • (f  ) 


COS*-  J* 
2 


Pour  avoir  de  inéine  le  temps  t en  fonction  de  l'aiio- 
inalie  e,  on  substituera  pour  /•*  sa  valeiir  dans  l'équa- 
tion 


dt  = r'^ dv^ 

et  l'on  intégrera  l’expression  résultante.  Ou  trouve 


ainsi 


, 2 D’  / 11, 

lit  = ■■  ■.  ...  — ( I H-  tang’  - P 

\J^a  (i  — c’)  \ t-  ! 

X^i  — Elang' ^p-t-F,’  lang'  ^ v — E'  tang'  't.  laiig  ^ l’ j 

d'où  l'on  tire,  eu  réduisant  et  en  intégrant, 

2 D’  / I 2 E — 'i 

t =■  ■ , I tanC  - P — 

— f’)  \ 2 3 


lang-*  - 1 


E(3E  — 2)  I E’(4E  — 3)  I \ 

+ lang  - - tang  - p . j . 

Si  l’orbiti' dégénérait  en  une  parabole,  ou  aurait  c = i , 
E = O,  et 


v'p.n  ( I — e*)  = v'ja  y i H-  e \a  ( i — e)  ~ \ 2[t.  y D ; 
on  aura  donc,  dans  ce  cas. 


D 


cos’  - P 
2 


D»  ^2  / I I . I \ 

*-3'"''b  2‘')' 


{«) 
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tU's  rorimilfs  sont  celles  que  l’on  emploie  orclinai- 
reinent  dans  la  théorie  des  comètes.  La  dernière  don- 
nera aisément  le  temps  t lorsque  l'anomalie  i>  sera 
connue;  mais  la  valeur  de  e en  /,  qui  est  générale- 
ment la  quantité  cherchée,  dépendra  d’une  équation 
du  troisième  degré  qui  n’est  susceptible  que  d’une  ra- 
cine réelle.  Pour  éviter  l'embarras  de  résoudre  cette 
équation,  on  forme  um‘  Table  des  valeurs  de  t corres- 
pondantes à celles  de  v dans  une  parabole  dont  la  dis- 
tance périhélie  est  l’imité  des  distances.  Cette  Tahh* 
fait  connaître  le  temps  correspondant  à l’anomalie  v 
dans  une  parabole  quelconque  dont  I)  est  la  distance 

périhélie,  en  multipliant  par  D%  le  temps  qui  répond 
à la  même  anomalie  dans  la  Table.  On  aura  donc  ré- 
ciproquement l’anomalie  e correspondante  au  temps  t, 

en  divisant  t par  D’  et  en  cherchant  dans  la  Tahh» 
l’anomalie  qui  répond  au  quotient  de  cette  division. 
Enfin  la  même  Table  pourra  servir  pour  toutes  les 
comètes,  en  remarquant  que  les  masses  des  comètes 
étant  très-petites  par  rapport  à celle  du  Soleil,  on  |K‘uI 
les  négliger  et  supposer  que  la  valeur  de  qui  ex- 
prime la  somme  des  masses  du  Soleil  et  de  la  comète, 
est  la  même  prur  tous  ces  corps,  et  exprime  simple- 
ment la  masse  du  Soleil. 

C-omparons  l’anomalie  e,  qui  répond  à nu  même 
temps  t,  dans  une  ellipse  fort  excentrique  et  dans 
la  jiarabole.  Si  l’on  néglige  les  quantités  de  l’ordre 

(t  — e)*,  et  que  l’on  remette  pour  E sa  valeur  ■ ; 
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en  observant  qu’on  a (i  — e*)= 
l’expression  de  t en  v dans  l’ellipse  doinuTa 

D’v'^r  ' ' ' 

/ V ï / * I 1 * • \ 1 

-(-  ( I — c)  lang  — - tang’  - — 5 «ang'  - j J . 

Soit  v'  l’anomalie  qui  répond  au  temps  t dans  la 
parabole  dont  1)  est  la  distance  périhélie,  et  e = iZ-i-  x 
l’anomalie  qui  répond  au  même  tenqis  dans  l’ellipse, 
X étant  un  très-petit  angle.  Si  l’on  substitue  e'  .t  à 
la  place  de  v dans  l’équation  précédente,  et  que  l’on 
réduise  le  second  membre  en  série  ordonnée  par  rap- 
port aux  puissances  de  x,  on  aura,  en  négligeant  le 
carré  de  x et  son  produit  par  la  quantité  très-petif<* 
I - e, 

D' v/jï 


/ • f > ' » 

( tang-  *’  + 2 lang"  -I' 

I — c I , / 

_^,ang-.  (ai- 
mais la  seconde  des  équations  (o)  donne 


?.  cos*  - v' 
2 


tang’  - v'  — ^ tang'  - c 


t = 


D’ V'a 

\ 


(tang%'  + 5tang’%'j. 


On  aura  donc,  en  mettant  à la  place  dtt  petit  arc  x sa 
tangente, 

tangx=  — (•  — c)  tang  ^ v'  ^4  — 3 cos’^p' — 6 cos'  ^ • 

Par  consétpient,  si  l’on  forme  une  Table  des  loga- 
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rithnios  de  la  quantité 

— tang-  v'  (4  — 3 cos*  - v'  — 6 cos*  - e'V 

on  n’anra  pins  qu’à  leur  ajouter  le  logarithme  de  1 — c ' 
pour  avoir  celui  detangx.  (lela  pos<^,  pour  avoir  l’a- 
nomalie V correspondante  an  temj)s  t dans  une  ellipse 
fort  excentrique,  on  cherchera,  |)ar  la  Table  dn  nion- 
vement  des  comètes,  l’anomalie  c'  qui  répond  au 
temps  t dans  une  parabole  dont  1)  est  la  distance  pé- 
rihélie, et  l’on  déterminera  par  la  méthode  précédente 
la  correction  à faire  à l’anomalie  v'  pour  avoir  l’ano- 
malie correspondante  v dans  l’ellipse. 

fjR  première  des  équations  (o)  donnera  la  valeur 
dn  rayon  vecteur  / lorsque  l’anomalie  v sera  connue. 

On  peut  encore,  dans  le  cas  de  l’ellipse  fort  excen- 
trique, convertir  en  séries  convergentes  l’expression 
dn  rayon  vecteur,  dn  moyen  mouvement,  et  de  l’ano- 
malie vraie,  en  fonction  de  l’anomalie  excentrique; 
nous  ne  développerons  point  ici  c('s  formules  «jui 
.sont  de  peu  d’usage. 

27.  11  existe  «Mitre  le  temps  employé  à décrire  un 
arc  de  parabole,  les  rayons  vecteurs  immés  aux  extré- 
mités de  cet  arc,  et  la  corde  qui  le  sons-tend,  une  re- 
lation curieuse  qu’il  est  bon  de  connaître,  et  qui  se 
déduit  aisément  des  formules  du  mouvement  parabo- 
lique. En  effet,  en  suppo.sont  p,  = i dans  les  équa- 
tions (o),  on  aura 
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Soient  / 'el  e'  ce  que  deviennent  r«-t  e ;ni  bout  du 
temps  t'  — t sera  le  temps  «‘mployé  par  la  comète 
à parcourir  l’arc  de  parabole  intercepté  par  les  deux 
rayons  vecteurs  r et  r' . Nommons  6 l’angle  que  ces 
rayons  comprennent  entre  eux,  en  sorte  qu  on  ait 

p = ê;  si,  potir  abréger,  on  lait  tang-e  = f^, 
tang^  e'  = m',  et  tangué  = s,  on  aura 


, I , .f  + « 

« =tang- (e + §)  = —-• 

Les  forimdes  (o')  donnent  d’ailleurs, 

;-=:D(l  + «*),  r'  = D(l  4-  «'*), 

l'  — t = D’  — M ^ («'*  — )j • 


Lu' 


substituant  donc  pour  u' 
r = l)(i  -H  n*  ), 


sa  valeur,  on  aura 


(i  — suy' 


— t = V2  D’ 


5(1  4-  14*)" 
(i—siiy 


I .ï’(i  4-  «’n 
3 I — su  J 


Soit  maintenant  cia  corde  qui  joint  les  extrémités 
<les  deux  ravons  r et  1',  en  considérant  1<“  triangle 
formé  par  ces  trois  lignes,  et  en  remarquant  que 


cos  g = on  aura 

I 4-  s 

= r»  4-  / '*  - a /t'  = ( /•  -f-  r'  )=  - 


[yrr' 


Faisons,  pour  abréger,  /■4-/  '-t-c=2p,('t  /’4-  / ' — c — 'xq^ 
«l’oii  l’on  tire  r 4-  / ' = P + '/'  i'  ^ ~ P9' 
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l’équafion  précédente  donnera 

rr' 

OU  bien,  remplaçant  r et  r'  par  leurs  valeurs,  et  ex- 
trayant les  racines  des  deux  membres, 

ij-4-  _ VA'y 

I — su  D 

.Si  dans  l'équation  p -h  q = r r\  on  remplace  de 
même  r et  r'  par  leurs  valeurs,  on  a 


2 D (i  -(-  u’) 

p-h  q=  

' ' I — su 


D f’(i  -r-  «’) 

(•-«‘K 


et  par  conséquent 
d’où  l’on  tire 


p-t-7  = 2v>/  + ^“^; 


_ y//>  — v'v  _ 
S ■—  y D r—  1 
SP^i 

substituant  cette  valeur  et  celle  de 
leur  de  t'  — <,  on  trouve 


I «’ 


dans 


la  va- 


(r+r'H-c)"— g(r+  r'— c)’. 


C(!tte  formule  remarquable  a été  donnée,  pour  la 
première  fois,  par  Euler:  nous  verrons,  dans  le  clia- 
pitre  suivant,  comme  . on  peut  l’étendre  au  mouve- 
ment dans  l’ellip-se  ei  uans  ' hyperbole. 

H nous  reste  à considérer  les  formules  relatives  aux 
orbites  hyperboliques;  mais  comme  cette  recberehe 
est  de  pun-  curiosité,  et  que  ses  résultats  ne  peuvent 
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avoir  aucun*'  application  dans  l’élal  actuel  du  systèiiic 
du  monde,  nous  ne  nous  y arrêterons  pas,  et  nous 
terminerons  ce  cliaj)itre  eu  montrant  comment  les 
lois  du  mouvement  elliptique  peuvent  conduire  à la 
connaissance  approximative  «le  la  masse  des  planètes. 


‘28.  Nous  avons  vu  (ii‘’22)  que  si  l’on  d«'signe  par 
T la  dur«‘e  de  la  révolution  sidcM'ale  d’une  |>lanète, 
dont  a est  la  distance  moyenne  ati  Soleil,  on  avait 


-P  27rn’ 

1 — ^ 

Vf* 

n étant  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  et  pi 
la  somme  «les  masses  de  la  planète  et  du  Soleil.  Si 
l’on  néglige  les  masses  des  planètes  par  raj)port  à celle 
du  Soleil,  la  quantité  p.  sera  la  même  pour  tous  ces 
corps,  et  désignera  simplement  la  masse  du  Soleil. 
Ainsi  donc,  pour  une  autre  planète  quelcompie,  dont 
a'  serait  la  ilistance  moyenne,  et  T' le  temps  de  la  ré- 
volution sidérale,  on  aura  encore 


par  conséquent 


■JV  2 « 

nV 


P; T’;: 


d’où  il  suit  que  les  carrê's  des  temps  des  révolutions 
des  deux  planètes  sont  entre  eux  comme  les  cubes  des 
grands  axes  de  leurs  orbites.  C’est  l’énoncé  de  la  troi- 
sième loi  «le  Répler.  On  voit  «pie  cette  lf>i  n’est  pas 
rigoureusement  exacte  ; elle  n’a  beu  qu’autant  cpi’on 
lu’glige  les  masses  des  planètes  vis-à-vis  de  celle  du 
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Soleil  : cependant,  comme  les  observations  n'y  font 
remarquer  que  de  légères  différences,  il  «>n  faut  con- 
clure que  les  masses  des  planètes  sont  effectivement 
très-petites,  relativement  à la  niasse  de  cet  astre. 

L’équation  (/)  fournit  un  moyen  très-simple  de  dé- 
. terminer  le  rapport  des  masses  des  planètes  qui  sont 
accompagnées  do  siitellites  à celle  du  Soleil.  En  effet, 
supposons  que  l’on  considère  le  mouvement  de  la 
Terre  : si  l’on  néglige  sa  masse  par  rapport  à la  masse 
M du  Soleil,  celte  équation  donne 

X — ilLll. 

v^M 

Soit  m’ la  masse  d’un  satellite  appartenant  à la  pla- 
nète m,  n'  sa  moyenne  distance  à sa  planète,  et  T le 
temps  de  sa  révolution  sidérale,  on  aura  par  l’équa- 
tion ( /), 

X'  = • 

^ III  -h  m' 

divisant  I une  par  1 autre  les  deux  équations  précé- 
dentes, on  en  tire 

m -t-  m'  a'*  T’  , , 

M 1?  T'"  ('^0 

Si  l’on  substitue  dans  cette  équation  pour  a,  a',  T,  T' 
leurs  valeurs  données  par  l’observation,  on  aura  le 
rapport  île  la  somme  des  masses  de  la  planète  et  du 
satellite,  à celle  du  Soleil;  et  si  l’on  néglige  la  masse 
du  satellite  par  rapport  à celle  de  la  planète,  ou  si  l’on 
suppose  connu  le  rapport  de  ces  masses,  on  aura  le 
rapport  de  la  planète  à celle  du  Soleil. 

Appliquons  cette  formule  à Jupiter,  en  prenant 

IQ. 
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pour  imité  la  moycniu’  distance  de  la  Terre  an  Soleil. 
Ix’  rayon  moyen  de  l’orbe  du  quatrième  satellite  ob- 
servé à cette  distance,  paraîtrait  sous  un  angle  de 
a58o",58;  le  rayon  du  cercle  contient  20626/1", 8; 
les  rayons  moyens  de  l’orbe  du  quatrième  satellite  et 
de  l’orbite  terrestre  sont  donc  entre  eux  comme  ces 
deux  nombres.  La  durée  de  la  révolution  sidérale  du 
quatrième  satellite  est  tie  1 6*, 6890,  et  l’année  .‘idérale 
est  rie  365*, 2^6  'j  ; on  peut  donc  supposer  dans  l’équa- 
tion (;h), 

a = 206264,8, 
a’ ■=  2.^80^38, 

T = 365,256/j, 

T'=  16,6890; 

et  l’on  eu  tire 

= — t4 — ’ 

1000,09 

pour  la  masse  de  Jupiter,  celle  du  Soleil  étant  prise 
pour  unité.  Cette  valeur  est  celle  qui  avait  été  adoptée 
par  Newton  d’après  les  observations  de  Pound.  Nous 
donnerons  tlans  la  suite  une  valeur  plus  exacte  de 
cette  masse,  corrigée  d’après  les  observations  mo- 
dernes. 

, On  a déterminé  de  la  même  manière  les  masses 
des  autres  planètes  autour  desquelles  on  observe  des 
satellites.  Pour  la  masse  de  la  Terre,  seulement,  on 
a employé  un  procédé  ditféreiit,  parce  que  les  nom- 
breuses inégalités  de  la  Lune  empêchent  celui-ci 
d’être  suffisamment  exact.  I/attractioii  que  le  globe 
terrestre  exerce  sur  les  corps  placés  à .sa  surface  sur 
le  parallèle,  dont  le  carré  du  sinus  de  la  latitude  est 
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3»  est  à très-peu  pi  ès  la  même  que  si  sa  masse  était  it‘u- 

nie  à sou  centre  de  gravité  (u*’  .“î)^u  uuinmaiit  donc  l 
le  rayon  mené  du  centre  de  la  Terre  à un  point  quel- 
coiKpie  de  ce  parallèle,  et  m sa  masse,  cette  attraction 

sera  égale  à et  en  la  désignant  par  on  aura 


m 

O — JT' 


Soient  a la  di.stance  moyenne  de  la  Terreau  Soled, 
et  T’  la  durée  de  rannée  sidérale,  l’équation  (/)  don- 


nera 


on  aura  donc 


2 Jtrt’  _ 

~ 7^’ 


M 4 n'a' 

Les  cpiantités  g,  T,  a,  sont  donm'-es  par  les  obser- 
vations; la  valeur  du  rayon  l est  aussi  connue;  on 
pourra  donc  déterminer  par  cette  formule  le  rappoi  t 
<le  la  masse  m de  la  Terre  à la  niasse  M du  Soleil.  Pour 
la  réduire  eu  nombre,  j’observe  que  si  l’on  nomme  P 
la  parallaxe  du  Soleil  à la  distance  moyenne,  et  sur 
le  parallèle  «pie  nous  considérons,  c’est-à-«lire  l’angl«> 
sous  lecpiel  on  verrait  à cette  distance  du  centre  (!«■  cet 

astre  le  rayon  /,  on  aura  sinP  = r«'*rpiation  précé- 
dente devient  ainsi 

ni  t'  g , I,  / \ 

ïï  = 4i;’  r *"’  ("> 

les  ob.servations  donnent  P=8",70.  ^ons  avons 
nommé  g l’attraction  de  la  Terre;  c’est  le  tlouble  de 
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Fespace  que  cette  force  fait  décrire  aux  corps  dans  une 
seconde.  Sous  le  parallèle  dont  le  sinus  du  carré  de 


latitude  est  la  pesanteur  fait  tomber  les  corps  dans 

la  première  seconde  (sexagésimale)  de  leur  chute  de 
4"*,8979G;  la  force  centrifuge  due  au  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre  diminue  l’action  de  la  pesanteur 


de  à l’équateur,  et  d’une  quantité  moindre  en  tout 


autre  lieu.  Sur  ce  même  parallèle,  l’attraction  de  la 
'ferre  est  plus  petite  que  la  pesanteur  des  deux  tieis 
de  la  force  centrifuge  ; il  faut  donc  augmenter  l’espace 
précédent  de  sa  4^2®  partie,  pour  avoir  l’espace  dû  à 
l’action  de  la  'ferre:  cet  espace  est  ainsi  de  4”j909'^- 
Le  rayon  terrestre,  sur  le  parallèle  dont  il  s’agit, 
est  de  6369809  mètres  ; enfin  l’année  sidérale  est  de 
3i558i52";  on  aura  donc 


/ = 6369809“, 

g = 9“,8i86, 

T = 3i558i52, 
t:  = ,3,14159265, 

log.  sin  P = 5,6274886. . 

Ces  valeurs  substituées  dans  la  formule  (u)  donnent 

I 

337103 

pour  la  masse  de  la  Terre,  celle  du  Soleil  étant  prise 
pour  unité.  Cette  valeur  varie  comme  le  cube  de  la 
parallaxe  solaire  comparée  à celle  que  nous  avons 
adoptée. 
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CHAPITRE  V. 

DÉTEIIMINATION  DES  CONSTANTES  ARBITUAIIIES  QUI 
ENTRENT  DANS  I.ES  FÜRMUI.ES  DU  MOUVEMENT 
EUUPTIQUE. 


29.  Les  six  constantes  que  l'intégration  introduit 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique,  se  nom- 
ment les  éléments  de  C orbite.  Ce  sont  elles  (|ui  fixent 
sa  nature,  sa  position  dans  l’espace,  et  l’instant  du 
passage  par  le  péi  iliélie.  Nous  allons  nous  proposer 
dans  ce  chapitre  de  déterminer  ces  éléments  d’après 
quelques  circonstances  du  mouvement  supposées  con- 
nues. 

I.e  cas  le  plus  simple  est  celui  où  la  position  de  la 
planète  /«,  sa  vitesse,  et  la  direction  de  cette  vitesse 
sont  données  pour  un  instant  quelconque,  pour  l’é- 
poque, par  exemple,  d’où  l’on  compte  le  temps  et 
que  nous  supposerons  être  l’origine  du  mouvement. 
Soient  x,  Y,  z les  coordonnées  de  m pour  cet  instant, 
rapportées  à trois  axes  passant  par  le  cei\tre  de  M sup- 
posé immobile:  ^ seront  les  vitesses  dont  m. 

est  animé  paraljèlement  aux  mêmes  axes,  et  ces  (juau- 
tités  pourront  être  regardées  comme  connues,  j)uiscpie 
la  vitesse  initiale  de  m est  donnée  par  hypothèse  en 
intensité  et  en  direc  tion.  Il  ne  s’agit  donc  plus  ipu‘ 

d’exprimer  en  foncticui  de  X,  Y,  Z,  — ? ~ les  six 

* (U  dt  dt 

cléments  a,  e,  <z,  tp , / et  w. 
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Si  I OU  liiït,  pour  abroger,  — = x',  = ï',  — = z , 

les  équations  (^i)  et  (c)  du  20  donneront  d’abord 
les  trois  suivantes  : 

xy'— X'Y  = r,  x'z— xz'=c',  YZ'  — y'z  = c". 

D’ailleurs,  en  su|)|)Osaut  c’ + = if*,  ou  a, 

même  numéro, 

c = A cosy,  c' — — / siu^  cosa,  c"  = A siu  ^ sina. 

O's  trois  équations  feront  connaître  immédiatement 
riiiclinaisou  y du  plan  de  l’orbite  et  la  longitude  a de 
son  iiaïul  sur  le  plan  fixe  passant  par  le  centre  de  M ; 
ou  aura  ensuite  pour  déterminer  le  demi-parametre  A* 
l’équation  /,:  = vc’  ^ \ ('  — <^1 

l'on  tirera  la  valeur  de  l’excentricité  e loreque  celle 
du  grand  axe  ia  sera  déterminée.  Pour  cela,  l’équa- 
tion (e)  du  11"  20  donne 


Ou  aura  donc  ainsi  le  demi-grand  axe  de  l’orbite,  et 
il  ne  restera  plus  à connaître  cpie  les  deux  constantes 
/ et  U. 

La  prertiiére  u’a  été  introduite  dans  les  formules 
du  mouvement  elliptique  ipie  par  l’intégration  ipii  a 
donné  la  valeur  de  r en  t ; si  l’on  siqipose  donc  < = o 
dans  ces  formules,  et  qu’on  désigne  par  la  valeur  de 
l’anomalie  excentrique  (|iii  répond  au  temps  < = o, 
on  aura 

ni  = U,  — esxnu^,  il  = « (i  — ecosü,).  (A) 

On  aura  donc,  en  éliminant  la  valeur  de  / en  it. 
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puisque  les  valeurs  de  rt  et  de  e sont  déjà  déterminées 
par  cequi  précède. 

La  constante  m n’est  introduite  dans  les  formules 
que  par  l’intégration  de  l’équation  entre  r et  e.  Si  l’on 
compte  l’angle  v à partir  de  l'intersection  du  plan  de 
l’orbite  avec  le  plan  fixe  ou  de  la  ligne  des  nœuds, 
qu’on  nomme  e,  et  e les  valeurs  de  e et  1/  relatives  à 
l’époque  t =0,  l’équation  (z)  du  11“  25,  en  désignant 
par  a la  longitude  du  nœud  ascendant  et  faisant  6 = 0, 
donnera 


tangi'^  = 


iang(»v  — g) 

COS^ 


On  a d’ailleurs,  par  rapport  au  plan  fixe, 

' . ' ^ 
tange=-- 

On  aura  donc  l’angle  e qui  se  rapporte  à l’origine  du 
temps  t en  fonction  de  x,  de  Y et  des  consUuites  a et<p, 
déjà  déterminées;  l’équation  aux  sections  coniques 
donnera  ensuite 

cos(e  — w)  = (c) 

Vf/  V / 

t 

La  constante  w sera  déterminée  par  cette  équation  en 
fonction  de  quantités  connues,  et  l’on  aura  par  con- 
séquent la  position  du  périhélie  sur  l’orbite.  Les  six 
éléments  r/,  e,  a,  y,  /,  w de  la  section  conique  que 
décrit  m autour  du  foyer  d’attraction,  seront  donc 
entièrement  connus. 

L’expression  précédente  de  a et  celle  de  k sont  sus- 
ceptibles de  prendre  une  forme  plus  simple;  en  effet, 
si  l’on  désigne  |)ar  v la  vitesse  initiale  «le  w,  il  est 


i 
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clair  que  l’on  a v’  = y'“  -f-  z'“,  et  l’équation  (<i) 

devient 


La  valeur  du  grand  axe  de  l’orbite,  et  par  conséquent 
le  temps  périodique,  ne  dépendent  donc  que  de  la 
distance  primitive  de  ni  au  foyer  d’attraction  et  de  la 
vitesse  de  projection.  L’axe  irt  est  positif  dans  l’ellipse; 
il  est  infini  dans  la  parabole,  et  négatif  dans  l’liyj)er- 
bole.  L’orbite  décrite  par  //i,  dans  son  mouvement 
autour  de  M,  sera  donc  une  ellipse,  une  parabole 


ou  une 


hyperbole,  selon  que  l’on  aura  v < 


; et  il  est  à remarquer  que  la 


ilii’ection  de  la  vitesse  initiale  n’influe  pas  sur  l’espèce 
de  la  section  conique. 

En  substituant  pour  c,  c\  c"  leurs  valeuredans  l’é- 
quation A*  = c'*  -+-  c"’,  on  a 


A-^  = R*  (X'^*  H-  Y'»  + Z'»)  - 


est  la  vitesse  dont  le  corps  m est  animé  dans  le  sens 

du  rayon  vecteur;  si  l’on  désigne  donc  par  yj  l’angle 
que  fait  la  direction  de  la  vitesse  initiale  v avec  le 

rayon  r,  on  aura^  = v cosïj,  en  substituant  pour  k 


sa  valeur  e’)  dans  l'équation  précédente, 

elle  devient  ainsi 


rt  (1  — — 


i\’ v’  sin’i) 

IZ 
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On  voit  donc  que  le  demi-paranièlre  «(i  — e’)  de 
l’orbite  ne  dépend  que  de  la  distance  primitive  de  m 
à M et  delà  partie  vsinïî  de  la  vitesse  v perpendi- 
culaire au  rayon  vecteur,  et  qui  tend  à faire  tourner 
le  corps  m autour  de  M.  Si  y;  = 90'*,  ou  si  la  vitesse 
initiale  est  perpendiculaire  an  rayon  vecteur  R,  et  si 


l’on  a en  même  temps  v x=  » l’orbite  décrite  est 


un  cercle.  En  effet,  en  substituant  pour  v sa  valeur 
dans  l’équation  précédente,  et  remplaçant  a par  sa 
valeur  tirée  de  l’équation  (g),  on  trouve  dans  ce  cas 
rt  = R et  e = O.  Ce  résultat,  d’ailleurs,  est  conforme  à 
la  théorie  des  forces  centrales,  puisque  daus  ce  cas  la 


force  centrifuge  — est  égale  à la  force  il’attraction  — 


comme  cela  doit  avoir  lieu  dans  le  cercle. 


50.  L’équation  (c)  du  n"  20,  qui  nous  a servi  à dé- 
terminer le  grand  axe  de  la  section  conitpie,  est  très- 
remarquable  en  ce  qu’elle  donne  la  vitesse  dont  le 
corps  m est  animé  dans  son  mouvement  relaUf  autour 
de  M,  indépendamment  de  la  forme  de  l’orbite  ellip- 
tique qu’il  décrit.  En  effet,  si  l’on  nomme  V cette 
. / I ,,,  c/x’ -+- -t- . 

vitesse,  on  a généralement  V’  = -,  et  par 

conséquent 


D’où  l’on  voit  que  la  vitesse  V.ne  dépend  que  du 
grand  axe  aa,  et  nullement  de  l’excentricité  de  l’or- 
bite. Il  s’ensuit  d'abord,  comme  nous  l’avonsilil  n“22, 
ipie  le  temps  |>ériodique  en  est  pareillement  indépen- 
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daiit;  mais  ce  résultat  n’est  lui-inème  qu’une  consé- 
quence particulière  d’une  relation  générale  qui  existe 
entre  les  deux  rayons  vecteurs  menés  aux  extrémités 
d'un  arc  elliptique,  lu  corde  qui  sous-tend  cet  arc, 
et  le  temps  employé  à le  parcourir.  Pour  développer 
celte  propriété  du  mouvement  ellij)tique,  reprenons 
les  formules  de  ce  mouvement,  savoir: 

-,  ( I — 

— esinn],  r=n(i — rcos«),  r= 

' ' ' 1 -+-  r cos<> 

Soient  t'  le  temps  qui  répond  à une  autre  position 
quelconque  de  la  planète  ni,  et  / v'  ce  que  de- 
viennent r,  //,  V relativement  à cette  nouvelle  j)osi- 
tion;  on  aura 

— fsinw'),  r' = a II  — <’cosh'),  /•'=  

Si  l’on  retranche  l’expression  de  t de  celle  de  t',  on 
aura 

t'  — a'  {il  — U — c sin«'  + e sinu). 

C’est  le  temps  que  la  planète  emploie  à décrire  l’ai'c 
elliptique  compris  entre  les  deux  rayons  r et  r'.  Si 
l’on  lait,  pour  abréger,  t' — 1 = 26,  u'  — u=  2 s, 
u' + u=  2 s',  et  qu’on  observe  que 

, . u' Il  h' U . , 

sin  U — sin  M = a sm cos = u sin  ^ ct^si , 

2 2 ’ 

on  aura 

6 = a‘ [s  — csinscosj').  (//) 

Nommons  c la  corde  qui  joint  les  extrémités  des  deux 
rayons  r et  /•',  e' — e sera  l’angle  qu’ils  comprennent 
entre  eux,  et  en  considérant  le  triangle  formé  j»ar  ces 
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trois  droites,  on  aura 

c*  = ;■*  4-  r'*  — o.rr'  cos(t''  — t’)  » 

équation  qu’on  peut  écrire  ainsi  : 

(,.+  - c*  = 2 rr'  [ 1 4-  cos  (i-'  - v)]= 4 • W 

Substituons  dans  celte  équation,  à la  place  des  angles 
e et  v',  leui's  valeurs  en  et  u'.  Si  l’on  compare  entre 
elles  les  deux  valeurs  de  i\  on  trouve  aisément 

a V T—  c’  sinu  a cosu  — «f 

sin  V — — — 5 cos  V — ; 

r c 

on  aurait  de  même 

. , a\Ii  —c'sinu’  , acosu'—ac 

sm -r ’ = p ’ 

d’ailleurs 

rr'  = rt*  (i  — e cosm)  (c  — e cos^^') 

— _ e (cosm  4- cosm')  4- e* cosm  cosm']. 

En  observant  que  cos(e'— i’)— cose  cose  4- sinesiiu- , 

on  aura  donc 

rr'[i  4-cos(t>'—  r)] 

=o’  ]i4-  cos(m' — u)— 2f(cosH  4-costt')4- e’[i4-  cos(k'4-  «)]|, 
ou  bien 

i>'  — <> 

rr'  cos’ 

a 

/ u' — Il  u' — U 

=a’  I cos’ 2 c cos cos 

\ 2 2 

=«’  (cosi  — e cos.t'  )’. 

Faisons  pour  abi-éger /'4- r'4- c = ap,  r 4-r'  — r=ar^, 
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ce  qui  donne  (r+  /•')*  — c’  = 4 p(J  el  r-+-r'— p + en 
vertu  des  équations  (e)el  {J),  on  aura 

\p(j  = a {coss  — e cos  s'). 

En  svdistituant  de  même  pour  r et  r'  leurs  valeurs  en 
U et  «'  dans  l’équation  p + q = r + /•',  on  trouvera 

P q = a\pL  — c(cosa  + cos«')]  = aa  (i — c cosî  cosi').  {g) 

Si  l’on  tire  de  celte  équation  la  valeur  de  ccosf'  et 
qu’ou  la  substitue  dans  la  précédente,  on  aura 

+ v^(2«  — — (j) 

coss  — - -i 

a « 

et,  par  suite, 

cos  a i = (<»  — P)  — y ) + v'a?  (=»  " — P)  ( — ?) 

Si  l’on  suppose  donc 


à 


cos: 


a — P 

= cos  î 

fl 


on  aura 


COS2  ^ = cos  s cosz'  + sins  sin  z'  = cos(z'  — z). 


et  par  conséquent  s = 


» ce  qui  donne 


tang^  = tang  — 


sinz' — sim 
cosi'  -H  cosz 


Reprenons  maintenant  l’équation  [d)  rpii  exprime 
le  temps  employé  par  la  planete  à parcourir  l’arc  ellip- 
tique sous-teudu  par  la  corde  c.  Si  l’on  élimine  e cos.ç' 
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ail  moyen  de  l’équation  (g),  on  trouve 


3o3 


5 = '^jtang.J, 

équation  qui  ne  contient  déjà  plus,  comme  on  voit, 

. l’excentricité c.  Si  l’on  y substitue  pour  5 et  taiigi  leurs 

valeurs,  eu  observant  que  ^ ^ = cosz-f- cosz', 

ou  aura  . . 

f = a’(z' — Z — siuz'4- sinz);  (/i) 

expression  très-simple  où  le  temps  est  exprimé  eu 
fouet  ion  de  la  corde  de  l’arc  parcouru,  et  des  deux 
rayons  vecteurs  menés  à ses  extrémités.  C’est  le  beau 
théorème  qu’Euler  avait  trouvé  le  premier  pour  la 
parabole,  et  que  Lambert  est  ensuite  parvenu,  [lardes 
considérations  géométriques,  à étendre  à l’ellipse  et 
à l’hyperbole. 

Si  l’on  développe  l’arc  z*  en  série  par  rapport  à sou 
sinus,  ou  aura 

, sin’ï'  / 3’sin’z'  3’.5sin‘z'  \ 

*— sin»'  = ^ ôl'H 7-ë ^ 

i.2.3\  4-5  4-67  / 

série  d’autant  plus  convergente  que  le  grand  axe  a a 
sera  jilus  considérable.  Si  ce  grand  axe  devenait  in- 
fini, l’ellipse  se  changerait  en  parabole;  on  aurait 
simplement  alors,  en  remettant  pour  sinz'  sa  valeur. 


tous  les  autres  termes  de  la  siVie s’annulant  par  la  sup 
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position  de  n = Ôn  aurait  de  même 


— SU)  Z 


et  par  conséquent 

g [(?./»)’— (2-7/]  = i(r-f-r'-i-c)’- 


r(r  + r'-c)': 


c’est  l’expression  du  temps  employé  à décrire  l’arc 
de  parabole  que  sous-tend  la  corde  c.  Nous  étions  déjà 
parvenus  à cette  expression  (n“27);  elle  est  d’un  grand 
usage  dans  la  théorie  des  comètes. 

Iæ  grand  axe  aaest  négatif  dans  l’hyperbole;  les 
valeurs  de  cosz  et  cosz'  devieniieut  alors  plus  grandes 
que  l’unité,  et  par  conséquent  les  arcs  z et  2',  auxquels 
ces  cosinus  se  rapportent,  sont  imaginaires.  Si  l’on 
nomme  c le  nombre  dont  le  logarithme  hyperboliqtie 
est  l’unité,  on  a ~ cosz  + y — • sinz,  d’où  l’on 
tire 


2 = —1 log(cosz  -+-  V — ' sinz); 

\/~i 

on  a de  même 


z'  = ^log(( 
V—' 


V — I sinz'). 


La  formule  (/<),  eu  y changeant  a en  — rt,  donne 
donc  pour  l’hyperbole, 

, ^ — isins'rtv^ — I sinz 

r'— f=n’l  ’ __ 

L — log(cosz'-t-  y/  — I sin  z')ltlog(cosz-f-  — i sin  z) 

expression  de  laquelle  on  fera  disparaître  les  imagi- 
naires en  substituant  jmur  cosz  et  cos  z'  leurs  va- 
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leurs.  Si  l’on  fait  pour  plus  de  simplicité  cosz  = et 
cosz'  =J'',  on  aura 

L—  ioe(y  + v'r'’  — i)±iog(r  + '<Jy—  0 

La  formule  (A),  qui  donne  le  temps  indépendam- 
ment de  l’excentricité,  doit  encore  avoir  lieu  quand 
l’ellipse  indéfiniment  apiatie  se  change  en  une  ligne 
droite  ; cette  formule  exprime  alors  le  temps  qu’un 
corps  mû  sur  le  grand  axe  mettrait  à s’avancer  vers 
le  foyer  placé  à l’autre  extrémité.  Or,  en  considérant 
la  chute  rectiligm;  d’un  corps  attiré  vers  un  centre 
fixe,  ce  corps  partant  du  repos  à la  distance  a fl,  on 
trouvera  que  le  temps  qu’il  emploie  à parcourir  l’es- 
pace p'  — P est  exprimé  par  cette  formule 

t'  — t = a"  — Z — sinz'-f-  sinz), 
dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 

a — p'  , a — P 

- = CO&Z,  L = COSZ. 

a a 

Cett(?  expression  doit  être  identique  avec  l’équation 
(A);  ce  qui  donne 

n — p' 20  — (r-f-r'-i-c)  a — p i.a — — c) 

n 20  O 20  ’ 

et  par  conséquent 

, r-+-r'-Hr  r 

9- — ’ P = 

« 

d’où  il  suit  que  le  temps  que  la  planète  emploie  à 
parcourir  l’arc  sous-tendu  par  la  corde  c,  est  précisé- 
ment le  même  que  le  corps  mettrait  à décrire  le  long 
I.  20 


Digitized  by  Google 


3o6 


THÉORIE  A.NALYTIQLE 

«lu  grand  axe  le  même  espace  c en  partant  de  la  dis- 
tance p'.  Si  l’on  suppose  p=  o,  p' = la,  on  aura 

l' — 1=.  à"  Tl,  en  nommant  n la  demi-circonférence, 
dont  le  rayon  est  i ; c’est  le  temps  que  le  mobile  em- 
ploie à parcourir  le  grand  axe  ia,  et  il  est  égal  à la 
durée  d’une  demi-révolution  de  la  planète  m,  ce  qui 
est  conforme  au  théorème  précédent. 

On  voit  donc  qu’il  suffit  de  la  moindre  force  tan- 
gentielle  à l’aphélie  pour  changer  le  mouvement  rec- 
tiligne d’un  corps  attiré  vers  un  centre  fixe,  en  un 
mouvement  de  révolution  autour  de  ce  centre;  mais 
le  temps  que  le  corps  met  à descendre  vers  le  foyer 
reste  le  même  dans  les  deux  cas. 

Il  existe  toutefois  une  différence  essentielle  entre 
ces  deux  mouvements;  dans  le  dernier,  la  planète  m, 
après  avoir  atteint  l’extrémité  du  grand  axe,  revient 
au  point  dont  elle  était  partie.  Dans  le  mouvement 
rectiligne,  au  contraire,  le  corps  parvenu  au  foyer 
d’attraction,  passe  au  delà,  et  s’en  écarte  en  vertu  de 
sa  vitesse  acquise  d’une  distance  égale  à la  hauteur 
dont  il  était  descendu,  en  sorte  que  ce  n’est  qu’apres 
deux  révohitif)Us  de  la  ])lanète  qu’il  se  retrouve  avec 
elle  au  point  de  départ  (*). 

."îl.  Supposons  maintenant  que  l’on  connaisse  deux 
lieux  de  la  planète  dans  son  orbite,  et  le  temps  em- 
ployé à parcourir  l’espace  qu’ils  comprennent;  on  peut 
encore,  dans  ce  cas,  en  conclure  tous  les  éléments  de 
l’orbite.  En  effet,  désignons  par  X,  Y les  coordonnées 

(*  ) t'oir  l*-s  Noies  à U fin  «lu  volume. 
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rectangulaires  de  m,  rapportées  au  plan  et  an  grand 
axe  de  son  orbite,  on  aura 


X =;  ;•  cose,  Y = r siii  v ; 


on  a d’ailleurs 


I + ccos<> 


= a(i  — e costt); 


d’où  l’on  tire  (n®  20) 

X = rt  cos  if  — ae,  \ = ay/i  — e*  sim/; 
équations  dans  lesquelles  on  peut  substituer  pour  usa 
valeur  déterminée  par  l’équation  (4),  du  même  numéro. 

Soient  x,  y,  z,  les  trois  coordonnées  de  m par  rap- 
port à un  plan  fixe  quelconque,  passant  par  le  cenln“ 
de  M,  U l'angle  que  forme  le  grand  axe  de  l’orbite  avec 
son  intersection  sur  le  plan  fixe,  a la  longitude  de  cette 
intersection  comptée  de  l’axe  des/r,  et  9 l’inclinaison 
mutuelle  de  ces  deux  plans;  soient  enfin  X'  et  les 
coordonnées  de  m rapportées  à la  commune  intersec- 
tion du  plan  de  l’orbite  et  du  plan  fixe;  on  aura 
X' = /’ cos(t»  — «),  Y'=/sin(e  — oi), 
d’où  l’on  tire,  en  substituant  pour  rcosv  et  rsiiie 
leurs  valeui’s, 


X'  = X cosM  -+-  Y sin  w.  Y'  = — X sinu  Y cosw. 

Cela  posé,  on  trouvera  par  les  règles  ordinaires  de 
la  transformation  des  coordonnées,  en  mettant  pour 
X'  et  Y'  les  valeurs  précédentes, 

X (X  rosu  -h  Y sinu)  cos  a -H  (Xsinw  — Y cosw)  cosy  sin  a, 

J = (X  cosw  -t-  Y sin w) sin  a — (X  sinoi  — Y cosw)  cosij  cosa, 

Z — — (X  sinw  — Y cosw) sin^. 

Le  second  lieu  delà  planète  fournira  trois  équations 

20. 
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semblables,  et  en  nommant  cc\jr',  z'  les  coordonnées 
de  rn  relatives  à ce  nouveau  point,  on  ^ura  six  équa- 
tions entre  les  six  quantités  connues  x,  jr^  z,  z' 

et  les  six  constantes  n,  e,  f,a,  l,  a,  et  par  conséquent 
tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  ces  arbi- 
traires. Mais  comme  l’anomalie  excentrique  u estdon- 
néeen  fonction  du  temps,  que  nous  supposons  connu, 
par  une  équation  transcendante,  le  problème  ne  peut 
pas  se  résoudre  dans  ce  cas  algébriquement,  à moins 
cependant  que  l’on  ne  suppose  très-petit  l’intervalle 
de  temps  écoulé  entre  les  passages  de  la  planète  par 
les  deux  points  donnés.  Dans  ce  cas,  les  coordonnées 
x\j',  z'  peuvent  se  réduire  en  suites  convergentes 
ordonnées  par  rapport  au  temps  /;  et  comme  nous 
aurons  occasion  d’en  faire  usage  dans  la  théorie  des 
comètes,  nous  allons  développer  ici  ces  séries. 


32.  .Si  l’on  regarde  les  variables  a:,  z qui  déter- 
minent à chaque  instant  la  position  de  la  planète  ou  do 
la  comète  m,  comme  des  fonctions  du  temps  t,  et  qu’on 
nomme  x,  y,  z les  valeurs  de  ces  variables  relatives  à 
l’époque  où  < = o,  et  x,  y,  z leurs  valeurs  relatives  à 
line  autre  époque  quelconque,  on  aura  en  général 


rfx  rf'x  / 
X = X -+-  -3-  t -4- 
dt 


y 


dy 

Y -+-  -7-  t -4- 
dt 


fil 


fi^x 


dt'  1.7. 

-1- 

dl'  1.2.3 

-f-  . . . , 

rf'y  <• 

-+- 

d'y 

t' 

i 

dt'  1.2 

dt'  1,2.3 

d' /.  /’ 

-h 

fi'^  1 

-f-  . . . • 

I .2.3 


(A) 


les  coefficients  différentiels — 1 etc.,  désignant 


1 
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ici  ce  qlic  deviennent  les  différences  ^ > etc. , 

lorsqu’on  y fait  t = o. 

Les  équations  différentielles  du  mouvement  ellip- 
tique donnent,  en  faisant  ft  = i , 

— — L. 

’dF  ~ ~ dt’ ~ r>’  dt'  /■» 


Si  l’on  différentie  successivement  la  première  de  ces 
équations,  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 

rdr  xdx  + y djr  -i-  zdz 
* dt  d( 

tMi  aura 

d'x 3s  i dx 

r*  ^ r'  dt 

d'x  13  ds  3.5.5’  , I \ • , ^-3.s/lx 

~d7^  = [7^  Jt  - P)  ^ 


“et  pour  avoir  de  même  les  différences  successives  de  j 
et  de  Z,  il  suffira  de  changer  simplement  x en  f et 
en  Z dans  les  expressions  précédentes. 

Si  l’on  suppose  f=o  dans  ces  équations,  jr,  z,  r,  j, 

dx  dr  dt  , dx  dr  dz 

di'  Tt'  dt  di'Tt'Tt- 

l’on  effectue  ensuite  les  substitutions  dans  les  équa- 
tions (A),  et  que,  pour  abréger,  on  fasse 


d X 

~dt 


di 

Tt 


s', 


et 

V = i 


U=ï 


I t’  3s  t*  |'3s'  3. 5. s’ 

xM  .2  R‘  1 .2.3  "*"  \ »‘  *’ 

I 2. 3. s /' 

*’  1.2.3“*“  »'  I .2.3.4  ’ 
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oïl  trouve 

a?  = xV  + x'U,  j = yV  + y'U,  s=zV  + z'L.  (/) 

» 

Ces  expressions  donneront  les  valeurs  des  coor- 
données j:,  y,  Z relatives  à un  instant  quelconque  en  • 
fonction  des  coordonnées  X,  Y,  z,  qui  se  rapportent 
à l’époque  où  l’on  compte  t = o,  des  différences  pre- 
mières et  secondes  de  ces  quantités  et  du  temps  écoulé 
depuis  ci'tte  époque. 

55.  .Si  l’on  suppose  donc,  comme  dans  le  n°51, 
que  l’on  connaisse  deux  lieux  de  la  planète  m dans 
son  orbite,  en  substituant  dans  les  équations  précé- 
dentes, poiirx,  Y,  Z,  leurs  v aleurs  relatives  au  premier 
point  donné  de  l’orbite,  et  pour  x,  y,  z et  t,  leurs  va- 
leurs relatives  au  second,  en  no  portant  l’approxima- 
tion que  jusqu’aux  troisièmes  puissances  du  temps,  on 
aura  trois  équations  qui  donneront  les  valeurs  des 
trois  quantités  x',  y',  z',  et  l’on  déterminera  celles  des 
six  constantes  a,  e,  a,  /,  u,  comme  nous  l’avons 
fait  n°  29. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  deux  quantités  s 
et  y déterminent  immédiatement  deux  des  principaux 
éléments  de  l’orbite,  le  grand  axe  et  l’excentricité.  En 
effet,  les  équations  (e)  et  (d),  n"  20,  en  remplaçant  h 

et  k par  leurs  valeurs  et  ^ parj,  donnent 

r, —L i*=  a(i  — e*); 

a ' * 

d’où,  en  diflérentiant  et  divisant  par  rdi\  on  lire 
' r a 
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Si  dans  ces  équations  on  substitue  à la  place  de  r,  s et 
s'  leurs  valeurs  relatives  à l’époque  où  t = o,  elles 
«lonneront 

II  M f 4\  A 9/\ 

- = S , ail  — e^)  = au s^.  {//n 

On  aiira  donc  ainsi  les  valeurs  vie  n et  de  e.  Ou  voit 
de  plus  que  les  (piantités  que  nous  avons  désignées 
par  s et  s',  et  tpii  entrent  dans  les  valeurs  de  Y et  U, 
ne  dé[)cudent  que  de  la  ligure  de  l’orbite  et  sont  indé- 
pendantes de  sa  ]K)sition.  Dans  la  parabole,  le  graml 
axe  >.a  est  infini,  et  le  demi-paramètre  n (i  — <**)  est 
double  de  la  distance  périhélie;  en  nouiniant  donc  D 
cette  distance,  les  équations  précédentes  donneront 
<lans  ce  cas 


3t.  Eiiiin  la  figure  de  l’orbite  peut  encore  être  dé- 
terminée par  les  lormnles  du  numéro  précérlent,  ilans 
le  cas  où  l’on  connaît  seulement  les  trois  rayons  vec- 
teurs r,  /•',  r",  et  li'S  temps  tvlt'  employés  par  le  mo- 
bile à parcourir  les  intervalles  (pii  les  séparent.  Kn 
efit-t,  si  l’on  ajoute  entre  elles  les  trois  é([uations  (/) 
après  les  avoir  élevées  au  carré,  qu’on  observe  <pie 
ar*  -I-  -t-  Z*  = /•*,  on  atira 

r*  = (X*  -I-  Y*  + z’)  V*  + a (xx'-4-  YY'-h  ZZ')  vu 
-t-  (.X'*  -f-  y'*  + z'*)  U*. 

Ou  a d’ailleurs  (n"*52  et  33) 

x’ -i- y’ z’ = R*,  xx'-t- vy'h- zz'=  s, 

x'*  -4-  y'*  -f  z'*  - — - = - 4-  s'. 

n 22  R > 
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On  aura  'donc 

/•»  = R>V>-I-  asVÜ  4-  s' 

Cette  équation  donnera  la  valeur  de  r relative  à un 
temps  t quelconque,  lorsque  les  quantités  K,  s et  s', 
relatives  à l’époque,  seront  déterminées. 

Supposons  que  l’on  fixe  l’origine  du  temps,  qu’on 
peut  prendre  à volonté,  à l’instant  où  le  rayon  vecteur 
de  m est  égal  à r;  qu’on  nomme  t et  t',  les  intervalles 
de  temps  qui  séparent  les  passages  de  la  planète  par 
les  trois  points  dont  les  rayons  vecteurs  sont  donnés, 
on  aura 

/•'*=  rW"  4-  a s VL  -L  (7  + »')  U», 

;•"»  = r»  V'*  4-  asV'U'4-  4-  s'^  U'», 

V'  et  ü'  désignant  ce  que  deviennent  V et  U lorsqu’on 
y change  t en  t'. 

On  aura  donc  deux  équations  entre  les  inconnues  s 
et  s',  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  leurs 
valeurs.  Elles  donneront  immédiatement  le  grand  axe, 

. et  l’excentricité  par  les  formules  (m);  on  aura  ensuite 
l’angle  compris  entre  le  rayon  r et  le  périhélie  parla 
formule  (c)  (11°  29). 

3n.  C’est  (mi  comparant  les  positions  des  planètes 
observées  à différentes  époques,  qu’on  a déterminé  les 
éléments  de  leurs  orbites  ; et  comme  ces  corps  ne  sont 
jamais  à d’assez  grandes  distances  de  la  Terre  pour 
échapper  aux  instruments  iistronomiques,  on  a pu  ré- 
péter ces  observations  autant  qu’on  l’a  jugé  convena- 
ble, et  par  <les  corrections  successives,  on  est  parvenu 
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à fixer  ces  éléments  avec  toute  la  précision  désirable. 
La  petitesse  des  excentricités  et  des  inclinaisons  niu- 
tnelles  des  orbites  planétaires  a beaucoup  contribué 
aussi  à faciliter  ces  recherches;  mais  il  n’en  est  pas 
ainsi  par  rapport  aux  comètes  : non-seulement  leurs 
excentricités  et  les  inclinaisons  de  leurs  orbites  varient 
à l’infini,  mais  encore,  comme  ces  orbites  sont  en  gé- 
néral très-allongées,  elles  ne  sont  visibles  pour  nous 
que  lorsqu’elles  reviennent  dans  la  partie  la  plus  voi- 
sine du  Soleil  ou  vers  leurs  périhélies;  leur  éloigne- 
ment les  dérobe  ensuite  à nos  regards,  et  souvent  elles 
disparaissent  pour  toujours.  C’est  donc  un  problème 
d’analyse  fort  intéressant  que  celui  qui  a pour  objet 
de  déterminer  les  éléments  de  l'orbite  d’une  comète 
d’aj)rès  un  certain  nombre  d’observations  faites  pen- 
dant la  durée  de  .son  apparition,  puisque  c’est  la  seule 
donnée  que  nous  ayons  pour  reconnaître  ces  astres 
lorsque  la  suite  des  temps  les  ramène  vei-s  le  Soleil. 
Les  plus  grands  géomètres,  depuis  Newton,  se  sont 
exercés  sur  cette  question,  et  nous  avons  aujourd’hui 
différentes  méthodes  pour  la  résoudre  ; nous  ne  nous 
arrêterons  pas  ici  à exposer  aucune  de  ces  méthodes, 
ce  qui  nous  entraînerait  dans  une  trop  longue  digres- 
sion; nous  reviendrons  sur  cet  objet  lorsque  nous  au- 
rons achevé  la  théorie  des  planètes,  et  nous  consacre- 
rons un  livre  à part  à la  détermination  des  éléments 
de  l’orbite  des  comètes  et  à la  théorie  de  leurs  pertur-i 
bâtions. 
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CHAPITRE  VI. 

VARIATIONS  DES  CONSTANTES  ARBITRAIRES  QUI  ENTRENT 
DANS  LES  FORMULES  DU  MOUVEMENT  ELLIPTIQUE, 
OU  THÉORIE  DES  PERTURBATIONS  PLANÉTAIRES. 


30.  Nous  sommes  parvenu,  dans  le  chapitre  IV,  à 
intégrer  complètement  les  équations  différentielles  des 
mouvements  des  centres  de  gravité  des  corps  célestes 
autour  du  Soleil,  lorsqu’on  n’a  égard  qu’à  l’attraction 
de  cet  astre,  et  qu’on  fait  abstraction  de- leurs  actions 
mutuelles.  Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  les  orbites 
qu’ils  décrivent  sont  des  sections  coniques  dont  le 
Soleil  occupe  un  foyer  et  dont  les  éléments  sont  les 
constantes  arbitraires  introduites  par  les  intégrations. 
Dans  le  chapitre  suivant,  nous  avons  montré  que  la 
détermination  de  ces  éléments  ne  dépend  que  de  la 
vitesse  dont  le  corps  cpie  l’on  considère  est  animé  dans 
un  point  donné  de  l'orbite,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  des  forces  qui  le  sollicitent  à une  époque  dé- 
terminée. Or,  la  force  qui  fait  décrire  aux  corps  cé- 
lestes des  sections  coniques  autour  du  Soleil  est  la 
[uiissance  attractive  de  cet  astre  combinée  avec  une 
impulsion  que  ces  corps  peuvent  être  supposés  avoir 
reçue  à l’origine  du  mouvement,  dont  on  peut  fixer 
l'époque  à un  instant  quelconque.  Il  suit  de  là  que  si, 
la  foice  attractive  restant  la  même,  la  force  d’impul- 
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sion  éprouve  iiii  changement  quelconque,  la  nature 
de  l’orbite  ne  variera  pas,  mais  ses  éléments  en  seront 
plus  ou  moins  altérés;  de  sorte  que  l’orbe  elliptique 
d’une  planète,  par  exemple,  pourra  devenir  parabo- 
lique ou  hyperbolique,  et  la  planète  se  trouvera  ainsi 
transformée  en  comète.  Imaginons  maintenant  qu’au 
lieu  d’éprouver  une  variation  finie  qui  n’agit  que  pen- 
dant un  instant,  l’impulsion  primitive  soit  soumise  à 
des  variations  infiniment  petites,  mais  dont  l’action 
soit  continue,  comme  on  peut  supposer  que  cela  a 
lieu  à l’égard  des  corps  célestes  en  vertu  de  leurs 
actions  nnituelles;  l’orbite  pourra  cncoj'c,  pendant 
chaque  intervalle  de  temps  dt,  être  regardée  comme 
une  section  conitpie  dont  les  éléments  sont  constants 
pendant  cet  instant,  et  varient  seidement  dans  l’instant 
suivant.  Les  variations  de  ces  éléments  serviront  à dé- 
terminer l’effet  des  forces  perturbatrices. 

I^s  observations  avaient  fait  voir,  en  effet,  depuis 
longtemps  que  les  éléments  des  orbites  planétaires  ne 
sont  pas  constants,  et  que  ces  orbites  doivent  être  re- 
gardées comme  des  ellipses  dont  les  dimensions  et  la 
position  dans  l’espace  varient  par  degrés  insensibles, 
de  sorte  que  l’ingénieux  artifice  de  calcul  que  nous 
avons  développé  dans  le  chapitre  III,  et  qui  consiste  à 
faire  varier  des  quantités  regardées  d’abord  comme 
constantes,  pour  étendre  la  solution  d’une  question 
parficidière  à celle  d’une  question  plus  générale,  sem- 
ble, dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
avoir  été  indiqué  aux  géomètres  comme  le  i*ésultat 
des  ol)servations,  dont  il  n’est,  pour  ainsi  dire,q»i’une 
simple  traduction. 
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Exprimons  par  des  formules  analytiques  les  consi- 
dérations précédentes. 


37.  Si  l’on  désigne  par  /nia  masse  de  la  planète  dont 
on  considère  le  mouvement  relatif  autour  du  Soleil, 
par  M celle  de  cet  astre,  et  par  m',  m",  wT,  etc.,  celles 
des  planètes  perturbatrices;  que  l’on  nomme  x,  jr^  z 
les  coordonnées  de  m rapportées  à trois  axes  rectan- 
gulaires passant  par  le  centre  de  M ; z',  les  coor- 

données de  m'  relatives  aux  mêmes  axes,  et  ainsi  de 
suite;  si  de  plus  on  fait  pour  abréger  M -1-  /n  = /x, 
2’=  z'*=  r'*,  etc.,  et  qu’on 


suppose 


on  aura,  11“  8,  pour  déterminer  les  mouvements  de 
m autour  de  M,  les  trois  équations  diflérentielles  sui- 
vantes : 

d'x  (tx rfR 

~dF  ~ m' 
d’x  , 

dt  ’ r‘  dy' 

d'z  .fl*  «/R 

df‘  r>  dz 


Si  dans  ces  équations  on  fait  R = o,  elles  devien- 
nent celles  du  mouvement  elliptique  que  nous  avons 
intégrées  dans  le  chapitre  IV.  Supposons  à l’une  quel- 
conque des  intégrales  premières  auxquelles  nous  som- 
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mes  parvenu,  cette  forme 

n = Fonct.  (x,  j,  z,  x,  j,,  z,,  <)»  («) 

en  désignant  par  a une  des  arbitraires  introduites  par 
l'intégration,  c’est-à-dire  l’un  quelconque  des  élé- 
ments de  l’orbite  elliptique,  et  en  faisant,  pour  abréger, 

(Le  dy  dz 

Si  l’on  veut  que  pendant  l’instant  dt  l’ellipse  dé- 
crite dans  le  cas  où  R est  nul,  et  l'orbite  troublée  coïn- 
cident, il  faudra  supposer  aux  variables  x,  j-,  z,  et 
à leurs  différentielles  premières  jt,,  z,,  les  mêmes 
valeurs  sur  les  deux  courbes,  et  par  conséquent  l’ex- 
pression de  a ne  changera  pas,  soit  que  l’on  considère 
le  mouvement  elliptique  ou  le  mouvement  troublé. 
Mais  dans  ce  dernier  cas,  les  vitesses  z,,  au  bout 
de  l’instant  dl,  sont  augmentées  respectivement,  par 
l’effet  des  forces  perturbatrices,  des  trois  quantités  in- 
finiment petites  ~ dty  ^ dt,  ^ rf/;  on  ne  peut  plus 

alors  regarder  l’élément  a comme  constant,  et  en  ajou- 
tant aux  vitesses  or,,  jr^,  z,,  dans  l’expression  de  cet 
élément,  leurs  variations,  on  aura  pour  détermi!)er 
la  variation  correspondante  da. 


— — 
dx^  dx 


da  </R 
dy,  dy 


da  dK 
dz,  dz 


Si  l’on  considère  l’éqtiation  {a)  comme  une  inté- 
grale première  des  équations  (A)  dans  le  cas  où  l’on 
a R = o,  il  est  évident  qu  elle  satisfera  encore  aux 
mêmes  équations,  dans  le  cas  où  leur  second  membre 
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n’est  pas  nul.  En  effet,  les  valeni-s  des  coordonnées  .r, 
Z,  et  de  leurs  différentielles  xdt,  ydt^  sont 
par  notre  hypothèse  supposées  les  mêmes  dans  les 
deux  cas,  et  ces  quantités  ne  diffèrent  que  par  leurs 
différentielles  secondes;  de  sorte  que  si  l’on  désigne 
par  (x,),  (/,),  (2,)  les  valeurs  de  a-,,  z,,  dans  le 

cas  où  R est  égal  à zéro,  on  aura  .r,  = (x,),  = {y,), 

Z,  = (z,),  et  en  différentiant 


dx={dx,)+^x,,  dy,={dy^)+&y,,  dz  = [dz,)-h&z,. 

Cela  jK)sé,  différentions  l’équation  (a),  et  désignons 
par  fond,  (x,  y,  z,  x,,  7,,  z , t)  la  diflérentielle  du 
second  membre  dans  le  cas  où  R = o ; on  aura 

o = fond.  {x,y,  2,  x,,j\,  z , t). 

Cette  même  équation,  en  y faisant  varier  à la  fois  h*s 
constantes  et  les  variables,  pour  l’appliquer  au  cas  où  ' 
R n’est  pas  nul,  donnera 

. ^ . do  , (la  . \ 

da  = fond,  (x,^,  s,  x„7„  z„  t)  + — oy,+  — ^ z,  j , 

ou  bien,  en  retranchant  la  première  différentielle  de 
la  seconde, 

Or,  si  l’on  substitue  à la  place  de  dans 

les  équations  (.\),  leurs  valeurs  (r/x,)  + c?x,,  {<ly,)+^y,^ 
{dz^)  + {?z,,  on  a 

^ f/R  J.  \ dK  J.  dR  , 

puisque  les  quantités  {dx)y  sont  en  effet 
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supposées  satisfaire  à ces  équations  dans  le  cas  où  R 
est  nul.  Si  l’on  remplace  donc  o'j:,,  dy,,  Jz,,  par  leurs 
valeurs  dans  l’équation  (b),  et  qu’on  substitue  pour 
dn  la  valeur  que  nous  lui  avons  supposée  dans  l’équa- 
tion (fl'),  on  voit  qu’on  aura  une  équation  identique, 
et  que  par  conséquent  l’intégrale  (fl)  satisfait  égale- 
ment aux  équations  difïérentielles  (A),  soit  que  l’on 
néglige,  soit  que  l’on  considère  l’action  des  forces 
perturbatrices  : la  seule  différence,  c’est  que  dans  le 
premier  cas  l’arbitraire  a est  constante,  et  que  dans 
le  second  elle  doit  être  regardée  comme  variable.  Il 
en  serait  de  même  de  toute  autre  intégrale  première 
des  équations  (A),  abstraction  faite  de  leur  second 
membre,  cpiel  que  soit  le  nombre  des  constantes  arbi- 
traires qu’elle  renferme. 


38.  Reprenons  la  valeur  de  la  variation  différen- 
tielle de  fl, 


/fin  tlK  da  ^/R 

dx  dy,  dy 


da  dR\ 
rfz,  dz  ) 


dt. 


On  peut  donner  à cette  expression  une  autre  forme, 
qui  a l’avantage  de  conduire  à des  expressions  très- 
simples,  pour  les  variations  des  éléments  elliptiques. 
Il  suffit  pour  cela  de  substituer  aux  différentielles  de 
la  fonction  R relatives  aux  variables  j:,  /,  z,  leurs 
différentielles  partielles  prises  par  rapport  aux  con- 
stantes introduites  dans  R par  la  substitution  des  va- 
leurs de. r,^.  zen  fonction  du  temps  et  des  éléments 
de  l’orbite  elliptique.  Si  l’on  désigne  par  a,  b,  c,J, 
g,  h ces  six  constantes  arbitraires,  en  suivant  la 
marche  que  nous  avons  indiquée  dans  le  n“  l(>,  on 
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trouvera 


db 


(».y) 


(a,  4)^*, 


expression  dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 
da  db  da  db  da  db  da  db  \ 


[a,  b) 


dx, 

dx 

dx  dx,  dy,  dy  dy  dy, 

da 

db 

da  db 

dz 

dz  dz 

CO 


(^) 


Et  l’on  suppose  aux  quantités  représentées  par  [a,  c), 
[a,  J),  etc.,  des  valeurs  analogues  fournies  par  la 
même  équation,  dans  laquelle  on  substituera  Simple- 
ment les  lettres  c,  J\  g,  h,  à la  place  de  b. 

Cette  expression  de  da  est  surtout  remarquable  en 
ce  que  les  coefficients  (a,  b),  (n,  c),  etc.,  qui  multi- 
plient les  différentielles  partielles  de  R,  sont  des  fonc- 
tions des  constantes  a,  b,  c,J,  g,  h,  qui  ne  renferment 
pas  le  temps  implicitement.  Cette  proposition,  que 
nous  avons  démontrée  généralement  n“  17,  peut  se 
vérifier  ici  d’une  manière  fort  simple.  Il  suffit  pour 
cela  de  faire  varier  le  temps  t dans  les  expressions  de 
ffl,  6),  (<7,  c),  etc. 

Eu  effet,  différeiitions  l’expression  précédente  de 
(n,  b),  nous  aurons 


d.{a,h)  = -d.-- 


db  da  db  da  da  db 

dx,  dx~^  dx  dx,  dx  * dx, 


lia  . db  db  . da  db  . da  da  . db 

->r-r~d.- — d.  — ^—d.- 

dy,  dy  dy,  dy  dy  dy,  dy  dy, 

da  ^ db  db  ^ da  db  ^ db  da  ^ db 

dz^  dz  dz,  ' dz  dz  dz,  dz  dz, 
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Formons  les  valeurs  des  difl’éren Déliés 

dx  dx^ 

d.'^i  d.^1  etc.,  qui  entrent  "dans  le  second 

dx  dx^  dy  ' ^ 

membre  de  cette  équation. 

Si  l’on  différentie  par  rapport  à la  variable  x l’é- 
quation 

a = Fonct.  (.r,^,  z,  x,,y\,  z,  t),  (n) 

et  qu’on  la  différentie  ensuite  une  seconde  fois  pai' 
rapport  à t,  en  faisant  varier  tout  ce  qui  varie  avec 

le  temps  t,  qu’on  substitue  j>our  leurs  va-  • 

leurs  Jt’,,  J",,  Z,  et  qu’on  observe  que  si,  pour  abréger, 

* 

on  fait  ^ = \ , les  équations  du  mouvement  elliptique 
do?inent  • 

dt  dx  ' dt  dy  ’ dt  dz  ' ' ' 

OU  aura 


J da  ( d^  a d’  <i  d’ a 

^Tx-  \17dt  dJdy 


d-*a  f/V 
dx  dx,  dx 


d^n  tiy 
dx  dy^  dy 


Maison  différeulianl simplement  par  rapport  au  temps 
t l’équation  (a),  on  a 


1^  premier  membre  de  cette  équation  doit  devenir 
une  fonction  de  t,  X,  j",  z,  x^,  z^,  identicjuemenl 

I.  21 
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nullr,  lorsqu’on  y substitue'  pour  dz^  leurs 

valeurs  tirées  des  équations  (a),  puisque  l’équation  (a) 
est  une  des  iuK'grales  |)reinicres  de  ces  équations. 
Cette  substitution  donne 


fia 

lit 


(la  da 


fix  * 


^ dy 

<tx,  ftx 


^ fiy^  ^ d\ 

dy,  d)  dz,  dz 


! (6) 

o.  ' 


CÆtte  équation  étant  identique  par  rapport  à x,  jr^ 
Z,  x^,jr^^  Z,,  subsistera  encore  en  faisant  varier  sépa- 
rément ces  quantités;  je  la  dilférentie  par  rapport  à .r^ 
et  je  trouve 

d‘‘ a d^a  d'a  tV  a 

h .T  -t-  >■  Z 

dxdt  dx'  ' dxdy-'  ' dxdi  ' 


d'n  d\  d'a  dV  d’a  dV 

■ ' -I  » — I - ■ ■ • — ' I --  • ■ — 

dxdXi  ’dx  dxdy^  dy  dxdz^  dz 

da  d'V  da  d'V  da  d‘\ 

rfx,  dr'  dy^  dx  dy  dz,  dx  dz 


La  valeur  de  la  différentielle  de  -7-  se  réduira,  en  vertu 

tlx 

de  cette  équation,  à < 


r!  — 

/ da 

d'\ 

da 

d'y 

da 

d'y\ 

\dt. 

^dx 

W,' 

dxdy 

dz, 

dxdz  j 

On  trouvera  de  la 

même 

manière 

d 

' dy~~ 

/ da 

d'\ 

da 

d'y 

da 

d'\-  \ 

1 dt., 

dx  dy  dy, 

dy' 

dydz  j 

. da 

et. -J-  = — 
dz 

/ da 

d'\ 

da 

d'y 

da 

d'y\ 

1 dt. 

V«Zr,  ■ 

dx  dz  ' 

■ 

dy  dz  ^ 

dz, 

' liF  j 

Si  l’on  différentie  la  valeur  de  a,  d’abord  par  rapport 
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n Æ-,  <‘l  ensuite  [lar  rapport  au  temps  t,  on  aura 

(f.~  = (£jL^^  ^ ..  . rf'a 

dj:,  \itjc^dt 


■X 


,<it  dxdx,  dydx,^'  ' dz rf,r 

~ + _Hî!_ . 

rfx,’  dx  dx,dy^  dy  dx,  dz,  ' lü 


\di‘. 


mais  Si  l’on  dUférentic  par  rapport  à :r,  l’équation 
Identique  (g),  e„  remarquant  que  V ne  contient  pas 

los  variables  Z,  on  a 


d’’  a 
dx.  dt 


da 


d'a 


■ X 


d’a 


fix  dxdx,  ^ d^^, 

^ d^a  dV 
<lx^  dx  dx,  dy,  ' Ify  ■ 


J,-+- 


d‘‘a 


dzdx,  ' 
d'a  d\ 


O. 


dx,  dz,  dz 

On  aura  donc  simplement,  en  vertu  de  cette  équa- 
tion, > ^ 


/ da  da  , 

- Tx^^- 

On  trouverait  de  même 

Et  en  supposant  la  constante  h donnée  par  une 
équation  semblable  À celle  qui  détermine  a,  on  aura 

pour  les  différentielles  d.~,  d~,  d ~ ri  ^ db 

d.~^  des  expressions  semblables  aux  précédentes, 
en  y changeant  seulement  q en  b. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’expression  <le 
on  verra  que  les  termes  qui  contiennent  les 
difFérentielles  de  — , — dh 

dx,  dy,'  dy,'  Ih,''  7h,'  ^ «letrui- 

ai . 
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sent  imitiielleineiit,  et  qii’eii  orclomianl  par  rapport 
aux  différences  partielles  de  V les  termes  qui  con- 
tiennent les  différentielles  de  etc.,  lescoef- 

dx  dx  dy 

ücients  de  chacune  de  ces  différences  se  réduisent 
d’eiix-mémes  à zéro 

D’oii  il  suit  que  la  «piantité  représentée  par  [a,  b), 
et  par  conséquent  les  autres  quantités  semblables 
(a,  c),  (^>,  c),  etc.,  ne  renfermeront  pas  le  temps  < 
et  ne  pourront  être  que  de  simples  fonctions  des  con- 
stantes a,  b,  c,  etc.,  lorsqu’on  aura  substitué,  à la 
place  de  y\  r-,  z,,  leurs  valeurs  elliptiques 

en  fonction  de  ces  constantes  et  du  temps  t. 

Ainsi,  la  variation  différentielle  da  de  l’iin  quel- 
conque des  éléments  de  l’orbite  de  m,  se  trouve  expri- 
mée par  une  formule  qui  ne  renferme  que  les  diffé- 
rences partielles  de  R,  prises  par  rajjport  aux  cinq 
autres  éléments  b,  c,  etc.,  et  multipliées  par  des  fonc- 
tions de  a\  c,  etc.,  indépendantes  du  temps. 

Ce  résultat  remarquable  n’est  «jii’un  cas  particulier 
de  celui  que  nous  avons  «)btenu  d’une  manière  géné- 
rale «laits  le  n"  17  ; mais,  vu  sou  importance  dans  la 
théorie  des  pei  lurbalions  planétaires,  nous  avons  cru 
«pi’il  ne  seiait  pas  inutile  de  montrer  comment  on  y 
peut  parvenir  inuiu’dialement,  jtar  la  seule  considéra- 
tion des  formules  du  mouvement  ellipti«pie,  et  com- 
ment se  véîriflait,  dans  ce  cas,  d'une  manière  très- 
simple,  l’indépendance  dessymboles  [a,  b),  {a,  ci,  etc. , 
à l’égard  du  temps  /. 

Il  nous  eût  été  facile,  d’ailleurs,  de  déduire  immé- 
diatement et  indé|)endammeiit  de  toute  autre  consi- 
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dcralioii,  la  idrimile  (i)  de  la  lonnule  générale  (^D)  du 

11"  18. 

Kii  effet,  si,  l'on  ne  considèie  (jue  le  niouvemenl 
il  un  seul  corps  /n,  dont  les  trois  coordonnées  rec- 
tan’gulaires  x,  y,  z ne  sont  liées  entre  elles  par  au- 
cune équation  de  condition,  on  pourra  prendre  pour 
variables  indépendantes  ces  coordonnées;  on  aura 
ainsi  çi  = .r,  = y,  0 — z,  ce  qui  donne  f'  = x,\ 

ij;'  = y,,  ô'  = z,  et  la  valeur  de  T se  réduira,  dans  ce 
cas,  à ■ 


T 


d’où  l’on  tire 


,n  f/T 

= « “ = JjT  = ^ = = 


Ces  valeurs,  substituées  dans  la  lormule  géné- 
rale ( D),  en  observant  que  la  fonclion  représentée 
par  doit  éire  ici  remplacée  par  i«R,  reproduisent 
la  valeur  de  r/o,  à laquelle  nous  sommes  parvenus  plus 
liant. 


5Î).  .Vppliipions  la  théorie  précédente  au  calcul  des 
perturbations  planétaires. 

\ Reprenons,  pour  cela,  les  diverses  intégrales  que 
nous  ont  fournies  les  équations  du  mouvement  ellip- 
tique, et  déterminons,  d’après  la  formule  générale  (i  ), 
les  variations  qu’il  faudra  faire  subir  aux  constantes 
arbitraires  qu’elles  renferment,  pour  étendre  ces  in- 
tégrales aux  équations  difiérentielles  du  mouvement 
troublé.  Nous  sommes  parvenus,  dans  le  chapitre  IV, 
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aux  liait  intégrales  suivantes  : 

= ZX-ZX=d,  JZ-jr^Z  = c",\ 


X 


! J ! ' r n 


r’dv 

~7ir 


--  v'rt(i  — e*), 


r = <z(i  — ecoszf),  t+  l = a'{u  — esinw),  j 

a (i  — e’) 

/'  — i i 

I + e cos  ( C 4)  ) 


(B) 


Nous  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  ix  = i . 

Ces  intégrales  contiennent  sept  constantes  arbi- 
traires; mais  comme  elles  ne  doivent  en  renfermer 
que  six  distinctes  entre  elles,  l’iine  de  ces  arbitraires 
est  nécessairement  comprise  dans  les  six  autres. 

En  effet,  on  a,  n"  150,  entre  les  constantes c,  c',  t", 
«,  e,  l’équation  de  condition. 


c®  c'®  c"*  = rt  ( I — e®  ). 

De  sorte  que  ces  cinq  constantes  n’équivalent  réelle- 
ment qu’à  quatre  arbitraires  distinctes,  et  qu’on  peut 
regarder  l’une  d’entre  elles,  prise  à volonté,  comme 
fonction  des  trois  autres.  I.es  constantes  c,  c',  c"  fixent 
la  position  du  plan  de  l’orbite;  et  en  nommant  y son 
inclinaison  sur  le  plan  des  xjr^  et  a la  longitude  de 
son  nœud,  comptée  sur  le  même  plan,  à partir  de 
l’axe  de  x,  on  a 

c" 

tang9  = , tanga  =-^, 

d’où,  en  faisant  pour  abréger  A®  = c®  -|-  c'*  -f-  c''*,  on 
tire 

c = Æcos(p,  c' = — A sin^  cosa,  c"=  Æsiinp  sina. 
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Ces  valeurs  nous  seroul  utiles  dans  les  reclierches 
suivantes. 

J.<a  constante  w exprime  la  longitude  du  périhélie 
comptée  sur  le  plan  de  l’orbite  à partir  d’une  ligne 
fixe  prise  à volonté;  nous  supposerons,  dans  ce  qui 
va  suivre,  que  cette  ligne  est  l’intersection  du  plan 
de  l’ôrbite  avec  le  plan  fixe  des  et  nous  nommo- 
roiis  g ce  que  devient  dans  ce  cas  la  constante  u;  la 
dernière  des  équations  (lî)  donnera  ainsi 

cos(p  - g)  = (B') 

iO.  Cela  posé,  les  six  arbitraires  dont  nous  allons 
détermine^’  les  variations  d’après  la  théorie  générale 
exposée  au  commencement  de  ce  chapitre,  sont  les 
cinq  constantes  a,  a,  9,  l,  g,  et  la  constante  k dont 
le  carré  représente  le  demi-paramètre  de  l’orbite,  et 
que  nous  emploierons  de  préférence  à l’excentricité  e, 
parce  que  les  calculs  qui  s’y  rapportent  sont  moins 
compliqués.  Ces  constantes,  substituées  tour  à tour 
à la  place  de  a et  b dans  la  formule  générale,  pro- 
duiront quinze  quantités  symboliques  (fl,  k),  (fl,  a), 
(A',  a),  etc.,  qu’il  faudra  calculer  par  la  formule  (2). 
Commençons  par  chercher  les  valeurs  de  ces  quinz(‘ 
quantités. 

Formons  d’abord  les  combinaisons  («,  A),  (a,  g>), 
(fl,  a),  (A,  (f),  (A-,  a),  (a,?),  où  n’entrent  point  les 
constantes  l et  g.  Si  l’on  ajoute  les  carrés  des  trois 
premières  équations  (B),  on  aura  la  valeur  de  A en 
fonction  deÆ,j^,  z,  x,,  j",,  z/,  en  mettant  à la  place 
de  c,  c' , c'\  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  a 
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et  (j>,  on  aurait  de  même  la  valeur  de  ces  constantes 
en  fonction  de.  j:,  j",  z,  J',,  z,.  On  pourrait  donc 
ainsi  déterminer  directement,  d’après  la  formule  (a), 
les  six  quantités  précédentes;  mais  il  sera  plus  simple 
de  regarder  les  constantes  A,  a,  tp  comme  fonctions 
des  constantes  c,  c',  c",  et  d’employer  dans  cette  re- 
cherche la  formule  (E)  du  n'’  18. 

Si,  au  moyen  des  quatre  premières  équations  (B),  on 
forme  les  différentielles  partielles  des  arbitraires  c,  c', 
c"  et  a,  prises  par  rapport  aux  variables  or,  z,  a.',, 
Z , qu’on  substitue  ensuite  les  valeurs  résultantes 
dans  la  formule  (a),  on  trouvera  sans  peine 


{c,c')^c",  -c',  (c',c")  = c, 

(rt,  c)  = O,  {a,c')  = o,  {a,c")  = o. 

ijA  constante  k est  déterminée  en  fonction  de  c,  c',  c", 
par  l’éqnation 

A*  = c’  + c'*  + 6-"^  ; 


la  formule  (E),  n"18,  donnera  donc 


t \ i \ / »\  / //  \ 

{a,  k)  = («,  c)  -J-  +(rt,  {^1  ^ ^ • 


d’où  l’on  tire 

{a,k)  = u. 

Les  deux  arbitraires  <p  et  u étant  déterminées  par  les 
équations 

c" 

tangç=> — tanga 


on  aura  de  même 


(«,  9)  = o,  (a,  a)  = o. 
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Pour  former  les  deux  combinaisons  (A,  ç)  et  yk,  a), 
remarquons  qixe  l’on  a par  la  formule  citée  : 

,(c,  A)  = (c,  c')  J-4-(c,  c")f’ 

(c',A)=  (c',c)î  + (c-',c")^, 

(c",A)  = (c",c)î  + (c",c')j- 

Si  l’on  substitue  pour  (c,  c'),  (c,  c"),  (c',  c"),  leurs  va- 
leurs, en  observant  que  l’on  a,  n"  18,  (c',  c)=-(c,  e'), 
(c",  c)  = — (c,  c"),  (c",  c')  = — {c'y  c"),  on  trouve 
(c.  A)  = O,  (t/,  A ) = o,  (c",  A)  = o. 
D’ailleurs 

(?.  <■) = (<^.  ‘)  S + (^'.  « 'i + 

{a,k)  = [C,k)^,+  (c\k)ÿ.- 
Par  conséquent 

(A,  ç)  = o,  (A,  a)  = o.  ' 

Pour  former  la  combinaison  («,  y),  remarquons  que 
l’on  a 

cos  y = 

d’où  l’on  déduit 

(a,qp)  = (a,6-)J- 

Nous  omettons  le  terme  (a.  A)  parce  que  (a,  A)  est 
nul,  comme  nous  venons- de  le  voir, 

(a,  c)  = (c',  c)~  -f-  (e",  f)  J-,1 
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et  en  substituant  pour  {c\c),  [c'\  c),  —■>  ^ leurs 
valeurs 


(a,  c)  - cos>a(|^,— ) = - i, 
et  par  conséquent 


Passons  au  calcul  des  combinaisons  dans  lesquelles 
entrent  les  constantes  / et  g,  et  commençons  par  cher- 
cher les  valeurs  des  quatre  quantités  (a,  /),  (A',  /), 
(9,  /),  (a,  Z).  Si  dans  la  septième  des  équations  (B),  on 
substitue  pour  u sa  valeur  donnée  par  l’équation  qui 
la  précède,  cette  équation  prendra  cette  forme, 


/ = — « -h  Fonct.  (u,  A,  r ; (c) 


d’où  l’on  tire,  en  faisant  d’abord  abstraction  des  con- 
stantes a et  A, 


dl 

dl  dr 

X dl 

dx 

dr  dx 

r dr' 

dl 

_ dl  dr 

—VE 

Th- 

dr  dy 

r dr' 

dl 

dl  dr 

Z dl 

dt 

dr  dz 

r dr 

La  valeur  de  / ne  contenant  pas  les  variables  x,,  z , 
on  aura,  par  rapport  à une  constante  quelconque  b. 


■ÜL 

•‘r, 


db  \ dl 

^ €h,  / dr 


Pour  avoir  égard  aux  constantes  a et  A contenues 
dans  la  valeur  de  /,  il  faudrait  ajouter  au  second  niein- 
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dk 


Mais  on  j)ent  l’omettre,  parce  que  h devant  repté- 
senler  l’iine  des  quatre  constantes  n,  A’,  f,  a,  les  deux 
termes  précédents  sont  toujours  nuis.  Il  ne  reste  plus 
qu’à  substituer  successivement  ces  arbitraires  à la  place 
de  b dans  la  valeur  de  (Z,  b). 

Il  est  aisé  de  voir  d’abord  par  les  valeurs  de  c, 
c',  c",  que  la  substitution  des  constantes  ç et  a ou  de 
toute  autre  fonction  de  c,  c' , c",  à la  place  de  ren- 
dra nulle  la  fonction 


3C 


db 


dr,  ' ^ 'dy  , ' ~ dz, 

On  aura  donc  aussi  ’ 

(Z,  y)  = o,  (Z,  a)  = o. 

Quant  à la  constante  a,  on  trouve 

da  , da  , da  » 

en  faisant  donc  b = a dans  (Z,  Z>),  on  aura 
(Z,  a)  = ~ — zz,)-  = j/. 

mais  l’équation  (c)  donne  évidemment  ^ = par 
conséquent 

(Z,  n)  = — an". 

Faisons  enfin  b = A*,  la  constante  k étant  fonction 
de  c,  c',  c",  on  aura,  d’après  ce  que  nous  avons  dit 


db 


db 
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J)hlS  Ijatll, 

[l,k)  — o.  ' . . 

Passons  maintenant  à la  recherche  des  cinq  der- 
nières coinhinaisons  {g,  a),  {g,  k),  {g,  9),  (g,  a),  et 
(g,  /)  qui  renferment  la  constante  g.  L’équation  (IV) 
donne,  en  la  résolvant  j>ar  rapport  à g, 

g = v -J\a,  A-,  /•). 


On  aura  donc,  relativement  à une  constante  quel- 
conque 6, 


, , . I / tib  flb  (Ib  \ ils 


/ dv  il  b f/l’  db  dv  db  \ 

\f/jr  dx^  i/j-  djr^  ilz  f/i,  / 


Ün  peut  omettre  le  dernier  terme,  parce  que  f>  devant 
représenter  une  des  cinq  arbitraires  a,  A’,  ç,  a,  /,  ce 
ferme  est  toujours  nul. 

Pour  former  les  quantités  *1  avoir 

la  valeur  de  l’angle  e en  fonction  des  variables  z\ 

or  on  trouve  aisément 

X = / cosecosa  — r sinecosy  sina, 

J = rcosesina  -1- /’sin e cosy  cosa, 

Z = r sine  sin  <p  ; 
d’où  l’on  tire 

Z xcosst  -4-  y sina 

sme=  — > cose= •- 

/•sinip  r 

Nous  ferons  usage  de  la  première  de  ces  valeurs, 
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comme  étant  la  plus  sini|)le.  Elle  donne,  en  la  diff’é- 
rentiant, 

du  — xz  dv  — yz  dv  r’  — z' 

— 1 


— y Z dv 

J 


dx  r'sinycosi»  dy  r^sinçcosi’  dz  r’siiiçcosp 

rdz  — zdr 
dv 


Z cos  O dv 

* 'i  5 


dt 


dc(  rsin’ycosV  dt  r’sinycosc 

Substilnant  ces  valeurs  dans  la  formule  qui  donne 
(g,  /;),  et  ajoutant,  à cause  de  la  constante  <p  qui 


entre  dans  l’expression  de  sine,  le  terme  (®,  h)  on 


aura 


, , , I ! dh  db  dh  \ dg 

(g.  ^)  - + + 

Z j db  db  db\  ( / ;\ 

rTsinfcosc  d^,  ^ 

^ 

rsin^  C05C' «2,  ^ ^ ' na  'r/ç  l 

Il  ne  reste  plus  qu’à  substituer  les  constantes  n,  k,  ©, 


a, 

/ H la  ph 

jce 

de  h da 

ns 

cette 

bord  b — d, 

nous  aurons 

da 

du 

du 

æ 

lïr, 

* dz, 

et 

z^ 

( 

(la 

da 

sin© 

>‘y, 

+ z' 

/ 

rdz 

— zdr  \ 

, rdr 

~dï' 


dt 


zzz  — xn- 


. r-  sin»  cosc  ; 


5 rf'" 
art"'  — • 
dt 


ün  a de  plus  (n,  a)  = o,  (ç,  ci)  = o;  par  conséquent 
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fie  rlv 

<•1  comme  -f  = — — > on  aura 
fit  Ht 


{g,  a)  = O. 

Faisons  b — k;  l’arbitraire  A' étant  fonction  de  c,  c',  c". 


on  a 


rfX  HA  HA 

JC— -A-r-r  + ^T-  = o: 

Hx,  Hy,  Ht, 

D’ailleurs  (a,  A)  = o et  (9,  A)  = o;  la  formule  qui 
donne  (g,  A)  se  réduit  donc  à 

/ » \ î dk 

^ /-sin  y cosp  ’ 

mais  A*  = c*  + c'*  + c"*,  d’où  l’on  tire 


Hz, 


c y— c X . . . . 

= sinip  (x  cosa  +J'sina); 


ou  bien,  d’après  la  valeur  de  cose  trouvée  précé- 
demment. 


HA 

— = rsm  9 cos  e; 


par  conséquent 


Cherchons  la  valeur  de  (g,  9),  et  pour  abréger,  au 
lieu  de  faire  6 = 9 dans  la  formule  (r/)*  observons  que 

I on  a C0S9  = J,  par  consequeiit 

H est  aisé  de  se  convaincre  que  (g,  c)  = 0;  nous  avons 
trouvé  (g.  A)  = — I ; donc  on  a 


Digitized  by  Google 


» 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


335 


C'.herchons  ia  valeur  de  (g,  a);  a étant  fonction  de  c' 
et  c",  on  a 

(g»“)  = ^")  J;- 

mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  l’on  a 

(g,  c')  = -T— ! JT  4-  (9,  e')  > 

' rsinipcosc'  'f’  ' df 

(g,  c")  = r-^ j:  -+■  (œ,  c") 

‘ rsin^cosi»*'  ' df^ 

I.a  valeur  de  tanga  = — vtlo^ne,  en  la  différentiant. 


c"  J r/a  I J 

-,  = ;t,  cos»  a,  - 7,  cos>  a 


de" 


Substituons  ces  valeurs  dans  (g,  a),  nous  aurons 


(//.“)  = 


mais 


cos’  a (d' X + c'  y 

rsinç  cosc 


[>ar  conséquent 

lc"x-hdy\  ^ I ^ zcosy 
'®’  ■'  rsinçco#t>  \ c"  ' I X siny  rsin’y  cosc’ 

D’ailleurs  les  valeurs  de  c,  c',  c"  (n°39)  donnent 

foso  fcos’a  1.  • .1  . w 

7- = — ; — ) d OU  U resuite 
A sin’y  c ’ 

, . cos’a  /fî -t- c'/+ e"x\ 

VO’ rsinçcosi'  \ c'’ 

et  comme  cz  + c'j'  -h  c"x  = o (11°  20),  on  a enfin 

(§■>“) -O. 
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et  comme  ^ on  aura 

dt  dt 

{g,  a)  = O. 

Faisons  b = k;  l’arbitraire  k étant  fonction  de  r,  c',  c", 
on  a 


rfX-  rfA  dü 

X- — ur  — + z — = o. 
dx,  df  rfz, 


D’ailleurs  (a,  k)  = o et  (ç,  A)  = o;  la  formule 
donne  (g,  k)  se  réduit  donc  à 


dJi 


(g,  k}= 

' rsinifcosv  dz/ 


qui 


mais  A“  = c®  4-  c'“  -+-  c"“,  d’où  l’on  tire 


d/r  c"  jr  — c'  X 
dz,  ~ F 


= sin<p  (a:  cosa  +/sina); 


ou  bien,  d’après  la  valeur  de  cose  trouvée  précé- 
demment, 

dk 

— = rsui  © cos  e; 

dz,  ^ 


par  conséquent 


- '• 


Cherchons  la  valeur  de  (g,  ç>),  et  pour  abréger,  au 
lieu  de  faire  h = <s  dans  la  formule  (r/),  observons  que 

l’on  a cosip  = par  conséquent 


Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  (g,  c)  = o;  nous  avons 
trouvé  (g.  A)  = — I ; donc  on  a 


(ÿ’?)=  - 


COSy 
k siii^ 
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.llherchoiis  la  valour  de  (y,  a);  « étanl  fonction  de  c' 
<'t  c",  on  a 

mais  il  est  aisé  de  se  convaincre  que  l'on  a 
( g,  c')  = — j:  4-  ( qj,  c')  > 

' rsinfcosi'  ' d<f 

(g,  c")  = ^ J 4-  (©,  C")^- 

' rsin^cosf'*'  'rfy 

l.,a  valeur  de  tanga  = — ^ donne,  en  la  différentiant. 


da  c" 


dOL 


Substituons  ces  valeurs  dans  (g,  a),  nous  aurons 
, , ■ cos’ a /c'’ X -h  c'r  \ dv[  da.  , „.da.~\ 

mais 

(?’ O ë a)  = 


^sini 


j)ar  conséquent 


, , cos’a  j c" X d r\  I ” zci 

(a  a)  = I 1 H : 

' rsinçco4w  \ c”  •/  Xsinyrsin’ 


cos  7 
Ÿ cosc' 


D’ailleurs  les  valeurs  de  c,  c',  c"  (n“39)  donnent 
fos^  ccos’a 


t sin’^ 


l’où  il  résulte 


. . cos’a  lrz-\-c'y+c''x\^ 

(tji  rsinipcosp  \ c'’  /’ 


cl  comme  cz  c' y 4-  c" x — o (n°  20),  on  a enfin 
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I 

Déterminons  la  valeur  de  (g,  /),  dernière  combi- 
naison qui  lions  reste  à considérep.  La  constante  l 
jient  être  regardée  çoniine  fonction  des  variables  r 
et  et  des  arbitraires  a et  A';  nous  aurons  donc  par 
conséquent 


et  comme  (g,  a)  = o et  (g,  A)  = — i , cette  valeur  se 
réduit  à 


dl 


(éT,  0 = (s:. 


dt 

dï' 


Puisque  r ne  contient  pas  les  variables  x,,  z,,  la  * 

valeur  de  (g,  r)  se  réduit  à 

Le  second  terme  est  nul  de  lui-même,  puisque  l’on  a 


et  que  nous  avons  vu  que  9 étant  fonction  de  c,  c\  c", 
la  quantité  x'-^  nulle.  Il  ne  nous 

reste  donc  à former  que  la  quantité  [a,  r), 


{a,  r)  = 


fia  fir  fin  tir  <ia  dr 

d.r^  d.c  fi  Y,  dy  dz,  dz 


. fin  da  dû  tir  dr  dr  , 

Subslihïpns  pour  — ^ ^ -7-1  — ol  — leurs  v;i- 

® djc^  dy  ^ dz^  tijc  dy  dz 

leurs,  on  aura 

- > 2 rt’  / , „ r/r 

• '•)  = — H- Jr,  + 2-,  j = a rt» 
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ië^ 


drds 


dt  da 


‘t  par  conséquent 


f i dr  dl  de  m , «g 

(g,/)  = aa>- 


dt 


^dg 


<tl  fir  da  dl 


da 


dl 

dl' 


Si  pour  ^ Pt  ^ on  substitue  lettre  valeurs  tirées  de 

l’équation  (B')  du  n"39,  et  de  la  septième  des  équa- 
tions (B)  du  même  numéro,  différentiées  par  rapport 
à ces  constantes,  et  eti  y regardant  e comme  fonction 
de  a et  de  h,  on  trouvera  , toute  réduction  faite, 


et  par  conséquent 

(g>  l)  = o. 


41.  Rassemblons  les  valeurs  des  quinze  quantités 
que  notis  venons  de  déterminer;  nous  aurons 


(rt,A)  = o,  (rt,<p,)  = o,  (rt,a)  = o,  (r7,g)=:o,  {n,I)  = ia\ 
{l,k)=o,  (/,  y)=o,  (Z,  a)=o,  (/,g)=o, 

(X-,®)=o,  (A-,a)=o,  (A-,g)=i, 

Æ;- 

Si  dans  la  formule  générale  (i),  on  met  sticcessiver 
ment  a,  /,  k,  g,  a et  9,  à la  place  de  a et  b,  et  qn’on 
y substitue  ensuite  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
I.  aa 
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pour  déterminer  les  variations  de  ces  six  tpiantités  : 


42.  De  ces  formules  il  est  aisé  de  conclure  celles 
qui  SC  rapportent  à la  variation  des  six  arbitraires 
que  nous  avons  considérées  dans  la  théorie  du  mou- 
vement elliptique;  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  les 
constantes  /,  k,  g par  leurs  valeurs  en  fonction  de  ces 
arbitraires.  Nous  avons  supposé  (n"*24  et  59) 

nl  = e — a,  A = vVi(i  — e*); 

^■Jl 

n étant  par  hypothèse  égale  k a ' . 

041  tire  de  là,  en  différentiant, 

(/e  = d(ù  -I-  ndl  — - - — — da, 
a a 

, an  J I — e’  ,,  i — p’  , 

e 2 ae 

Quant  à la  valeur  de  f/u,  remarquons  que  nous  avons 
désigné  par  g (n°59)  l’angle  compris  entre  la  ligne 
des  noeuds  et  le  grand  axe  de  l’orhite;  u est  l’angle 
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que  forme  ce  même  axe  avec  une  ligne  fixe  menée 
dans  le  plan  de  celte  orbite  : on  aurait  donc  c/«  = c/g 
si  la  ligne  des  nœuds  ne  faisait  àucun  mouvement 
pendant  l’intervalle  de  temps  dt',  mais  cette  droite 
changeant  à chaque  instant  de  position,  il  est  clair 
que  </«  est  égal  à c/g,  plus  le  mouvement  des  nœuds, 
pendant  l’instant  c/i,  projeté  sur  le  plan  de  l’orbite  ; on 
aura  ainsi,  aux  quantités  prés  du  second  ordre, 
c/u  = </g  + cosip  c/a. 

La  quantité  R peut  être  considérée,  soit  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a,  l,  A,  g,  a,  soit  comme  une 
fonction  des  arbitraires  a,  £,  e,  u et  a : on  a donc,  en 
la  différentiant  dans  ces  deux  hypothèses,  l’équation 
identique 


rfR  , f/R  t,  f/R  J,  f/R  , f/R  . 

-y-da  + -JT  c//  -+-  -TT  c/A  -f-  — c/g  + — c/a 
da  dl  dk  «g  ° dtt 

/f/R\  , f/R  , , f/R  , f/R  , /i/R\  . 


Substituons  dans  le  second  membre,  à la  place  de 
c/e,  de,  c/w,  leurs  valeurs  précédentes,  et  égalons  en- 
suite de  part  et  d’autre  les  coefficients  de  da,  dl,  dk, 
c/g  et  c/a  ; nous  aurons 

dR_/tm\  1 — e»f/R  3(i  — M)f/R 

da  \ ne  de  2 n di  ' 

f/R  f/R 

■57  ■“ ”77’ 

f/R  an  ^ i — e'  f/R 

dA-  f f/f 


f/R  _ f/R  fm 

dg  dt  f/(.i  ’ 


f/R 
d a 


f/R\  f/R  f/R 

_j  + cos^_  +eosî-;^. 


22. 
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Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  Ibrniules  (o); 
qu’ensuite  on  substitue  pour  da,  dl,  dk,  Wg  et  da. 
leurs  valeurs  résultantes  dans  ili,  de  et  dù>,  on  aura, 
pour  déterminer  les  variations  des  six  éléments  de 
l’orbite  elliptique,  en  observant  que  rd  = a~*,  et  que 
k—  vrt('  — fi*),  Ifis  équations  suivantes  : 

‘ (l) 


i3.  Nous  voici  donc  parvenus  à exprimer  les  varia- 
tions diflérentielles  des  éléments  de  l’orbite  (‘lliptique 
par  les  diflérenccs  partielles  de  la  fonction  R relatives 
à ces  mêmes  éléments,  et  multipliées  par  des  coefü- 
cients  qui  ne  renferment  pas  le  temps.  Il  suffira  donc, 
pour  avoir  leurs  valeurs  finies,  de  différentier  par  ra|v 
port  à ces  éléments  chaque  terme  du  développement 
de  R,  et  de  l’intégrer  ensuite;  avantage  précieux  qui 
résulte  de  la  forme  particulière  que  nous  avons  don- 
née aux  expressions  de  ces  variations. 

l.a  constante  arbitraire  s étant  toujours  jointe  à 
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,,  , . rfR  f/R  ],  . ,,  . f/R  J „ 

1 angle  on  a ^ = — , d ou  1 on  tire  — n dt  =d  R, 

la  caractéristique  d' désignant  une  différentielle  rela- 
tive au  temps  /,  prise  en  ne  faisant  varier  t qu’autant 
qu'il  est  multiplié  par  n ; les  valeurs  de  da  et  de  de  de- 
viennent ainsi 


da  = 2 a’  rf'  R , 


On  peut  employer  indifféremment  ces  expressions  ou 
celles  dont  elles  dérivent. 


Nous  avons  supposé  n = a ’ ; on  aura  donc,  en  difft'^ 
' rentiant, 

= — 3rt//r/'R.  (7) 

Cette  formule  donnera  en  l’intégrant  la  valeur  qu’il 
faut  substituer  à la  place  de  n dans  les  formules  du 
mouvement  elliptique.  Or,  eu  nommant  ^ la  longitude 
moyenne  de  la  j)lanète  wi,  on  a ^ = nt  £,  et  par  con- 
séquent 

d^  — ndt  -t-  tdn  -t-  di  ; 

expression  dans  laquelle  il  faut  remplacer  r/n  et  di  par 
leurs  valeurs.  Mais  il  y a ici  une  observation  essen- 
tielle à faire,  c’est  que,  dans  la  différence  partielle  de 
R,  relative  à a,  on  peut  se  dispenser  de  faire  varier  la 
quantité  n qui  dépend  de  n.  En  effet,  R étant  fonc- 
tion de  nt  -t-  £,  donnera,  à raison  de  la  variation  de  n, 

le  terme  ^ la  valeur  de  di  renferme  le  terme 
d I da 

— -ici^-y-ndt.  La  variation  de  n v introduira  donc 
(in 
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, f/R  . da 


le  terme  — a a®  — t — ndt',  par  conséquent  la  varia- 
tion de  la  longitude  moyenne  sera,  à raison  seule- 
ment de  la  variation  de  n, 

d^  = tdn  — aa®^  ^ ndt. 

fia  d c 

Si  l’on  substitue  pour  dn  sa  valeur,  et  qu’on  re- 

marque  que  ^ ~ 2 “ = a R,  on  verra 

que  cette  expression  se  réduit  à zéro.  Il  suit  de  là  que 
dans  la  valeur  de  d^  on  peut  omettre  le  terme  tdn, 
pourvu  qu’on  regarde  n comme  constant  dans  la  dif- 
férence partielle  de  R prise  par  rapport  à a.  On  aura 
donc  ^ = Jndt  -t-  e pour  l’expression  de  la  longitude 
moyenne  dans  le  mouvement  troublé,  et  toutes  les 
formules  relatives  au  mouvement  elliptique  auront 
également  lieu  dans  le  cas  de  l’ellipse  invariable  et 
dans  le  cas  de  l’ellipse  troublée,  pourvu  qu’on  y change 
îit  en  Jndt,  et  que  l’on  détermine  les  éléments  de 
l’ellipse  variable  par  les  formules  précédentes.  Cette 
manière  d’exprimer  le  moyen  mouvement  a l’avan- 
tage de  faire  disparaître  les  termes  qui  se  trouveraient 
sans  cela  multipliés  par  le  temps  t hors  des  signes 
sinus  et  cosinus.  Si  l’on  fait  Ç = / ndl , on  aura 
r/Ç  = ndt-,  et  en  substituant  pour  n sa  valeur  tirée  de 
l’équation  (7),  et  intégrant  ensuite,  on  trouvera  pour 
déterminer  la  variation  du  moyen  mouvement  la  for- 
mule 

1;  = -^ffandt.d'R.  (8) 

i4.  Les  formules  (5)  et  (6),  qui  donnent  les  va- 
leurs de  da.  et  de  d<f,  contiennent  au  dénominateur 
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le  sinus  de  l’angle  (p,  quantité  très-petite  lorsqu’on 
suppose  l’inclinaison  de  l’orbite  sur  le  plan  fixe  peu 
considérable,  et  qui  devient  nulle  lorsqu’on  rapporte 
la  position  de  la  planète  au  plan  de  son  orbite  primi- 
tive, comme  nous  le  ferons  dans  la  suite.  On  peut 
éviter  cet  inconvénient  en  substituant  aux  arbitraires 
f et  a,  qui  représentent  l’inclinaison  de  l’orbite  et 
la  longitude  de  son  nœud  ascendant,  les  quantités 
tangçtsina  et  tang^cosa  qui  en  dépendent.  En  effet, 
si  l’on  fait 

^ = tangp  sina,  ç = tangçcosK, 
un  aura,  en  différentiant. 


, sma  , J 


COS’ç 


I cos  ût  _i  I 

aq  = — — ao  — paa. 

' cos’y  ‘ ' 


Si  l’on  considère  R comme  fonction  de  y et  a,  et  en- 
suite comme  fonction  de  p et  q,  on  a l’équation  iden- 
tique 


rfR  J , 


dR  J rfR  , 


En  substituant  pour  dp  et  dq  leurs  valeurs,  et  en  éga- 
lant de  part  et  d’autre  les  coefficients  de  da  et  de  d<f^ 
on  trouve 


^ — '15:  _ 55 

rfa  ^ dp  P dq  ' 


rfR  sina  rfR 

rf  q cos’  ç dp 


cos  a rfR 
cos’  q dq 


Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  celles  de 


r/ael  de  drf. 
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qu’ensuite  on  substitue  les  valeurs  résultantes  dans  J/? 
et  f/<7,  et  qu’on  néglige  les  termes  du  second  ordre  par 
rapport  à ou  bien  qu  on  fasse  = o,  ce  qui  sup- 
pose que  1 on  prend  pour  plan  de  projection  le  plan 
même  de  l’orbite  de  m,  on  aura 


Ces  formules,  jointes  aux  quatre  premières  du  n°  42, 
sont  celles  dont  nous  nous  servirons  désormais  pour 
déterminer  les  variations  des  éléments  de  l’orbite 
elliptique,  et  nous  en  conclurons  d’une  manière  très- 
simple  toutes  les  inégalités  du  mouvement  des  pla- 
nètes. 


45.  SM’  on  supposait  enfin 

;>' = sin^  sina,  = siuip  cosa, 

on  trouverait,  par  une  analyse  semblable  à la  précé- 
dente, 

t , antltcosiy  /rfR\ 

'<"=773?  U)’ 

, , a/uit  cos<f  / dR.\ 

''»  = -7T^U)- 

Ces  formules  sont  rigoureuses,  tandis  tjue  les  précé- 
dentes ne  sont  qu’approchées;  elles  se  confondent 
avec  elles  quand  ou  suppose  (p  une  très-petite  quan- 
tité. 

En  général,  on  peut  observei-  que  la  disposition  des 


« 
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formules  précédentes  dépend  uniquement  des  arbi- 
traires que  l’on  a choisies,  et  peut  varier  par  consé- 
quent d’une  infinité  de  manières.  Si  l’on  prenait  pour 
constantes  arbitraires  les  cinq  quantités  n,  £,  «,  p,  q, 
et  le  demi-paramètre  au  lieu  de  l’excentricité  e,  on 
trouverait  pour  déterminer  la  différentielle  de  k. 


Cette  formule  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

On  aurait  des  formules  plus  simples  encore  que 
celles  que  nous  avons  développées  dans  le  n"  41  , et 
qui  auraient  l’avantage  de  ne  contenir  qu’une  seule 
différence  partielle  de  la  fonction  R,  en  prenant  pour 
constantes  arbitraires  les  cinq  quantités  a,  k,  /,  a,  <p, 
du  n”  40,  et  la  quantité  u du  11“  42.  On  trouverait 
sans  difficulté,  pour  déterminer  les  variations  de  ces 
constantes,  les  équations  suivantes  : 


On  aurait  encore,  n"  18,  des  formules  dont  cha- 
cune ne  contiendrait  qu’une  seule  différentielle  par- 
tielle de  R,  en  prenant,  pour  constantes  arbitraires, 
les  valeurs  des  trois  coordonnées  z,  et  des  trois 

vitesses  —,  y de  la  planète,  relatives  à une  épo- 
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que  déterminée,  par  exemple,  à l’instant  d’où  l’on 
compte  le  temps  t. 

4(>.  Considérons  maintenant,  d’une  manière  géné- 
rale, les  diverses  formules  que  nous  venons  d’obtenir. 
I>a  fonction  R,  dont  les  différences  partielles  entrent 
dans  ces  formules,  est  une  fonction  donnée  des  coor- 
données a:,  jr^  z de  la  planète  troublée,  et  des  coor- 
données x',  jr',  z',  etc.,  des  planètes  perturbatrices. 
Cette  fonction  est  du  premier  ordre,  par  rapport  aux 
masses  de  ces  planètes;  de  sorte  que  si,  dans  une  pre- 
mière approximation,  on  néglige  les  puissances  des 
masses  perturbatrices  supérieures  à la  première,  il 
suffira  de  substituer  dans  R,  à la  place  des  coordon- 
nées X,  y,  z,  x',  y',  z\  etc.,  leurs  valeurs  relatives 
au  mouvement  elliptique.  R devient  alors  fonction 
du  temps  t et  des  éléments  a,  £,  e,  u,  p,  9,  a',  £',  e', 
ta',  p',  q\  etc.,  des  orbites  des  planètes  m,  ni , etc.,  et 
l’on  peut  toujours  supposer  cette  fonction  développée 
en  série  ordonnée  par  rapport  à t.  Nous  donnerons 
dans  le  chapitre  suivant  le  moyen  d’effectuer  ce  dé- 
veloppement; il  suffit  ici  seulement  d'en  concevoir  la 
possibilité.  11  suit  de  là  que  si  l’on  désigne  par  F le 
premier  terme  de  cette  série,  c’est-à-dire  le  terme  indé- 
pendant de  /,  F étant  une  fonction  connue  des  élé- 
ments de  la  planète  troublée  et  des  planètes  jjerturba- 
trices,  il  en  résultera  dans  les  variations  des  éléments  - 
a,  £,  c,  etc.,  des  termes  proportionnels  à l’élément  du 
temps,  lesquels  produiront,  par  l’intégration  dans  les 
variations  finies  de  ces  éléments,  des  termes  croissant 
comme  le  temps,  et  qui  seront  iiidépendanls  de  la 
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position  des  planètes  m,  m\  m",  etc.,  dans  leurs  or- 
bites. Si  l’on  substitue  donc  F a la  place  de  R dans  les 
fonnules  (i),  (a),  (3),  (4),  (9),  (10),  et  qu’on  observe 
que  la  différentielle  de  F par  rapport  à lU  est  nécessai- 
l'eraent  nulle,  on  aura,  pour  déterminer  ces  termes, 
les  formules  suivantes  : 


I^es  variations  déterminées  par  ces  équations  ont 
été  nommées  inégalités  séculaires , parce  qu’elles 
croissent  avec  une  extrême  lenteur. 'Quant  à l’auti-c 
partie  de  la  variation  des  éléments  elliptiques  de  m, 
elle  constitue  ce  qu’on  appelle  les  inégalités  pério- 
diques, et  on  la  détermine  au  moyen  des  formules  du 
n"  42,  en  ne  conservant  dans  le  développement  de  R 
que  les  termes  que  nous  y avons  négligés.  On  voit 
j)arles  formules  précédentes  que  l’expression  du  grand 
axe  n’est  soumise  à aucune  inégalité  de  la  première 
espèce,  en  sorte  qu’on  peut  le  considérer  comme  in- 
variable lorsqu’on  fait  abstraction  des  inégalités  pé- 
riodiques. Celte  importante  propriété  constitue  l’iin 
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tles  phénomènes  les  plus  remarquables  de  la  disposi- 
tion du  système  du  monde. 

L’introduction  que  nous  avons  proposée,  iT’  44-, 
des  quantités  p et  à Ja  place  des  variables  <p  et  a 
qui  déterminent  la  position  du  plan  de  l’orbite  de  ni, 
mérite  une  attention  particulière.  Cette  transforma- 
tion de  variables,  semblable  à celle  dont  nous  avions 
fait  usage,  n”34,  livre  1,  et  dont  nous  avons  indiqué 
l’utilité  pour  la  théorie  de  la  libration  de  la  Lune,  a 
l’avantage,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  de  ré-.  ’ 
duire  les  équations  différentielles  qui  déterminent  les 
inclinaisons  et  les  longitudes  des  nœuds  d’un  système 
d’orbites,  à la  forme  d’équations  linéaires  à coeffi- 
cients constants  dont  le  nombre  est  double  de  celui 
des  corps  agissants  du  système,  ce  qui  facilite  ex- 
trêmement leur  intégration.  On  peut  appliquer  une 
transformation  analogue  à l'excentricité  et  à la  lon- 
gitude du  périhélie  et  faire  disparaître  ainsi  du  déno- 
minateur des  valeurs  de  de  et  dtù,  l’excentricité  e 
qui,  relativement  aux  planètes,  est  toujours  une  très- 
petite  quantité.’En  effet,  si  l’on  suppose 

b — csincr),  c = ecosu, 
on  trouve,  en  opérant  comme  dans  le  n“  44, 

= andt^i — — — andt\j\  — /)’  — 

formules  qui,  dans  la  théorie  des  variations  séculaires, 
ont  sur  celles  qui  donnent  directement  rfeetr/w,  les 
mêmes  avantages  que  nous  avons  indiqués  plus  haut 
relativement  aux  équations  (9)  <-t  (10). 
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Nous  développerons,  dans  le  chapitre  suivant,  les 
formules  précédentes  ; nous  déterminerons  ensuite, 
en  les  intégrant,  les  variations  finies  des  éléments  des 
orbites  planétaires,  et  nous  en  déduirons,  par  des 
approximations  successives,  les  différentes  inégalités 
des  mouvements  des  planètes  avec  toute  l’exactitude 
qu’exige  la  précision  des  observations  modernes. 
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CIIAPITUE  VII. 

DÉVELOPPEMENT  DES  FORMULES  QUI  DÉTERMINENT  LES 
VARIATIONS  DES  ÉLÉMENTS  DES  ORRITES  PLANÉ- 
TAIRES, ET  RELATIONS  QUI  EXISTENT  ENTRE  LES 
INÉGALITÉS  SÉCULAIRES  DE  CES  ÉLÉMENTS. 


47.  Nous  venons  de  voir  qu’en  vertu  de  l’action 
réciproque  des  corps  du  système  solaire,  les  éléments 
des  orbites  des  planètes  étaient  soumis  à deux  espèces 
de  variations  distinctes.  Les  unes,  indépendantes  de 
la  configuration  de  ces  différents  corps  et  de  leurs 
positions  respectives,  qui  reviennent  les  mêmes  après 
de  courts  intervalles,  peuvent  croître  indéfiniment 
avec  le  temps,  ou  être  assujetties  à des  périodes  qui 
leur  sont  propres,  mais  dont  la  durée  est  toujours  ex- 
trêmement longue.  IjCS  autres,  au  contraire,  dépen- 
dent uniquement  de  la  position  des  planètes,  soit 
entre  elles,  soit  à l’égard  de  leurs  nœuds  et  de  leiire 
aphélies,  et  reprennent  les  méiDes  valeurs  toutes  les 
fois  que  la  disposition  générale  ^lu  système  redevient 
la  même. 

Ces  dernières,  comme  nous  l’avons  dit  n"  46,  ont 
été  nommées  variations  périodit/ues.  Les  éléments  de 
l’orbite,  en  vertu  de  ces  inégalités,  ne  font  qu’osciller 
entre  des  limites  qu’elles  ne  sauraient  dépasser;  leur 
effet  est  de  changer  à chaque  instant  la  position  qu’au- 
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rait  la  planète  dans  son  orbite  supposée  invariable, 
mais  la  stabilité  du  système  du  inonde  n’en  peut  être 
altérée. 

Les  premières,  qui  sont  en  même  temps  les  plus 
importantes  et  les  plus  difllciles  à déterminer,  ont  été 
appelées  variations  séculaires,  parce  que  leurs  ac- 
croissements étant  extrêmement  lents,  ce  n’est  qu’a- 
près  un  grand  nombre  d’années  que  leur  elTet  peut 
se  manifester.  Elles  font  varier  de  siècle  en  siècle,  et 
par  degrés  insensibles,  la  figure  des  orbites  et  leur 
position  dans  l’espace,  de  sorte  que,  comme  leur  ac- 
tion est  permanente  et  continue,  il  est  impossible 
do  décider  à priori  si  la  forme  générale  du  système 
planétaire  n’en  sera  pas  à la  longue  entièrement  bou- 
leversée. 

Il  faut,  pour  résoudre  cette  importante  question, 
examiner  avec  soin  les  valeurs  finies  de  ces  variations, 
valeurs  qu’on  obtiendra,  comme  nous  l’avons  dit,  en 
intégrant  les  formules  du  n‘’46.  Cette  intégration, 
il  est  vrai,  est  impassible  en  général  dans  l’état  ac- 
tuel de  l’analyse,  et  il  est,  par  conséquent,  impos- 
sible aussi  d’avoir  rigoureusement  les  valeurs  finies 
des  variations  des  éléments  elliptiques;  mais  le  peu 
d’excentricité  des  orbites  des  planètes,  et  la  petitesse 
de  leurs  inclinaisons  mutuelles,  permettent  de  détermi- 
ner par  des  approximations  successives  leurs  valeurs 
approchées,  aussi  exactement  qu’on  le  peut  désirer. 

48.  Pour  le  faire  voir,  et  pour  calculer  générale- 
ment toutes  les  inégalités  que  l’action  mutuelle  des 
planètes  peut  produire  dans  leurs  mouvements,  il  est 
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nécessaire  de  réduire  en  série  ia  foncdon  que  nous 
avons  désignée  par  R.  Occupons-nous  donc  d’abord 
de  ce  développement.  En  ne  considérant  que  l’action 
d’une  seule  planète  perturbatrice  ni  sur  w,  on  a 

; xai  -Jryy'  -h  ti  1 

v/(x'—  (î'_  zf  yî4-8'»)ï  J 

L’action  des  autres  corps  m'\  m*,  etc.,  introduit  dans 
cette  fonction  des  ternies  semblables. 

Désignons  par  r,  le  rayon  vecteur  de  m projeté  sur 
le  plan  des  xjr,  et  par  i»,  l’angle  que  fait  ce  rayon  avec 
l’axe  des  x ; désignons  de  même  par  r'  le  rayon  vec- 
teur de  m'  projeté  sur  le  même  plan,  et  par  l’angle 
que  forme  celte  projection  avec  l’axe  des  x\  nous  au- 
rons 

X — cose,  y = i\  sinv,, 
x'  — r\  cos»^’ , y'  = r'  sin  v\ . 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  R,  elle 
devient 

. ; r,  r|  cos(r|  — Zî' 

y/r;  > - 2 r,  r;  cos  (i«;  — j -4-r>  -t-  î)’  f 

Les  excentricités  et  les  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites  planétaires  étant  de  très-petites  quantités,  puis- 
que ces  orbites  s’éloignent  peu  de  la  forme  circulaire, 
et  que  leur  plus  grande  inclinaison  à l’écliptique  ne 
surpasse  pas  sept  degrés,  si  l’on  développe  la  fonction 
précédente  en  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  de  ces  deux  éléments,  cette 
série  sera  nécessairement  très-convergente.  Cela  posé. 
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choisissons  le  plan  fixe  des  x,  y,  qu’on  est  libre  de 
prendre  à volonté,  de  manière  que  les  inclinaisons  des 
orbites  sur  ce  plan  soient  peu  considérables;  les  va- 
leurs des  ordonnées  z et  z'  seront  très-petites,  et  en  dé- 
veloppant dans  cette  hypothèse  la  fonction  R,  on 
aura 


R = 

— 2r, r,  cos(i'' — J 

m' zz'  3 m' r,  z"  cos(«>|  — v,]  m'(z'  — z)’ 


2.[  / 2 /■,  r\  cos  (c  — •',)-+ 


etc. 


Supposons,  pour  un  moment,  les  orbites  circulaires, 
et  couchées  toutes  sur  le  plan  des  xj\  en  désignant 
par  a et  a!  les  distances  moyennes  des  planètes  m et  m' 
au  Soleil,  et  par  nt  -t-  £ et  m'  < e'  leurs  moyens  mou- 
vements autour  de  cet  astre,  nous  aurons 

e,=n/+£,  z=o,  a',  e'  = ra' <-)-£',  z'=o; 

et  si  l’on  nomme  R,  ce  que  devient,  dans  ce  cas,  la 
valeur  de  R,  on  a 

R,=m'.  I [a'’ — 2û<i'  cos(«'<— nH-e' — cos(n'/ — nt+t' — ,)  |. 
Nous  démontrerons  tout  à l’heure  que  toute  fonc- 

- J. 

tion  de  la  forme  (fl'“  — aao'cosç)  -(-  a^)  ’ peut  tou- 
jours se  développer  en  une  série  procédant  suivant 
les  cosinus  de  l’angle  o et  de  ses  multiples  : soit  <lonc 

[«'' — 2art'cos(/»'f — nt-rt’ — t)  -(-«’]  ‘ = - — i) 

• 2 

-f-  A'i’>  cos  l[n'  t — e'  — £ ) -I- . . , , 

I.  a3 
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on  aura 

[«'* — 2aa'  cos{n' e — nt-^-s' — s)-f-n’]  ’ — -^cos(n'f — — e)=  ^ A'**> 
-t-  ^A'(') — cos(n'/  — nt+  e' — j)+A'(’^  cos2  (/)'  t — nf-t-e' — s)-}-  etr. 

Si  l’on  observe  que  les  arcs  négatifs  ont  mêmes  cosinus 
que  les  arcs  positifs  correspondants,  on  pourra  repré- 
senter, pour  abréger,  par 

-1.  V'^  cos i ( II’ t ■— rit -i- b' — i) 

2 ^ ^ 's 

la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  série.  nombre 
i devant  prendre  toutes  les  valeurs  entières,  jmsitives 

ou  négatives,  comprises  depuis  i = o jusqu’à  i — — 

en  ayant  soin  de  faire  A’"*’  = A^'*;  et  le  coefficient  A**' 

étant  donné  par  l’équation  = A/*’  toutes  les  fois 

que  i est  un  nombre  cpielconque  différent  do  runité, 

et  par  l’équation  A''*=  — ~ quand  / = i. 

Cætte  manière  très-simple  de  représenter  une  série 
procédant  suivant  les  multiples  du  cosinus  d’un  arc 
donné  et  composée  d’un  nombre  indéfini  de  ternu's, 
est  fort  usitée  dans  toutes  les  branches  de  l’analyse, 
et  elle  e^t  d’un  usage  très-commode  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  où  l’on  a souvent  de  pareilles 
suites  à considérer. 

T.a  valeur  précédente  de  deviendra  ainsi 
R,  = ^ 2.  A*'*  cos/ (n'  t — Ht  b'  — b). 

Revenons  maintenant  aux  orbites  suppo.sées  peu 
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excentriques  et  peu  inclinées  les  unes  aux  autres.  Ou 
aura  dans  ce  cas,  d’après  les  valeui-s  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  vraie  dans  l’orbite  elliptique,  déve- 
lop|îées  n”  25, 

e,=  a(i  + «/),  r’  = a'(n-M'), 
e = nf  -H  £ -H  V,  V,  = n'  t t'  + v', 

eu  représentant  par  «,  u\  v,  v'  de  très-petites  quan- 
filés  dépendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  R,  et 
qu’on  la  développe  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  de  u,  u\  v,  v',  z et  z%  il  suffira  de  remplacer 
ensuite  ces  quantités  par  leurs  valeurs  pour  avoir  une 
série  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits des  excentricités  et  des  inclinaisons,  comme  nous 
nous  le  sommes  proposé.  Mais  la  substitution  que 
nous  venons  d’indiquer  revient  évidemment  à donner 
aux  quantités  a,  a\  ni  + £,  t -f-  £',  qui  entrent  dans 
la  fonction  R,  les  accroissements  au,  a'u',  v et  v',  et 
à joindre  à la  fonction  qui  eu  résultera  les  termes  du 
développement  de  R dépendants  des  variables  zef  z' . 
Si  l’on  fait  donc 

_ * 

[a'*  — 2 aa'  eos ( n'  < — -t-  s'  — s ) -f-  a* ] ’ 

= ^ -t-  cos(«'<  — ni  -H-  £'  — £) 

-t-  B*’*  COS2  («'/  — + £'—£)  -f-  ..  . 

±=  ^ 2.B''*  cos/ («'<  — -H 

le  nombre  i dans  celte  série,  comme  dans  la  précé- 
dente, devant  s’étendre  à toutes  les  valeurs  comprises 

23. 
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outre  / = — J et  i = en  observant  que  = TI''’, 
on  ti’ouvera  par  la  tormule  ordinaire  du  dévelopj>e- 
nient  des  fonctions  de  plusieurs  variables  : 

R = ^ 2 . A'*’  cos/ (n'  t — «/  + £'—  e) 

\1Ât) ^ ~ ^ 

-h  — « l.a'  l — - I cosi  [n'  t — «/  4-  £ — a) 

— — v)  2./A<"  sin/(»'t  — nt  + £'—£) 

-^irz.tr  cosi(n  < — «/  + £—  e) 

+ ’^uu'l.aa'  (^~jJ ^ cos/(n'<  — w/  4-  e'  — e) 

-H  ^ E<'’  2.rt'*  I cos/(«'/  — n<  4-  e'  — e) 

— {v'  — v)ul.ia  sbi/ [rï t — fit  4-  e'  — e) 

— ^ (u'  — v)  li  l.ia'  sbi i («'  / — w/  4-  e'  — e) 

— ’^{v'  — u)*  2.7*  A*G  cos 7 (77' « — 77/  4-  e'  — e) 


’zz'  Zm'az'- 


a ' 

.J  /-/ 


2 « ' 


COS(n'  l 77<  4-  e'  — e) 


cos 7 ( Tl' < — 77/  4-  e'  — e) 


Si  l’on  noiniiie  i et  i'  les  latitudes  de  m et  de  m 
au-dessus  du  plan  fixe  de  projection,  ce  qui  donne 
Z = rs,  z'  — r's',  on  pourra  remplacer,  dans  l’expres- 
sion précédente,  ces  deux  dernières  quantités  par  leurs 
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valeurs,  et  l’on  aura  ainsi  la  fonction  R dévelo[*|)ée  en 
série  procédant  suivant  les  puissances  et  les  produits 
des  cpiantités  très-petites  u,  v et  v',  s et  s'.  En  snb- 
stitnàiit  ensuite  à la  place  de  ces  six  quantités  leurs 
valeurs  en  séries  déduites  des  formules  du  inonvemeni 
elliptique,  la  fonction  U se  troinera  dévelopjæt*  en 
une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d’angles  proportion- 
nels aux  moyens  mouvements  des  planètes  üonhlées 
et  des  planètes  perturbatrices,  multipliés  par  des  coef- 
ficients ordonnés  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  sont 
supposées  également  de  très-jietitesqnantités.ll  qe  reste 
|)lns  qu’à  montrer  comment  se  forment  les  quantités 
entrent  dans  ce  dévelop|)ement  ainsi  que 
leurs  différentielles  successives. 

10.  Pour  cela,  considérons  généralement  la  fonc- 
tion V“^  = («'*  — 2 rtrt' côsçi -P  et  supposons 

que  le  développement  de  cette  fonction  en  série  sui- 
vant le  cosinus  de  l’angle  ç et  de  ses  mnlti|iles  soit 

V-^  = A‘"  cos?  -I-  COS2?  -t- . . , , 

les  coefficients  Aj*>,  Aj‘\  A'"’,  etc.,  étant  des  fonctions 

de  rt,  a',  et  de  j.  , 

Si  l’on  différentie  par  rapport  à ? cliacim  des  termes 
de  ce  développement,  on  aura 

2 x.ua'.sin  sin?  -t-  2 A*’*  sin  2 ? -f- . . . . 

Multiplions  par  V les  deux  membres  de  cette  é'qna- 
tion,  et  substituons  ensuite  pour  et  V leurs  va- 


D^itized  by  Google 


358  TIIKORIK  A^ALYIIQIJK 

linirs,  nous  aurons  l’équation  identique 

2 j.rtrt'.sinç.^^  A*'  cosip  + A*'^  COS29  4- . . . j 

=[a'  — 2aa'cos(f+a'^)  ^A]''sin(p4-2  A|’’sin  2^4-  . ..^  ; 

d’où  l’on  tire,  en  développant  et  comj)arant  les  cosinus 
semblables, 

( J — I ) pr4-  a'^  ) a|'~' * — (/  4-  i — 2)  aa’ 

A<>  = 

On  aura  par  cette  formule  A^\  A‘^\  etc.,  quand  A* 

et  A^’  seront  connus. 

Supposons  maintenant 

V“*~'  = ^ B'’’  cosip  4-  B'’^cos2Ç)  4-  . . . . 

Si  l’on  multiplie  par  a'* — 2flrt'cos(p  4- les  <leux 
membres  de  cette  équation,  et  que  pour  on  sub- 
stitue sa  valeur  en  série,  on  aura 

- A**^4- A*'*  coso  4- A*’^  cos  20  4-  .. 

2 I i ' J 

=(a'’ — 2aa'cosy4-fl’)  ^^B^*^4-B^'*cosij<-fB^’^  cos2<p  4-.  . ; 

et  en  comparant  les  coefficients  des  cosinus  sembla- 
bles, on  trouvera 

A‘‘^=  (fl"+  a'^)  B'')  - rtrt'B;^-''—  an'  B^^”; 

maïs  il  doit  exister  entre  les  coefficients  B'"'"  , Bf'*  , 
des  relations  analogues  à celles  qui  existent 
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les  coefficients  A/'' , AÎ"^‘^  ; la  fbrumle  (a) 

donnera  donc,  en  y changeant  ^ en  ^ -t-  i et  i en  / -t- 1 , 

B<.+.)  _ >'  + <>'’)  b1'>-  (/  + aa' 

' (»  — s)  aa' 

Si  l’on  substitue  cette  valeur  dans  l’expression  précé- 
dente de  A|‘\  elle  devient 


A^  ’ _ ■isaa'  BÎ‘“' ’ — s {a' -h  n'^)  B^/ ’ 


(•) 


I ^ S 

Celte  équation  donne,  en  y changeant  / en  f -f-  i, 

i — i I 


zsaa'Sl'^ — s [a^  + , , 

* i e 1 I ^ V / 


d’oi’i  l’on  tire,  en  .sid)stituant  pour  sa  valeur 

précédente, 

^(i+i) s{i+s)aa’{a^+a’')  s)a'a'^—i(n'+a'^Y]'B[‘^ 

' { ' — ^ ) ( ' — *“*■•) 

Si  l’on  élimine  entre  cette  équation  et  l’équa- 
tion (i),  on  aura 

r(<  ) ^ ^ f i \ 

; (^) 

ou  bien,  en  substituant  pour  sa  valeur  donné*e 
par  la  formule  (a), 

(J -.0  A,<‘V  2 ^ 

ié'  > _ * ^ ‘ \ 

' ” 

On  déterminera  au  mo\en  de  celte  formule  les  va- 
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leurs  (le  II'’’,  etc.,  l(jrsi|ue  celles  de  A*'^,  A*'.’, 

etc.,  sei’oiit  connues;  (>t  comme  celles-ci  sont  ' 
données  par  la  formule  {a)  lorsque  l’on  connaît  les  va- 
leurs de  .V’*  et  A|”,  il  ne  nous  ri‘stera  plus  (pie  ces 
<leux  quantités  à d(’-(erminer. 

50.  Poui’v  parvenir,  nous  ferons  usage  de  la  mé- 
thode tres-simplc  (pie  lujus  avons  dc'jà  employée  dans 
le  n"  25  et  ejui  s’applicpie  à tous  les  cas  analogues. 
Elle  consiste  à exprimer  le  cosinus  (pii  entre  dans  la 
fonction  V en  exponentielles  imaginaires  et  à la  déve- 

lopper  ensuite.  On  a,  n"  x»,  cosç  = ^ ^ : 

on  aura  donc  V = a'^ — an’  (?“^'^)  -f-  (Z*; 

on  peut  par  consécpieiit  regarder  V comme  le  produit 

des  deux  facteurs  a' — ac~*'^  et  a'—  de 

sorte  qu’on  aura  généralement 

V-*=  [a'  - ac'^'^'Y'  (a'  - . 

Si  l’on  développe  séparément  chacun  des  facteurs  du 
second  membre,  on  aura  les  deux  séries 


a’’ 


-t-  s 


. ^ ±?.)  l/=T 


1.2.3 

> O — T .(  O -4- 1) 

-4- 5 c ? V - > -l_  _L_ZU 


-îyv^: 


-1-  __ 

"*■  ■ 1.2  3 «"+>  

Si  l’on  multiplie  ces  deux  séries  l’uiie  par  l’autre. 
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et  qu’on  ordonna  leur  produit  par  rapport  aux  puis- 
sances de  et  de  que  l’on  substitue 

ensuite  acosy  à la  place  de  et 

en  général  acos/çà  la  place  de  d'^'^'  + 
la  valeur  de  V~'  se  trouvera  exprimée,  comme  il  est 
facile  de  s’en  assurer,  par  une  série  de  cette  forme, 
a cosç)  4-  aA<*^  cosaç>  -f-  etc.  On  aura  donc 

ainsi  généralement  AÎ'’=  aA‘*^  ; et  en  supposant  i = o 
et  I = I , on  trouvera 


-f- 


I 4-  i* 


H-  i)  (j4-  a) 

1.2.3 


) 


4-  j) 
-H  

I .2 


4-  s. 


s{s  -h  i) 
I .2 


a’ 


j(.<  4-  i)  4-  2) 

1.2.3  «'* 


Ces  séries  seront  convergentes  toutes  les  fois  que  le 
rapport  ^ sera  moindre  que  Tunité.  Or,  comme  on 
peut  regarder  également  la  fonction  V comme  le  pro- 
duit des  deux  facteurs n' — ad^~'  et  a'— 

ou  des  deux  facteurs  a — a'd'^~'  et  n — a' , 
il  s’ensuit  qu’on  pourra  changer  dans  les  séries  pré- 
cédentes a en  a',  et  réciproquement.  On  choisira  donc 

pour  déterminer  A'*’,  celles  de  ces  séries  où  la 
plus  grande  de  ces  deux  quantités  entrera  au  dénomi- 
nateur. 
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51.  Pour  rendro  ce  qui  précède  applicable  à la 
question  qui  nous  occupe,  il  suffira  de  faire  ^ 

3 

5 = - dans  les  formules  que  nous  avons  trouvées,  et 
de  supposer  que  les  quantités  que  nous  avons  dési- 
gnées par  A^*’,  Al'*,  etc.,  deviennent  A'<", 

A'<*>,  etc.,  et  que  celles  que  nous  avons  nommées  B**’, 


B^',  B*’^  etc.,  deviennent  B‘“\  B'’>,  etc.;  mais,  dans 

ces  detix  cas,  les  séries  précédentes  sont  peu  conver- 
gentes; elles  le  deviennent  davantage  lorsqu’on  sup- 

j)Ose  f : et. si  l’on  fait 


a,  n)' 

cosy  -+-  {rt. 

a')" 

cos  a y -4- . 

déterminer  (u,  a' 

)et  ( 

r 

/ 

i.i\ 

’ n' 

I + 1 

—i 

1. 

\2/  a’  \ 

. 4 / 

a ' 

/i.i.3y  rt” 

1 

-t- 

\ 2 4 ■ 6 / 

-f-  • , 

•J’ 

n'  (" 

1 . 1 rt’ 

1 . I 

. 1 . 3 

« b 

2 . 4 

4.2 

.4.6  «'* 

1.3. 5.1 

.1.3. 

5.7  n' 

4-6. 8. 2. 4-6. 8.  lo  a' 


On  aura  par  ces  séries  les  valeurs  de  {a,  a')  et  de  {n,  a')' 
avec  tel  degré,  de  précision  que  l’on  voudra.  Dans 
la  théorie  des  planètes  et  des  satellites,  il  suffira  de 
prendre  la  somme  des  onze  ou  douze  premi(*i  s termes, 
et  l’on  pourra  négliger  les  suivants;  ou  plus  exacte- 
ment, comme  ces  termes  approchent  ensuite  de  plus 
en  plus  de  l’égalité,  on  les  sommera  comme  une  pro- 
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gression  géoniélrique  dont  la  raison  serait  • ~ 

les  valeurs  de  {a^  a')  et  de  {a,  a'J  ([ui  en  résnlleroiif 
seront  exactes,  à la  sixk''nie  décimale  près,  ce  qui  est 
plus  que  suffisant  dans  tous  les  cas.  Lorsqu’on  aura 
déterminé  ainsi  [a,  a')  et  {a,  a')\  on  aura  par  les  for- 
mules [b)  et  (c),  avec  le  même  degré  de  précision, 
les  valeurs  de  A'"*^  et  Si  l’on  fait  dans  la  première 

s = — - et  j = O,  elle  donnera 


\'<0)  , 


(«’  -(-  a'q  (a,  a')  -t-  3na'  ( n,  a'  )' 


{a”~a^Y 

Et  si  l’on  fait  j = — ^,  / = i dans  la  formule  (c),  on 
aura 

A '(O  — 4 aa' (a,  »'}■+■  3 («’  4-  a'»)(a,  «/  ■ 

(a'’ — a^Y 

ün  déterminera  ensuite  par  la  formule  (a)  .V''*  en 
fonction  de  et  de  A''*’,  quel  que  soit  le  nombre  /, 
et  l’on  en  déduira  B'*’  par  la  formule  (c).  Si  dans  les 
expressions  de  et  de  B<*\  trouvées  de  cette  ma- 
nière, on  substitue  pour  A'‘">  et  A'*'Meurs  valeurs  pré- 
cédentes, on  aura  les  formules  très-simples 

n(o) «(()  3 {a,  a') 

(a'*  — a’)’  (a'' — a’)’ 

52.  Voyons  maintenant  comment  se  formeront  les 
différences  successives  des  quantités  A'‘“’,  A'-**,  etc., 
B'“\  B''*,  etc.,  que  nous  venons  de  déterminer,  tant 
par  rapport  à a que  par  rappoi-t  à a'.  Pour  cela  reprc'- 
nons  l’équation  générale 

V~'  = - Af  ’ cosy  -+-  A)'^  cos -a  f 4- . .. . 

3 
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Si  on  la  diHérentie  par  rapport  à a,  on  observant  tpie 

^ 

^ — a cosf),  on  aura 

— as  [a  — a costp)  V ' — - + — cos  y 

^ da  da 


dA 


{») 


cosa9+...; 

mais  l’équation  \ z=  a'^  — aaa'  cos  y + n*  donne 

, V + a’ — a' 

a — a cosf  = 


2 a 


on  a 


donc 


ainsi 


V-^  H-  (a>  - a'»)  V-*-'  = - - - 


(>) 


2 S da 


a d a\'^ 


ad\['^ 


3 — COS  œ , — cos2ffl  — ..., 

S da  ^ 5 da  ' 

ou  bien,  en  mettant  pour\~‘  et  leurs  valeurs 

en  série, 


- Ai’’+  a['^  cosif  4-  A^’’  cos  2 Ÿ 4-.  • • 4-  («’— 

-) 

a d 


4-  Bi'^cosif  4-  BÎ’*cos2^  4-, . 


\ a d Ai'  a d Ai 
2 s da  s da 


■ cos  y 


s da 


cos  2 ç — . 


d’où  l’on  tire  généralement,  par  la  comparaison  des 
termes  affectés  de  cosinus  semblables, 


s {a”  — a')  g(i)  _ J (,) 

da  a ' n ‘ ’ 

OU  bien,  en  mettant  pour  B<‘>  sa  valeur  donnée  par  la 
formule  {b). 


_ i 

l'»a''4-{f4-2j)n’\  , 

^2(i— .f4-i)rt'\ 

da  ’ 

[ a~( a'’— a’)  ' 1 ' ' 

i a'’ — n’  / 

a!"’"”.  (i>) 


Digrtized  by  Google 


DU  SYSTEM  K DU  MONDE.  365 

Si  l’on  différentie  succossivemeiit  coüe  équation  par 
rapport  à a,  et  que  dans  les  équations  résidtantes  on 


substitue  pour  — ^ et 


d\\ 


(‘-4-0 


leurs  valeurs  détermi- 


da  da 

nées  par  la  formule  précédente,  à mesure  que  ces 
quantités  se  présenteront,  les  différences  successives 

de  sc  trouveront  toutes  exprimées  en  fonction  de 

Ai'’,  Ai"'"'’,  Ai"'"’’,  et  nous  avons  déjà  vu  comment  on 
déterminait  ces  valeurs. 

Si  dans  la  formule  (D)  on  suppose  elle  de- 

vient 

A'(0  _ /(a>+i)^'\  .,^,4-0. 
da  y fl  (a'" — "’)  / \ ) ' 

équation  qui  donne,  en  y faisant  successivement  i = o 
et  t = I , 


z/A'C) 

a 

A'(0) 

fl' 

da 

~ fl"— 

a}  fl'* 

— 

fl’^  ’ 

d\'i'> 

_ fl' 

A'I®) 

n 

•t 

A' 

da 

~ fl"— 

fl’  fl  ( 

a” 

-fl’)^ 

f/’A'C’ 

2 i 

\'(0)  I 

a’ 

— 3 fl’ fl' 

da’ 

(fl'’- 

-fl’)’"'  ^ 

fl(, 

• — a’  j- 

rf’A'c) 

2 fl'*  - 

AOO 

fl'(fl'’  — 

fl'  d\.'i>) 


a da 


da’ 

etc. 


fl’ (fl'’  — fl’)’ 


On  peut  donner  à ces  formides  une  forme  plus 
simple  en  substituant  à la  place  de  A'<®’  et  A''‘>  leurs 
valeurs  en  If®’  et  B ”,  valeurs  qu’on  obtiendra  aisé- 
ment par  les  formules  (i)  et  (u),  en  faisant  dans  ces 
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formules  i = o,  s = -■  On  aura  de  cette  manière  : 


aofl'BC',  A'(')=  aWBC)— (a’+o'’)B(>), 
, /r/A'Ct 

an  \ <ta 


- = fl'B(')  — flBW,  a ( =rt'>B'0  _ „„'B(*>, 


rtc. 


Lorsqu’on  aura  ainsi  déterminé  les  différences  suc- 
cessives de  A'*''  et  de  R"*  par  rapport  à ci,  il  sera  fa- 
cile d’en  conclure  les  différences  successives  des  mêmes 
quantités  par  rapport  à a! . Pour  cela  on  remarquera 
que  le  coefficient  A'*'*  résultant  du  développement 
par  rapport  à y d’une  fonction  homogène  de  a et  a' 
de  la  dimension  — i , est  lui-même  nécessairement 
une  fonction  semblable  en  a et  a'  de  la  même  dimen- 
sion ; par  la  propriété  connue  de  ce  genre  de  fonc- 
tion j on  a donc 


il’où  l’on  tire,  en  différentiani, 


elc. 

De  même,  le  coefficient  R''  résultant  du  développe- 
nii'nt  d’une  fonction  boinogéne  en  a et  a'  de  la  di- 
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On  aura  ainsi  les  différences  partielles  de  A''*’  et  de 
H'*’,  par  rapport  à a'  an  moyen  de  leurs  dilllérencc's 
partielles  relatives  à a. 

On  peut  observer  encore  que  les  valeurs  de  A'*'’  et 
de  restant  les  mêmes  lorsqu’on  y change  n en  a\ 
*'t  réciproquement,  ces  valeurs  et  celles  de  leurs  diffé- 
rences successives  serviront  à la  fois  dans  le  calcul 
tl('S  perturbations  des  deux  corps  m et  m'.  Lorsque 
la  valeur  de  A'^*^  sera  connue,  on  aura  celle  de  A'*'  par 
l’équation  A'‘*  = A'f'>,  i étant  un  nombre  quelconque 

différent  de  l’unité,  et  par  l’équation  A<'*=:A''^—  4;’ 

i étant  égal  à l’iinité. 


.*>5,  On  déterminera  donc  par  ce  qui  précède  les  dif- 
férentes quantités  cpii  entrent  dans  le  développement 
de  R en  série,  ('.onsidérons' de  nouveau  l’expn'ssion 
générale  de  ce  développement.  Pour  cela,  reprenons 
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la  valeur  de  R du  n"  48, 


>—  2 /•,  r,  cos  ( — «',)  + r]  +(:' 

r,  et  r[  étant  les  rayons  vecteurs  de  m et  m!  projetés 
sur  le  plan  des  xjr^  et  e et  e les  longitudes  de  ces 
rayons,  comptées  à partir  de  l’axe  des  x.  Représen- 
tons par(r,),  (e,),  (z),  et  par  (r;),  (e),  (z')les  parties 
des  valeurs  des  variables  r,,  e,,  z,  et  r' , e , z'  qui  dé- 
pendent du  mouvement  elliptique  ou  qui  sont  dues 
à la  seule  action  du  Soleil,  et  désignons  en  général 
par  la  caractéristique  o'  placée  devant  une  quantité, 
la  variation  finie  de  cette  quantité  due  à l’action  des 
forces  perturbatrices.  On  aura 

= (*',)  -t-  Z = (z)  + (?Z, 

f',  = 1 V.  = { t'O  + , z'={z')  + dz'. 

Telles  sont  donc  les  valeurs  qu’il  faudrait  substituer 
à la  place  de  r,  e , z,  etc.,  dans  l’expression  de  R pour 
avoir  la  valeur  exacte  de  cette  fonction;  mais  dr, 
d(\,  dz  et  dr[ , dv, , dz',  sont  nécessairement  de  très- 
petites  quantités  de  l’ordre  des  masses  m',  m”,  etc., 
puisque  ces  variations  sont  milles  quand  on  fait  abs- 
traction des  forces  perturbatrices;  il  n’en  saurait  donc 
résulter  dans  R que  des  ternies  de  l’ordre  du  carré  des 
masses,  puisque  cette  fonction  est  elle-mcme  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  à ces  masses.  Si  l’on  se  borne 
<lonc  à considérer  les  termes  du  développement  de  fî 
du  premier  ordre  relativement  aux  masses  perturba- 
trices, ce  qui  suffit  presque  toujours  jiour  les  planètes. 


r'  cos(<'|  — 


]• 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


3(îc) 

il  faiulra  substituer  seulement  dans  cette  fonction,  à 
la  place  de  r , e , z,  r’,  e , z'  leurs  valeurs  elliptiques. 

Ou  aura  ainsi 

/;  = (r),  = z = (z), 

= z'=(z')- 

Désignons  par  r le  rayon  vecteur  de  m dans  son 
orbite  elliptique;  par  e la  longitude  de  ce  rayon  comp- 
tée dans  le  plan  de  l’<frbite  à partir  de  son  intersec- 
tion avec  le  plan  fixe  des  x,  j'",  et  par  a la  longitude 
de  cette  ligne  comptée  sur  ce  dernier  jilan  à partir 
de  l’axe  des  abscisses  x,  en  sorte  que  (rj  représente 
la  projection  du  rayon  vecteur  r,  et  — a la  projec- 
tion de  l’angle  e;  nommons  enfin  o l’inclinaison  de 
l’orbite  de  m sur  le  jilan  fixe  : nous  aurons  par  le 
n"2o,  en  bornant  les  approximations  aux  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  in- 
clinaisons, 

• /’=(/•)  =i  /■  ^ 1 — i tang*  f sin’  ej  » 

e = (e)  = e -I-  a — tang*^<psin2e; 

ou  bien,  en  mettant  à la  place  de  r et  e leurs  valeurs 
données  dans  le  u"  2i-, 

nj  I - cos (//^ +£-«)-!- -<■'’['  -ros  2 (ac-|-£-w)]|  lang’y  sin’(«/-t-£-a)J , 

• 5 

«£  -h  £ -t-  2 csin  (ni  + c — w)  -H  7 c’sin  %{nt  -ht  — w) 

— tang’^o  siti2  (ni  -h  c — x), 

a étant  le  demi-grand  axe  de  l’orbite  de  m,  c l’excen- 
tricité, w la  longitude  de  son  périhélie,  et  ni  -4-  £ la 
I.  24 
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longitude  moyenne  de  la  planète  comptée  de  la  même 
origine  que  l’angle  a. 

En  comparant  les  valeurs  précédentes  de  r et  e,  à 
celles  que  nous  leur  avons  supposées  n“  48,  savoir, 

r,  = rt(n-u),  e = H- £ -f- U, 

on  aura 


,(—  — ecos(n<+« — w)-t-  7^’[i — cos2(/if-|-« — w)]  — - tang’ŸsiI^’(/^^^-t — a)y 


O I 

v=.  2 esin  (nt-^t — «)-t-  ^ sin  2 {rtt+t — w) — tang’  — y sin  2 [ni  -h  s — «). 


Si  l’on  désigne  par  ii',  e',  n',  e',  w',  a'  et  ç'  par  rap- 
port à m' les  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
a,  e,  n,  £,  w,  a et  ip  relativement  à m,  on  trouvera  de 
la  même  manière 


u'=  — e'  cos(«'<  + c'-w')-t-  -cos2(/i' f-l- £'-&>')]-  tang-(ji'sin’(n'/-t-»'-“')> 


O I 

v'=  2 r'  sin  (rt'  f + 1’-»')  -f-  ^ e*’  sin  2 («'  f-f-s' — w') — tang’  - y'  sin  2 {«'  /4-«' — *'). 


Enfin  on  aura  pour  déterminer  z et  z', 

a ==  r,  tangy  sin  (f,  — a)  et  a' = /;  tang sin ( r'  — a'). 


Telles  sont  par  conséquetit  les  valeurs  qu’il  faudra 
substituer  à la  place  de  u,  v,  z,  n\  v\  z'  dans  le  déve- 
lojtpement  de  R du  n“  48,  et  l’ou  aura  ainsi  la  valeur 
de  cette  fonction  exacte,  atix  quantités  .près  du  troi- 
sième ordre  jtar  rapport  aitx  excentricités  et, aux  in- 
clitiaisons. 

Si  à la  place  des  iticlinaisons  © et  ç'  des  orbites  de 
m et  de  m'  sur  le  plati  fixe,  et  des  longitudes  a et  a' 
de  leurs  tiœitds,  on  \etit  introduire  datis  R les  varia- 
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blés  P et  f/  que  nous  avons  considérées  n"  4i,  et  leurs 
analogues  p'  et  ç',  on  fera  comme  dans  ce  numéro, 

yy  = tang©  sina,,  </ = tangç cosa, 

d’où  l’on  tire 

tangy  = v/>*-+-7%  tanga  ='^. 

On  aura  de  même 

tangy'  = -t-  9'»,  tanga  = 

On  aura  ensuite 

^ = f]r-p^7  z'=q'f'— p'x'. 

('.omme  la  fonction  R ne  contient  que  les  carrés  et  les 
produits  de  z et  z'  et  (jue  p,  q,  p'  et  q',  sont  des  quan- 
tités de  l’ordre  des  inclinaisons  f et  (p',  il  suffira  de 
substituer  à la  place  de  x ctj',  x'  et  y'  dans  ces  équa- 
tions, leurs  valeurs  indépendantes  des  excentricités  et 
des  inclinaisons  : on  a dans  ce  cas 

X z=z  a cos(nt  -1-  e),  J = a sin(n<  -1-  e), 
x'  — o'cos(n't  -+-  ê'),  y'  = n'sin(n'<  -t-  e'); 
ce  rpii  donne,  par  conséquent, 

' ^ = <7  siii(/2t -T- e) — /ycos(rtt -I- e), 

— = r/'sin(«'^  + c')  — p'  COS' ri'  t + e'). 

Si  l’on  substitue  ces  diverses  valeurs  dans  l’expression 
de  R du  n“  4S  et  (ju Ou  ne  conserve  que  le  premier 
ferme  du  développement,  c’est-à-dire  le  terme  indé- 
pendant des  angles  nt  et  n'  t,  on  trouvera  pour  la  va- 
leur de  la  (piantité  que  nous  avons  désignée  par  K 

24. 
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dans  le  n"  <(>, 


Si  dans  cette  expression  on  fait  = A'<“’  et 
A^'’=  A'<**  — pour  A''®>,  A'*'>  et  leurs  diffé- 


rences partielles,  on  substitue  leui-s  valeurs  en  B*®>  et 
B'*>  données  dans  le  n°  52,  en  remarquant  que  l’on  a 


a 


m 


-+-  = a 
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la  valeiir  précrdente  de  !•’  prend  celle  l'orme  plus 
simple,  ' 


Fc  — A<*)  • 


^ aa’  Bi‘)  [e’  c’  — (//  — ( 9'  — 7 )’]  j 

— ^ — rtw'Bf*)  — (a’ -E  n'*)  B^'lJ  et/  cos(w'—  w).  ^ 


li^nlln,  si  dans  cette  expression  on  substilne  pour 
B et  B'”  leurs  valeurs 


B<"'== 


2 {(J,  a') 

(fl'»  — fl’p’ 


on  aura 


B')  = 


— 3(fl,  fl')' 
(fl'»  — fl»)’  ’ 


„ ni'  , . Z m’ an' in,  a'Y  ^ 

2(fl'»  — fl’)»  ^ ‘ 


(") 


On  peut  encore  donner  une  autre  forme  à celle  ex- 
pression, en  faisant,  comme  dans  le  n”  46, 

i = esinu,  t = ccosw,  />'=e'sinu',  c'=c'cosm'. 
On  trouve  alors 


m'  . Zni'  an'(  a,  a'  , ,,  , , , , , , 

T — — |jé=+c»-4-i  >-4-c »-(/.  ~p)'—{q  -9)’] 

3fl/'[flfl'(fl,  fl')  •+■(«» -f- fl'»)  (fl,  fl'  1} 

2 (fl'»  — fl’)»  ^ 


(/’) 


Kir  substituant  à la  place  de  la  fonction  K sa  va- 
leur («)  dans  les  formiiles*(i  i)  de  l’article  46,  ou  sa 
valeur  (p)  dans  les  formules  (ta),  on  aura  par  la  dif- 
ierentiation  de  chacun  de  ses  termes  les  variations 
différentielles  des  éléments  de  l’orbite  de  //i,  exactes 
aux  ipianliU^  près  du  second  ordre,  par  rapport  aux 
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excentricités  et  aux  inclinaisons,  que  nous  n-gardons 
comme  de  très-petites  quantités  du  premier  ordre. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  A™  ainsi  que  les  fonc- 
tions de  rt  et  u' qui  sont  représentées  par  des  paren- 
thèses dans  la  valeur  de  F,  étant  symétriques  jiar  rap- 
port à ces  deux  quantités,  cette  valeur  ne  varie  pas 
lorsqu’on  y change  n,  h,  c,  p,  q,  en  a',  //,  c\  p',  q\ 
et  réciproquement,  de  sorte  que  si  l’on  fait  F = m'F', 
la  fonction  F'  sera  la  même  pour  les  deux  planètes,  et 
pourra  servir  simultanément  pour  le  calcul  de  leurs 
perturbations.  C/est  d’ailleurs  ce  (|u’on  peut  conclure 
à priori  de  l’expression  de  R,  En  effet,  on  a 

R=m'  r ■ - + 

(ï'— l)’ 

Il  est  aisé  de  se  convaincre,  et  nous  pi  ouverons  dans 
le  chapitre  suivant,  que  lorsqu’on  n'a  égard  qu’aux 
termes  du  premier  ordre  par  rapport  aux  masses  per- 

turbatrices,  la  partie ^ de  la  valeur  pré- 

cédente ne  produit  dans  le  développement  de  R que 
des  termes  périodiques,  en  .sorte  que  la  partie  non  pé- 
riodique de  R,  que  nous  avons  désignée  par  F = m'F', 
ne  peut  provenir  que  de  la  partie  non  périodique  de 
la  fonction 

+ (y  _ jY  (2'  - zY  ] ■ ", 

d’où  il  suit  que  F'  est  égarà  la  partie  non  périodique 

de  la  fonction  [(j:'  — xf  -4-  {j'  — jY  ~ ^)*]  J 
développée  en  sinus  et  cosinus  d’angles  croissants  _ 
proportionnellement  au  temps,  et  que  par  conséquent 
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sa  valeur  est  la  même  pour  la  planète  m et  pour  la 
planète  ni' . 

54.  Après  cette  digression  indispensable  sur  le  dé- 
veloppement de  R en  série,  reprenons  les  formules 
générales  que  nous  avons  trouvées  tlaiis  le  chapitre 
précédent  pour  déterminer  les  variations  séculaires 
des  éléments  du  mouvement  elliptique,  et  dévelop- 
pons les  conséquences  importantes  qui  en  résidtent 
relativement  à la  stabilité  de  notre  système  planétaire. 
Considérons  un  système  composé  d’un  nombre  quel- 
conque de  corps  m,  m' , m",  etc.,  réagissant  les  nus 
sur  les  antres.  Nommons  n',  //,  c',  //,  7',  c',  u',  a', 
f'  par  rapport  à m' ; a",  b",  c",  p" , q",  e",  w",  a",  œ" 
par  rapport  à m",  et  ainsi  de  suite,  ce  que  nous  avons 
nommé  a,  b,  c,  p,  q,  e,  u,  a,  <p  relativement  à m. 
Substituons  pour  sa  valeur  dans  l’expression  {p) 
de  F,  et  faisons,  pour  abréger, 

«’’)  (a,  a')  3 /ia’  (a,  n’)'  3aa’  [a,  «')’ 

(fl'’ — ii'Y  2.4(fl'’  — fl’)' 

X[*’-t-  c’-+-  r’’  — (/>'  — />)’  — (7'  — <7)’] 

flfl'(fl,  fl')-t-(fl’4-«'’)(fl,  fl')'] , , , . 

2 (fl'’— fl’)’  ' ’’ 

en  désignant  par  1 la  somme  de  tous  les  termes  sem- 
blables aux  précédents  qu’on  obtiendra  en  combinant 
entre  elles  deux  à deux  et  de  la  même  manière  les 
masses  m,  m',  m",  etc.,  et  les  quantités  qui  leur  sont 
relatives. 

Si  l’on  sid)stitiie  L à la  place  de  F dans  les  for- 
mules (ii)  et  (12)  du  11”  4(î,  on  aura  des  équations 
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difierentielles  au  moyen  desquelles  on  déterminera 
les  variations  séculaires  des  éléments  b,  r,  p,  q de  l’or- 
bite de  m,  caiisé«*s  jiar  l’action  des  corps  m',  ni",  etc.; 
et  comme  la  fonction  Lest  symétrique  j)ar  rapport  à 
tous  les  corps  du  système,  il  suffira  de  marquer  suc- 
cessivement d’un  accent  dans  ces  formules  les  lettres 
m,  h,  c,  p,  q pour  avoir  les  variations  des  mêmes  élé- 
ments relatifs  aux  orbites  de  m',  m",  etc.  En  négli- 
geant les  carrés  et  les  puissances  supérieures  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons,  et  en  se  rappelant  que 
I,  <!'’«'“=  I,  etc.,  on  obtiendra  de  cette  ma- 
nière le  système  d’équations  différentielles  suivant  : 


db  = 

il 

de  = 

dt  d L 

m sff^ 

m^a 

dp  = 

dt  dl^ 

dq  = 

dt  d L 

m ^ U 

db'^ 

dt  dL 

de'  — 

dt  d L 

/«'  s/fp 

ni'sfPP'lb'" 

dp'  = 

tU  f/L 
m'  a' 

II 

dt  dh 

m'  •f?  4’’’ 

db"= 

lit  d L 

f/c"  = 

dt  c/L 

dp"= 

de  d\j  * 

II 

dt  dh 

m"  sJ7,"  ’ 

(M) 


etc. 


La  forme  simple  et  symétrique  de  ces  forniirles 
fait  connaître  plusieurs  relations  qui  existent  entre 
les  variations  séculaires  des  éléments  d’un  système  de 
planètes  m,  ni',  m",  etc.  On  tire  d’abord  des  équa- 
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rfL  f/L  , , 

f/L 

„ dh 

db  H — — de  = 0, 
de 

etc.. 

-db+^dc=o, 

db" 

II 

1 

1-ë 

+ 

dh  , , dL  . , 

dh 

„ d L . >• 

Hp  + —dq=o, 
etc. 

-dp+-dq=o. 

dP' 

dp  +-^,dq  = 

£t  comme  I>  est  une  fonction  des  variables  n,  b,  c,  p, 
<7,  a',  b',  etc.,  indépendante  du  temps,  et  cpie  d’ail- 
leurs a,  ft\  a",  etc.,  sont  constants,  n°  i6,  pai»  rap- 
port aux  variations  séculaires,  il  s’ensuit  qu’on  aura 
r/L  = O,  et  par  conséquent  L = constante,  équation 
qui  doit  subsister,  quelques  variations  que  les  élé- 
ments b,  c,  /?,  q,  b',  c',  etc.,  subissent  dans  la  suite 
des  siècles. 

Si  l’on  midliplie  les  équations  (M),  la  première  par 
m\'ab,  la  seconde  par  m \iac,  la  cinquième  par 


m'\la'b',  la  sixième  par  m'\’a'c',  et  ainsi  de  suite, 
qu’on  ajoute  entre  eux  ces  différents  produits,  on 
aura 


m \[n  [bdb  cdc  ) m'  \j  a'  [b’  ilb'  + c'  de'  ) m"  ( b"  db"  c"  de"  ) 


tic* 


db' 


„ rfL 

de"  db" 


Il  est  aisé  de  se  convaincre  que  le  .second  membre  de 
cette  équation  est  nul  de  lui-même  par  la  nature  de 
la  fonction  L.  Si  l’on  observe  donc  que  les  demi- 
grands  axes  rt,  a'',  a",  etc.,  sont  constants,  et  que 
-t- c*  =-•  e*,  -t- c'“  = e'*,  etc.,  l’équation  précé- 

dente donnera,  en  l’intégrant, 

m\jae^  m'\ln'c'^  -I-  in"  \’n"e"^  = cousf.  (e) 


Digitized  by  Google 


37«  ÏHÉORIK  ANALYTIQUE 

C’est-à-dire  que  la  somme  des  niasses  des  différents 
corps  du  système,  multipliées  par  les  racines  carrées 
des  demi-grands  axes  et  par  les  carrés  des  excentrici- 
tés de  leurs  orbites,  sera  la  même  dans  tous  les  temps. 
Si  l'on  suppose  donc  cette  somme  très-petite  à une 
certaine  époque  et  tous  les  radicaux  \/a,  \ a',  etc.,  de 
même  signe,  elle  demeurera  toujours  peu  considéra- 
ble. Nous  verrons  bientôt  que  cette  remarque  assure 
relativement  aux  excentricités  des  orbes  planétaires 
la  stabilité  du  système  du  monde. 

Si  l’on  multiplie  les  équations  (M),  la  troisième 
par  m \'np,  la  quatrième  par  in  \nq,  la  septième  par 
m'  \ia' p',  et  ainsi  de  suite,  qu’on  intègre  la  somme  de 
ces  produits  en  observant  que,  par  la  nature  de  la 
fonction  L,  on  a 


'Ih 

Tij; 


,r/L 


f/L 


<n. 


on  trouvera 


O, 


m \fâ {}>'-¥■  7’)  -h  m' sfa"  + m"  sja"  {p'"‘+  7"’)  H const.  (/) 

D’ailleurs,  en  nommant  (p,  p',  <p",  etc.,  les  inclinaisons 
des  orbites  de  m,  m',  m",  etc.,  sur  le  plan  fixe  des  xjy 
on  a 


/j’-t-  7’=  tang’if,  //’-(-  7'’=  tang’o',  p"’-h  7“’  = tang’if",  etc. 
L’équation  précédente  donnera  donc 
rn  \fâ  Uing’y  -|-  m'  \ja'  tang’7'  + m"  \ja"  tang’  q”  -¥•  ■ ■ = const.,  (/) 

équation  d’où  l’on. tirera,  relativement  aux  inclinai- 
sons des  orbites,  des  conséquences  analogues  à celles 
qu’a  fournies  l’équation  (c)  par  rapport  à leurs  ex- 
centricités. 
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Si  l’on  multiplie  les  mémos  équations,  la  troisième 
par  m\Ja,  la  septième  par  m’\a',  et  ainsi  du  reste, 
qu’on  les  ajoute  ensuite;  si  l’on  multiplie  la  quatrième 
par  r/jyrt,  la  huitième  par  m'yV?,  et  ainsi  de  suite; 
qu’on  ajoute  les  produits,  et  qu’on  intègre  les  deux 
sommes  résultantes,  en  observant  tpie  par  la  nature 
de  la  fonction  L,  on  a 

rfL  f/L  rfL  I-/L  dh  rfL 

dq  dq  dq  dj>  d/i  dp 


on  aura  les  deux  nouvelles  intégrales  suivantes  : 


m \fâj)  m' sja' p'  + m"  p"  + • . . = l’orist. > J ^ 

m\Jaq  m'  \ja'  q‘  4-  m"  ^a"  q"  + . . . = const.  { 

Si  l’on  multiplie  la  première  des  équations  (M)par 
in\'nc,  la  seconde  par  — ins^'ab,  la  troisième  par 
m\'aq,  la  quatrième  par  — m\ap,  la  cinquième  par 
m'\a'c',  et  ainsi  de  suite,  et  cpi’on  ajoute  entre  eux 
les  produits  résulta^its,  on  aura 


(c'db' — h' de’ 


-4-  mtja 


dt  / 

qdp—pdq\ 
dt  i 


\ 


dt 


'.,0 


+-WI  \a 


dt 


\ [c"db"  — b"dc"\ 

] + ... 


rfL  rff.  , rfL  ,„rfL  „rfL 


rfL  rfL  , rfl,  , rfL  „ rfL 


,fPL 

Tq" 


4-. 


Or,  la  quantité  que  représente  L étant  une  fonction 
homogène  ilu  second  ordre,  par  rapport  aux  varia- 
bles b,  c,  (/,  b\  c',  etc  , on  a,  par  la  propriété  de  ces 
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sortes  de  fonctions, 


«C«l^  (ZLj  », , 

b -rr  -i-  c — 0 ~yj~,  ~i"  ^ zry  • 


M 
(/L 

P dp 


'îh 

de 
dL 


db' 


" de' 


, </L  , </L 

P dj;''^'i  d^' 


= aL. 


On  a d’ailleurs,  d’après  les  valeurs  de  b,  c^  p,  q,  b\ 
d,  etc., 


cdb  — bdc  = c^dtù,  d db'  — b'  dd  = e'*^/w', 
c”db'’—  b" de"  = c'”* dtù" , etc., 
qdp  — pdq  — tang’iprfa,  q'dp'—  p' dq'=  tang*ç'f/a', 
q" dp"  — p"dp"  = tang’  ip"  da",  etc.  , 
L’équation  précédente  deviendra  donc 


l-e'dvt  i—c'da  i—c'dvi 

m\Ja  — h OT  ya  — j \- m ya  — • 

’ dt  de  ' dt 

,-tanc’orfa  , r^tane’is'rfa'  <— tanc’ , I 

4-OT  v'fl  - - +/«  yV  — ^ 1- m ' \!n"  — *v  ; I-...  = 2L,' 

' dt  de  'de 


{b) 


et  comme  la  fonction  Lest  constante,  on  peut,  dans 
le  second  membre  de  cette  équation,  substituer  sa 
valeur  à un  instant  quelconque.  D’ailleurs,  comme 
les  variations  séculaires  des  (‘xcentricités  et  des  incli- 
naisons, tant  qu’on  ne  considère  que  les  termes  du 
premier  ordre  par  rapport  à ces  quantités,  sont  don- 
nées par  des  formules  absolument  indépendantes  entre 
elles,  on  peut  supposer  les  orbites  de  m",  etc., 

dans  le  même  plan,  lorsque  l’on  ne  considère  que  les 
variations  des  excentricités,  ou  les  siq)poser  circu- 
laires, lorsque  l’on  considère  celles  des  inclinaisons. 
En  faisant  donc  tour  à tour(p  = o,  — o,  9"=  o,  etc., 
et  c = O,  e'  — O,  c"=  o,  etc.,  dans  récpiation  précé- 
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tleiitc,  on  aura  séparément, 


r-C‘d  0 

>»sra-- 


m y a 


■ e"'da> 


dt 


• m \ja'  H . • . = const. 

’ dt 


,-tanK’(p</*  , ^tang’a'f/a'  „ /-r.tang’o Va  . i 

V'a' f-/«  V«  - . hm  \ja"  — h-.-=consl.  ' 

dt  ' dt  ' dt 

- du  du'  dx  da! 

Ix's  quantités —»  — j- ? etc.,  —»  etc.,  expriment 


{'■) 


les  vitesses  angulaires  des  •mouvements  des  périhélies 
et  des  nœuds  des  différentes  orbites;  les  équations 
])récédentes  donnent  par  conséquent  une  relation  qui 
doit  loujoiii-s  exister  entre  ces  vitesses,  et  montrent 
t[u’elles  ne  jiourront  pas  croître  indéfiniment,  si  on 
les  suppose  toutes  de  même  signe,  ainsi  que  les  radi- 
caux \ja,  \a',  etc. 

Les  diverses  équations  auxquelles  nous  venons  de 
parvenir  expriment  des  relations  qui  doivent  toujouis 
subsister  entre  les  éléments  des  orbites  de  m,  in',  etc., 
regardées  comme  des  ellipses  variables  à raison  de 
l’action  mutuelle  de  ces  corps,  quels  que  soient  les 
ehaugements  que  ces  éléments  éprouvent  dans  la  suite 
des  temps,  du  moins  tant  (pi’on  n’aura  égard,  dans 
la  détermination  de  leurs  valeurs,  qu’à  la  première 
puissance  des  excentricités,  des  inclinaisons  et  des 
forces  perturbatrices.  Elles  fournissent  par  conséquent 
autant  d’équations  de  condition,  au  moyen  desquelles 
on  |)ourra  vérifier  ces  valeurs  lorsqu’on  les  aura  dé- 
terminées. 


55.  Considérons  en  particulier  les  mouvements  des 
orbites  de  deux  planètes  m et  m’  que  nous  suppose- 
rons assez  éloignées  des  autres  corps  du  système,  pour 
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tjii’ils  n’aieiit  sur. elles  aucune  influence,  en  sorte  que 
ces  deux  planètes  forment  entre  elles,  avec  le  Soleil, 
une  sorte  de  système  particulier.  Nous  verrons  dans 
la  suite  que  ce  cas  est,  à très-peu  près,  celui  de  Jupiter 
et  de  Saturne. 

Si  l’on  prend  pour  plan  fixe  le  plan  de  l’orbite 
de  m à une  époque  quelconque,  qu’on  nomme  -y  l’in- 
clinaison mutuelle  des  deux  orbites,  que  nous  sup- 
poserons toujours  très-petite,  on  auraçi  = o et  (p'=y; 
d’ailleurs,  d’après  la  remarque  que  nous  avons  faite 
dans  le  numéro  précédent,  si  l’on  ne  considère  que 
les  variations  des  inclinaisons,  on  peut  supposer  nulles 
les  excentricités  dans  la  valeur  de  la  fonction  b,  qui 
devient  simplement  alors 

L \ 

La  fonction  \I  doit  demeurer  constante,  quelques  va- 
riations que  subissent  les  quantités  p'  et  f/';  on  a d’ail- 
leurs//^-H  7'“  = lang^y.  L’équation  précédente  don- 
nera donc 

tangç'  = tang7  = constante, 

c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  l’inclinaison  mutuelle 
des  deux  orbites  est  toujours  la  meme. 

Déterminons  le  mouvement  des  noeuds  de  l’orbite 
<le  m'  sur  l’orbite  de  m.  Si  dans  la  formule  (5)  du 

n”  4-li  on  rem|)lace  H par  ^ L',  on  aura 
da'— 

~ il,'  — T'q 

Lu  substituant  dans  cette  expression,  à la  place  de 
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L'  sa  valeur  précédente,  et  en  négligeant  les  termes 
du  second  ordre,  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  on  trouve 

(la!  3 <7a' (a,  rt' )' 

[a’’' — a’)’ 

c’est  l’expression  de  la  vitesse  angulaire  du  mouve- 
ment du  nœud  de  l’orbite  de  ni'  sur  le  plan  de  l’orbite 
de  m.  On  voit  que  cette  vitesse  est  constante.  Le  mou- 
vement de  l’intersection  de  deux  orbites  pendant  le 
temps  <,  en  vertu  de  l'action  mutuelle  de  m et  de  /«', 

, 3 ni  aa'  la,  n')'  , , , i.  i . ■ 

sera  noue  — = — — t sur  le  plan  de  1 orbite  de 

4v'a'(a'’— a«)>  ‘ 

m : le  mouvement  de  cette  intersection  pendant  le 
même  intervalle  sur  le  plan  de  l’orbite  de  m'  sera 

3 m' aa'  ( a,  a'  )' 

4 (a'*  — a’)’ 

temps  ne  variera  pas.  • 

Concevons  un  plan  fixe  intermédiaire  entre  ceux 
des  deux  orbites,  et  passant  par  leur  commune  inter- 
section. Soit  <p  l’inclinaison  de  l’orbite  de  m,  et  ç' 
l’inclinaison  de  l’orbite  de  m'  sur  ce  plan,  en  sorte 
rpi’on  aity'-hç=7.  mouvement  des  nœuds  de 
cbacnnc  des  deux  orbites  sur  le  plan  fixe  sera  déter- 
miné par  les  équations 

d a 

lit 

(ly 
(U 

L ayant  la  même  signification  que  dans  le  n*’  aï. 


i et  leur  inclinaison  mutuelle  pendant  ce 
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Si  l’on  n’a  égard  qu’à  l’action  imitnelle  de  deux 
planètes  in  et  m\  et  qu’on  substitue  pour^,  q,  p',  q' 
leurs  valeurs  n”  55,  dans  la  fonction  L,  on  aura,  aux 
quantités  près  du  second  ordre  en  ç et  ç>'. 


= o; 


d’où  l’on  voit  d’abord  que  les  mouvements  instanta- 
nés da.  et  da'  des  nœuds  des  deux  orbites  sur  le  plan 
fixe,  se  font  en  sens  contraire,  ce  qui  résulte  en  effet 
de  ce  que,  par  la  construction,  le  nœud  ascendant 
de  l’une  d’elles  coïncide  avec  le  nœud  descendant  de 
l’autre,  et  réciproquement.  On  voit  de  plus  que  si 
l’on  fait 

m v'rt  (i  — e*)  siu  f = m'  \/u'  (i  — e”)  sin 

on  aura,  pour  un  instant  quelconque,  da=  — du', 
c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas,  l’intersectiou  commune 
des  deiFx  orbites  restera  toujours  sur  le  plan  que  nous 
venons  de  considérer,  pourvu  qu’il  partage  l’angle  y 
de  manière  à ce  que  les  angles  ç et  9'  satisfassent  à 
l’équation  précédente. 

Cette  équation  combinée  avec  la  suivante  qui  n’est 
qu’une  extension  de  l’équation  (/)  du  n“  54,  et  que 
nous  démontrerons  dans  la  suite. 


in \a  ( I — e'*)  sin®  tp  -h  in'  \ja'  (i  — e'*)  sin’  œ'  = c“, 
donne 


sin’ç  = 
sin’ç'= 


m’  \ja'  {\  — ~e'‘  ) c' 

m \U}  ( I — (■’)[  n/  \u  ( I — c‘)  -1-  rn'  sjn'  ( 1 — ) j 

m \ a (1  — ) c’ 

m'  \in'  (i  — e'‘)  [w  — e’)  -+-/«'  Va'(  I — j 
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Ces  valeurs  nioiilreiit  <[ue  les  deux  angles  ç et  o' 
sont  eonstants;  les  inclinaisons  des  oi'bites  de  m et  de 
m'  sur  le  plan  fixe  sont  donc  invariables,  ainsi  qiu* 
leurs  inclinaisons  nmtuell<*s;  ces  trois  jilans  auront 
toujours  une  intersection  commune,  et  le  mouvement 
de  cette  intersection  sera  uniforme.  Nous  verrons 
dans  la  suite  que  le  plan  qui  jouit  de  cette  propriété 
remarquable,  est  celui  du  maximum  des  aires,  que 
nous  avons  nommé  plan  invariable  dans  le  n"  2«>  du 
premier  liviv. 

î>6.  Il  nous  reste  à con«dérer  la  variation  de  la  lon- 
gitude £ de  l’époque.  La  troisième  des  formules  (ii) 
du  n“  46  (|ui  la  détermine,  peut  être  mise  sous  cette 
forme  : 

rfs  = (i  — V ' — ®*)  ~ 

Si  dans  cette  formule  on  substitue  à la  place  de  F la 
fonclifm  — L du  n"î>4,  pour  avoir  des  forinules  sv- 

m ' 

métriques  pour  toutes  les  planètes,  on  aura 

, / T,\  , 'i.it' ndl  tf\, 

rt£  = ( I — V I — C*  ) t/w J— 

Désignons  par  £',  c",  etc.,  ce  que  devient  e relati\e- 
nient  aux  planètes  /«',  m",  etc.,  nous  aurons,  pour 
déterminer  les  variations  ^/e',  r/j",  etc.,  des  formules 
analogues  à la  précédente,  en  mart|uant  successive- 
ment d’un  accent  dans  celles-ci  les  lettres  m,  «,  a, 
e,  U.  Cela  posé,  si  l’on  multiplie  ces  différentes  for- 
mules, la  première  par  ni\a,  la  seconde  par  m'  \ a' 

I.  a-5 
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(“t  ainsi  tle  suite;  (|ii’on  les  ajoute  en  observant  qn’on 
a généralement  an  \ja  = i , on  trouvera 

m sjn  di  + m'  sja'  di  + iii"  ^ a'  d t"  -h . . . 

= ni  \'a{i  — ^ i — c’  ' dt,> 

-f-  m' — v^l  — c"‘]  r/u'-e  m"  xj a"  {\  — \j \ — <■"')  rfw"-+-  . . . 


— 2 


dla  , f/L 
d^' 


'ih 

dü" 


I.  étant  une  fonction  lioinogene  en  a,  a',  a",  etc.,  <*le 
la  tlimension  — i ; on  a,  pai-  la  propriété  de  ces  fonc- 
tions, 


a 


dL 

da 


.n, 

du’ 


IL 

lin" 


L. 


Nous  avons  vu  (n".*ü)  que  la  fonction  L est  con- 
stante par  rapport  aux  variations  séculaires  des  élé- 
ments de  /M,  m',  etc.;  d’ailleurs,  si  l’on  néglige  les 
puissances  des  excentricités  supérieures  à la  deuxième, 
on  a,  numéro  cité. 


m \'a{l  — y/ 1 — <?’)  da  -f-  w'  y/a'  ( i — y/ 1 — c'*)  da' 

-f-  m”  V^a"  (i  — y/l  — c"’)  da"+ . . . 

— — m y/«  c'  da-\ m'  J n’  c'x  tla' — m"  xJ a"  e"’da"-{-  ...  — Cdf, 

2 ’ 2 ’ 2 ' 


C'<  étant  une  constante  invariable. 

On  aura  donc  enbn, 

i—di  , ,—  dt'  ,,  — 7,dt"  , , 

v«  v«  (0 

relation  semblable  à celle  qui  existe  entre  les  longi- 
tudes des  périhélies  et  des  nœuds,  et  dont  on  peut 
tirer  des  conséquences  analogues. 
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Si  l’on  lu'  veut  considérer  dans  le  j)iemier  inem- 
hre  de  l'éqnation  précédente  que  les  termes  de 
di 

— 1 etc.,  qui  sont  proportionnels  an  temps,  on  pourra 

faire  abstraction  de  la  constante  du  second  membre. 
On  aura  donc  entre  ces  termes  l’équation 

m\jath-h  m'  a' (W ->t-  m" \la" dz" ->r  . . . = o,  [t) 

d’où  il  suit  que  la  somme  des  termes  des  longitudes  z, 
5',  c",  etc.,  proportionnels  au  carré  et  aux  puissances 
supérieures  du  temps,  multipliés  respectivement  par 
m \(i,  m' \Ja' , m"  \n'\  etc.,  est  constante.  On  retrouve 
donc  entre' ces  parties  des  variations  séculaires  de  la 
longitude  de  l’époque,  les  mêmes  relations  (pi’on  re- 
marque entre  celles  des  carrés  des  inclinaisons,  et,  en 
général,  entre  les  inégalités  dont  les  périodes  sont  très- 
longues. 


.'>7.  Nous  avons  fait  voir  que  la  fonction  b,  et  par 
conséquent  la  fonction  F du  n°  i(î,  ne  varient  pas 
lor.squ’on  y fait  varier  les  éléments  rt,  ù,  c,  /),  q de  la 
planète  troublée  et  des  j)lanètes  perturbatrices,  en 
vertu  de  leurs  inégalités  séculaires;  c’est-à-dire  qu’on 
aura  tou  jours 


dŸ  , dV  , f/F  , 

— de  + — dp  df/  + . . ,z=  O. 

fie  a P flq 


Nous  n’avons  démontré  cette  proposition  qu’en 
portant  l’approximation  jusqu’aux  termes  de  l’ordre 
du  carré  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
■sons;  mais  il  est  facile  de  l’étendre  à toutes  les  puis- 

?,'i. 
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sauces  de  ces  cléments.  En  (‘Ifet,  si  l’on  snhstiinc  à la 
place  de  f/rt,  etc.,  da',  r/é',.etc.,  leurs  valeurs  dé- 
terminées par  les  formules  (i  i)  du  n"  i6,  l’équation 
précédente  se  vérifiera  d’elle-mème;  d’où  l’on  peut 
conclure  que  la  fouclion  E est  rigoureusement  con- 
stante par  rapport  aux  variations  séculaires  de  la  pla- 
nète troublée  et  des  planètes  perturbatrices. 

Au  reste,  cette  propriété  de  la  fonction  E n’est  qu’un 
cas  particulier  d’une  propriété  plus  générale  dont  jouit 
la  fonction  H,  et  ipii  consiste  en  ce  que  si,  après  y 
avoir  sulistitué  à la  jilace  des  coordonnées  x,  y,  z de 
la  |)lanète  troublée,  leurs  valeurs  elliptiques,  ou  re- 
garde cette  quantité  comme  une  fonction  du  temps  l 
et  des  six  éléments  rt,  £,  c,  u,  <p  et  a de  l’orbite  de  /«, 
(pi’on  la  difl’érentie  ensuite  par  rapport  à ces  mêmes 
éléments,  la  fonction  ré*sultante  sera  identiquement 
égale  à zéro.  Ce  qui  doit  résulter,  en  eftet,  de  ce  que 
la  quantité  que  nous  avons  représentée  par  R étant 
nue  fonction  finie  des  trois  variables  a',  j',  z qui  dé- 
terminent à chaque  instant  la  position  de  la  planète 
;/i,  la  différentielle  première  de  R,  conformément  aux 
principes  généraux  de  la  variation  des  constantes  ar- 
bitraires, doit  conserver  la  même  forme,  soit  qu’on  y 
fasse  varier  les  éléments  elliptiques  introduits  par  la 
substitution  des  valeurs  de  ces  coordonnée.s,  soit  qu’on 
Jes  traite  comme  des  c[uantilés  constantes.  On  aura 
donc  ainsi  ré(]uation  de  condition  suivante  : 


r/R  , '/R  I f/R  / f/R  I f/R  / f/R  I 

-r- f /rt T- O = . ((e-\-  --  (t 'A -h  , = 

lia  ./£  fff  fif'>  nw  ' f/* 


équation  qui  se  vérifie,  en  effet  lorsqu’on  y substitue 
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j)Oiir  da,  di,  de,  etc,  leurs  valeurs  dounées  |tai’  les 
formules  du  u”  42,  et  qui  peut  servir,  soit  à contrôler 
ces  valeurs  lorsqu’on  les  a calculées  séparément,  soit 
à tlétermiiier  l’une  quelconque  d’entre  elles  lorsque 
les  cinq  antres  sont  connues. 

Dans  le  chapitre  suivant,  nous  examinerons  en  par- 
ticulier les  inégalités  séculaires  de  chacun  des  élé- 
ments (h>s  orbites  planétaires;  nous  développerons 
les  formules  différentielles  de  leurs  variations,  et  nous 
les  intégrerons  ensuite;  et  comme  la  forme  des  inté- 
grales a la  plus  grande  influence  sur  la  constitution  et 
sur  la  stabilité  du  système  solaire,  nous  donnerons  à 
cet  examen  tonte  l’étendue  et  tous  les  développements 
que  son  importance  exige. 
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CHAPITRE  VllI. 

INküALlTKS  skCüLAIKKS  DKS  KLKMKNT.S  OKS  OlllüTKS 
PI.ANliTAIltKS. 


f'  tiriatiofts  séculaires  des  grands  axes  et  des  inoyens 
mouvements. 

*>8.  Le  grand  axe  est,  de  tous  les  éléments  <les  or- 
bites planétaires,  celui  dont  les  variations  séculaires 
sont  les  pins  importantes,  parce  que  non-seulement  il 
influe  de  la  manière  la  pins  directe  sur  la  forme  de 
l’orbite,  mais  encore  parce  qu’il  détermine  le  moyen 
mouvement,  ou,  pour  parler  plus  exactement,  ce  qui 
dans  l’orbite  troublée  répond  ail  moyen  monxement 
dans  l’orbiti*  elliptique;  d’oii  il  résulte  que  la  moindre 
altération  dans  le  grand  axe  de  l’orbite  d’une  planète 
en  [iroduit  une  nouvelle,  beaucoup  plus  sensible  en- 
core , dans  la  dtiréi*  de  sa  révolution. 

_ 2 

Lu  effet,  si  l'on  lait  n = a ',  et  que  l’on  désigne 
par  Ç le  moyen  mouvement  de  m,  on  a dans  l’orbite 
elliptique  r/Ç  = «r//.  Or,  nous  a\ons  \n  qu’on  |)ou- 
vait  dans  le  mouvement  troublé,  siqiposer  ipie  pen- 
dant chaque  instant  infiniment  petit  dt  la  planète  ni 
se  meut  dans  un  orbe  elliptique;  l’équation  précé- 
dente aura  donc  encor<‘  lieu  dans  ce  cas,  sinilement 
la  ijiiantité/i  ne  sera  plus  constante,  et  ce  mouvement, 
par  conséipient,  ne  sera  pins  uniforme.  Nous  conti- 
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lUK'roiiü  cepemlaiil,  par  analogie,  à appeler  Ç,  on  l’in- 
tégrale / mit,  le  moyen  nionvement  de  la  planète  Iron- 
hlée,  parce  qn’il  corn'spoiul,  dans  les  lorinnles  du 
• pionveinent  troublé,  an  moyen  mouvement  nt  dans 
les  formidesdn  monvement  elliptique.  On  aura  (n“  i5) 
jMjnr  déterminer  l’accroissement  «le  Ç dans  l’orbite  va- 
riable, la  forimde 

(fÇ  = — 3 fjnndtd' l{,  (i) 

et  la  variation  dn  grand  axe  sera  donnée  par  l’équa- 
tion 

= -i  fn'^d'W.  (a) 

On  voit  donc  que  si  la  diflérentielle  R renferme 
nn  terme  proportionnel  à l’élément  dn  temps,  on,  ce 

«ini  revient  an  même,  si  ^ renferme  un  terme  con- 

slant,  il  en  résnltera  dans  l’expression  dn  grand  axe, 
nn  ferme  croissant  comme  le  temps  et  de  la  forme  kt, 
k étant  une  fonction  des  éléments  des  orbites  de  ni 
et  dem';  et  dans  l’expression  dn  moyen  monvement, 
nn  terme  de  la  forme  kû,  tjni,  croissant  comme  le 
carré  dn  temps,  deviendra  à la  longue  extrêmement 
sensible.  Ainsi,  an  bout  de  ([iielqnes  sieles,  la  forme 
des  orbites  et  la  durée  des  révolutions  des  planètes 
pourront  se  trouver  sensiblement  altérées.  Si  an  con- 
traire la  difierentielle  r/' R n’est  comjKjsée  (|ne  de  ter- 
mes périodiques  dépendant  des  moyens  mouvements 
nt  et  n'  t de  la  planète  tronblée  et  des  planètes  pertni  T 
batrices,  c’est-à-dire  de  termes  on  le  temps  t est  ton- 
joiirs  renfermé  sons  les  signes  sintis  ou  msinux,  les  va- 
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leurs  de  d'à  et  de  dÇ  ne  contiendront  que  des  ternu-i 
semblables.  Les  grands  axes  d«‘S  orbites  et  les  moyens 
mouvements  ne  seront  soumis  par  conséquent  à au- 
cune inégalité  séculaire  à longue  période  ou  suscepti-.. 
ble  de  croître  indéfiniment  avec  le  temps,  n”  47  ; ils  né. 
seront  assujettis  qu’à  des  inégalités  périodiques  dont 
on  |)ourra  toujours  assigner  les  limites,  et  qui,  dépen- 
dant uniquement  de  la  configuration  des  différents 
corps  du  système,  reprendront  les  mêmes  valeurs  toutes 
les  fois  que  ces  corps  reviendront  aux  mêmes  positions. 

H est  doue  extrêmement  important  d’examiner  avec 
soin  la  fonne  de  la  différentielle  d' R.  Nous  avons  déjà 
vu  (11“  46)  que  cette  quantité  ne  pouvait  contenir  qui* 
des  termes  périodiques,  lorsqu’on  n’avait  égard  qu’à 
la  premièi  e puissance  des  forces  perturbatrices,  quel- 
que loin  d’ailleurs  que  l’on  porte  les  approximations 
par  rajipoil  aux  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  des  oHiites.  Mais,  pour  ne  laisser  aucun 
iloute  sur  ce  point,  l’iin  des  plus  intéressants  du  sys- 
tème du  monde,  nous  allons  reprendre  ici  cette  pro- 
position, et  nous  la  généraliserons  en  l’étendant  au 
cas  ou  l’on  considère  les  carrés  et  les  produits  des 
forces  jierturbatrices. 

5î).  Reprenons  la  formule  «lu  n“  i3, 
da—ia^d'U. 

IjH  caractéristique  rf'  ne  se  rapporte  ici  qu’aux  cooi- 
xlonnées  de  la  planète  troublée,  en  sorte  que  si  l’on 
regarde  R comme  une  fonction  des  coordonnées  jc, 
y,  Z,  x’,  y,  s',  etc.,  de  la  planètt*  troublée  et  des  pla- 
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notes  |>erlurbatnces,  on  a 


3<)3 


d'R  = ^^dx 

dx 


dm  , dm 


Par  conséquent , si  l’on  remplace  les  coordonnées 
x^y,  2,  x\  y',  z' , etc.,  par  leurs  valeurs  en  fonction 
du  temps,  il  faudra,  pour  avoir  la  différentielle  r/'R, 
faire  varier  le  temps  qui  aura  été  introduit  dans  R par 
la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées  de  m,  et 
regarder  comme  constant  celui  qui  provient  des 
coordonnées  de  m\  m",  etc.,  c’est-à-dire  qu’on  aura 

^/'R  = -^^ndt,  le  temps  t ne  devant  varier  dans  R 

qu’autant  qu’il  est  multiplié  par  la  constante  n. 

Cela  posé,  ne  considérons,  |)our  plus  de  simplicité, 
que  l’action  mutuelle  des  deux  planètes  m et  ni  \ ce 
que  nous  allons  dire  pouvant  d’ailleurs  s’étendre, 
comme  on  le  verra,  à un  nombre  quelconque  de  pla- 
tiétes  perturbatrices.  Si  dans  une  première  approxi- 
mation on  néglige  les  puissances  des  masses  perturba- 
trices supérieures  à la  première,  il  suffira  de  substituer 
dans  R,  à la  place  des  coordonnées  de  m et  de  m', 
leurs  valeurs  relatives  au  mouvement  elliptique.  Nous 
avons  vu  que  la  fonction  R peut  toujours  se  réduire 
alors  en  une  suite  infinie  de  sinus  et  de  cosinus  d’an- 
gles croissant  proportionnellement  au  temps,  de  sorte 
(jue  cliacuu  des  termes  de  ce  développement  sera  de 
cette  forme 

m' .V  cos  ( /' n' < — int  k)y 


ut  et  n'  t représentant  les  moyens  mouvements  de  la 
planète  trotdjlée  et  de  la  pKmèle  pei  lurbatrice,  / et  /' 
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dos  nombies  oiiliers  qui  peuvent  prendre  toutes  les 
valeurs  positivc's  et  négatives  y oompris  zéro;  euliii, 
\ et  />,  des  fonctions  lies  éléments  des  orbites.de  m et 
in'  indépendantes  du  temps  l. 

Pour  avoir  la  différentielle  de  ce  terme,  par  rap- 
port aux  coordonnées  île  m,  sans  faire  varier  celles 
de  ///',  il  faut  différentier,  par  rapport  au  moyen  mou- 
vement nt,  et  regarder  le  moyen  mouvement  n' t 
comme  constant.  Cette  difléreutiation  fera  ilisparaître 
le  terme  constant  du  développement  de  H qui  répoiul 
à /'=  o,  i = O,  ainsi  que  les  termes  périodiques  qui 
ne  dépendraient  qiieilu  moyen  mouvement  n'  t île  la 
planète  «i',et  l’on  aura,  relativement  au  terme  qui  pré- 
cède, 

i/'  H = lit'  A in  dt  sin ( i'  n'  t — int  + k). 

Le  terme  correspoiulaiit  ili*  da  sera  donc 

, da  = lin'  \itud  dt  sin(f'/j'/  — int  -t-  / ), 


et  en  intégrant,  ou  aura 

. i.m’Xirut'  , 

ort  = — TV—, — 7-  cosif  ni  — int  -h  A'. 

I « — tn  ' 


La  différentielle  da  ne  peut  contenir  aucun  tenue 
constant,  à moins  que  l'on  n’ait  i' n'  — in  = o,  coiiili- 
lion  qui  supjiose  les  moyens  iiioiivements  îles  planètes 
in  et  ni'  commensurables  entre  eux,  ce  qui  n’a  jamais 
lien  dans  notre  système  planétaire.  Ta'  grand  axe,  et 
par  Conséquent  le  moyen  mouveiiient,  ne  coutieu- 
droiil  doue  aucun  terme  croissant  comme  le  temps, 
et  ils  lie  seront  assiijeflis  rpi’à  îles  variations  pério- 
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(liqiies  dépendant  des  inovens  mouvements  nt  el 
et  de  lenrs  imdtiples,  dn  moins  tat)t  qn’on  n’aura 
égard  (jn’à  la  première  puissance  des  masses  pertur- 
batrices. 

Si  le  rapport  des  moyens  mouvements  nt  et  n! t,  sans 
être  exactement  commensnrable , approchait  beau- 
coup (le  celui  de  / à la  quantité  Vu!  — in  devien- 
drait, très-petite,  et  le  terme  précédent  de  la  valeur  de 
(?rt,  et  à plus  forte  raison  celui  qui  lui  correspond  dans 
l’expression  dn  moyen  mouvement,  et  qui  a le  carré 
[V n'  — iny  pour  diviseur,  deviendraient  très-considé- 
rables. Il  en  résulterait,  dans  l’expression  de  la  longi- 
tude moyenne  de  la  planète  /«,  une  inégalité  qui, 
croissant  avec  une  grande  lenteur,  pourrait  laire  pen- 
ser, lorsqu’on  comparera  les  anciennes  observations 
aux  modernes,  que  son  moyen  mouvement  n’est  pas 
uniforme,  et  qu’il  est  affecté  d’une  inégalité  à longue 
, période  du  genre  de  celles  que  l’on  nomme  inégali~ 
tés  séculaires.  C’est  ce  (jui  est  it^rivé  pour  Jupiter  el 
Saturne.  Cinq  lois  le  moyen  mouvement  de  Saturne  est 
il  fort  peu  près  égal  à deux  fois  le  moyen  mouvement 
de  Jupiter,  en  sorte  que  la  quantité  5n'  — m n’cst 
pas  la  soixante-quatorzième  partie  de  u;  et  celte  cir- 
constance singuliért'  produit  les  grandes  irrégularités 
observées  dans  les  mouvements  de  ces  deux  planètes, 
et  ([u’on  avait  regardées  longtemps  comme  inexplicii- 
bles  parla  loi  de  la  pesanteur  universelle. 

(U).  V(jyonssi  le  résultat  [irécédent  subsiste  encore, 
lorsipi  on  considère  les  carrés  et  les  produits  des  nias.ses 
ni  et  m . C’est  une  (picstion  iinportante  à examiner. 
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parce  (pie  si  la  seconde  puissance  des  forces  peiTur- 
batrices  introduisait  dans  l’expression  dilTéren belle 
du  grand  axe  des  termes  proportionnels  à l’élément 
du  temps,  ou  des  termes  périodiques  indépendants 
des  moyens  mouvements  de  la  planète  troublée  et  de 
la  planète  perturbatrice,  les  inégalités  qui  en  résulte- 
raient, quoique  multipliées  par  le  carré  des  masses, 
pourraient  à la  longue  devenir  très-sensibles  dans  l’ex- 
pression du  mouvement  moyen,  les  premières  en  s’y 
trouvant  multipliées  par  le  carré  du  temps,  les  secondes 
en  acquérant  par  la  double  intégration  qu’elles  subis-'  ' 
sent,  de  très-petits  diviseurs  du  même  ordre  que  leurs 
coefficients,  ce  qui  les  rendrait  après  l’intégration  indé- 
pendantes des  masses,  et  semblables,  par  conséquent, 
aux  inégalités  séculaires  des  autres  éléments  de  l’or- 
bite, qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
masses  et  qui  sont  données  par  une  seule  intégration. 

On  sait  d’ailleurs  qu’une  inégalité  de  cette  espèce,  si  ^ 
elle  existe,  serait  du  second  ordre  ]iar  rapport  aux 
excentricités;  elle  cîeviendrait  comparable  par  con- 
séquent à l’inégalité  du  mouvement  elliptique,  dont 
l’argument  est  le  double  de  l’anomalie  movenne,  c’est- 
a-dire  au  second  terme  de  l’équation  du  centre.  Il  est 
donc  essentiel  de  s’assurer  que  le  carré  de  la  force  per- 
turbatrice ne  produit  que  des  termi’s  périodiques  dans 
l’expression  du  moyen  mouvement,  ou  que  si  elle  y 
introduit  quelque  inégalité  séculaire,  à longue  pé- 
riode, c’est-à-dire  dont  l’argument  soit  indépendant 
des  moyens  mouvements  de  la  planète  troubb'e  et  de 
la  planète  perturbatrice,  son  coefficient,  qui  est  une 
très-petite  <piantité  du  second  ordre  dans  la  valeur 
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clintTentielle  de  cet  élément,  restera  encore  insensible 
après  l’intégration. 

T.es  termes  dn  second  ordre,  par  rapport  aux  niasses, 
sont  introduits  dans  R par  les  variations  des  éléments 
(‘Ilipticpies  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète  per- 
turbatrice. Si  l’on  substitue  donc  dans  H,  Ç -U  d'Ç, 
a-^âa,  e tJ'c,  etc.,  Ç'-+-  tJÇ',  n'  + ia\  e'  + Je',  etc., 
à la  place  de  Ç,  <1,  e,  etc.,  Ç',  e',  etc.,  la  caracté- 

ristique J désignant  ici  des  variations  dépeml«ntes 
seulement  de  la  première  puissance  des  masses  m'et 
//i',  et  qu’on  développe  ensuite  la  fonction  résultante 
que  nous  désignerons  par  R,,  en  se  bornant  aux  termes 
de  l’ordre  du  carré  des  masses,  on  aura 

R = R JR  J' R.  (a) 


En  supposant,  pour  abréger. 


: — -1-  — Ja 
n dt  da 


rfR 


dr 


, f/R  , f/R  , f/R  , 

5c-f-  —Sa  -t-  -7-  dp  -t-  -7—  clf/, 
a w tlp  tlq 


_ //R  . , r/R  ^ r/R  ^ , 

R=  J Ç'  -H  -r-,  «n'-h  —, 
n at  (fa  d i 


-7-7OC  -h  *7— - 

de  d w 


rfR  , . '/tt , , 


l’équation  (a)  donnera,  en  la  différentiant  par  rapport 
à r/', 

r/'R,  = ^/'R-(-rt''.  jR-+-f/'.J'R.  {h) 


On  doit  remarquer  ici  que,  pour  avoir  la  différen- 
tielle JR,  il  faudra,  d’après  ce  que  nous  avons  dit 
précédemineut,  faire  varier  dans  JR  le  temps  intro- 
duit par  la  substitution  des  valeurs  des  coordonnées 
«le  ni  et  des  variations  JÇ,  Ju,  Je,  etc.,  et  regarder 
comme  constant  celui  qui.  provient  des  coord«ninées 
de  «1' ; de  même  pour  .ivoir  i/'.J'H,  il  faudra  faire 
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varier  dans  c?'R  le  temps  introduit  paries  coordon- 
nées JC,  y,  Z,  et  refjarder  comme  constant  celui  qui 
résulte  des  coordonnées  Jc',  y',  z',  et  des  variations 
o'Ç',  o'rt',  o'c',  etc.,  des  éléments  de  l’orbite  de  m'. 

Examinons  successivement  les  trois  termes  de  la 
valeur  de  rf'R,,  pour  nous  assurer  qu’aucun  d’eux  ne 
j)eut  contenir  de  parti?  non  périodiipie.  Iæ  terme  c/' R 
est  celui  que  nous  avons  considéré  dans  la  première 
approximation;  nous  avons  prouvé  qu’il  ne  renferme 
aucun  terme  de  cette  espèce;  passons  donc  de  suite 
au  second.  .Si  dans  l’expression  de  o'R  on  considère 
d’abord  le  premier  terme  en  faisant  abstraction  de 
Ions  les  autres,  et  qu’mon  le  différentie  j)ar  rapport  à 
la  caractéristique  r/',  on  aura,  en  vertu  de  ce  terme 
seulement, 

= r/.o'r, 

“ ndt  * 


ou  bien  en  substituant  pour  et  r/.o'Ç  leui-s  valeurs 
données  par  la  formule  (i),  n”  *>8, 


r/' . o'R  = - :i  nn  j frit  dl  « j-  ' 

Cette  fonction  n’introduit  dans  rf'.o'R  que  des  termes 
périodiques.  En  effet,  supposons  qu'on  ait  réuni  en 
nn  seul  tons  les  termes  de  R dépendants  du  même  ar- 
gument i' n' t.  — int,  et  soit  V cos(/';;'/  — inl  k)  ce 
terme,  il  en  résultera  dansr/'.cî'R  les  deux  suivants  : 


f -f  ! . ■ - , -r  ! I 

cosf  / ni—  xni  -I-  A)  .suif/  ni—  ml  -t-  A 
( f « — my  ' ' ' 


,y 

3 ni  ’ A’  <ll 


! n — tn 


sin  ( /'  u'  l — int  -h  A)  cos(  i'  n'  t — int  -I-  A , 
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ex|)n*.ssion  qui  se  réduit  en  sinus  dépendants  du  don- 
l)le  de  l’angle  i'  n'  t — int. 

Considérons  maintenant  les  termes  de  l’expression 
de  (?R  dont  nous  avons  d’abord  lait  abstraction.  Si 
l’on  remplace  les  variations  cJ'rt,  o'e,  etc.,  parleurs 
valeurs  résultantes  de  l’intégration  des  fbrnndes  dilTé- 
renlielles  dn  n"  i(i,  on  aura 


Il  faut  observer  que  la  diflérence  partielle  <l"it 

être  prise  ici  sans  faire  varier  «,  conformément  à la 
remarque  faite  n" 

Pour  avoir  la  valeur  der/'.ô'H,  il  faut  différentiel’ 
complètement  l’expression  de  (?R  relativement  aux 
variations  des  éléments  de  m,  on,  ce  qui  revient  an 
même,  supprimer  les  signes/ qui  n’ont  été  introduits 
<pie  par  l’intégration  des  valeurs  diflérentielles  de  ces 
éléments,  et  alors  cette  expression  est  identiquement 
nulle.  Il  suffira  donc,  pour  avoir  r/'.  o'R,  de  diftéren- 
tier  dans  c?R,  par  rapport  à nt,  les  quantités  hors  du 
signe/.  Mais  si  l’on  substitue  dans  JR  à la  place  de 
R sa  valeur  développée  en  sinus  et  cosinus  d’angles 
multiples  des  moyens  mouvements  «<  et  n' t,  les  diffe- 
rents ternies  de  celte  fonction  pourront  prendre  cette 
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t'oriiie  VfQdt  — QfPHt,  eu  l epréseiUaut  par  P et  Q 
une  suite  de  ternies  de  la  forme 

A (i' n — inf  + A), 

i et  i’  étant  des  nombres  entiers  quelconques,  positifs 
ou  négatifs. 

C*  • • , "fc  . 

Pour  avoir  dans 

d'.{VfQ(ü-qf?ch) 

des  termes  où  les  moyens  mouvements  nt,  n' t pro- 
duisent en  se  détruisant  des^termes  non  périodiques, 
il  faut  combiner  ensemble  les  termes  de  P et  Q qui 
dépendent  des  mêmes  multiples  de  nt  et  de  n't.  Soit 
donc  Acos(/'«'/  — int  -f-  A)  un  terme  quelconque  de 
P,  et  soit  A'  cos{i'  n'  t — int  -t-  A')  le  terme  de  Q qui 
a le  même  argument,  on  aura,  relativement  à ces 
termes, 

d'.3K  — \ in  (il  sin  («'  n'  t — int  + t)  J K’  dt  cos(/'  n'  t — i/jl-f-P) 
— A'  indt  sin  (/'  n'  t — int  +t')  f A dt  cos{i'  n'  t — int+A), 

expression  qui  se  réduit  à zéro  lorsqu'on  effectue  les 
intégrations  indiquées.  Concluons  donc  que  les  va- 
riations des  éléments  de  la  planète  troublée  m ne  jiro- 
duisent  dans  aucun  terme  non  périodique. 

11  nous  reste  à considérer  les  différents  termes  de 
l’expression  dei/'.  o''R  résultant  des  variations  des  élé- 
ments de  ni']  il  n’est  plus  possible  d’employer  ici  la 
réduction  précédente,  parce  que  la  fonction  II  n’étaut 
])as  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  x,  j,  r, 
x',  y,  z' , cette  fonction  changera  de  valeur  relative- 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MO^DE.  4oi 

nient  aux  pertiirliatioiis  de  la  planète  m' . Soit  R'  ce 
que  devient  dans  ce  cas  R ; on  aura 

I xx’-^-yy'+  zz‘ 

et  par  conséquent 

R = ^ R'  + ,„)  +J^r'  + Z2')  - ^,)  • 

La  variation  de  R,  produite  par  les  variations  des 
éléments  de  l’orbite  de  m\  est  donc  égale  à la  varia- 
tion du  second  membre  de  cette  équation  relative  aux 
variations  des  mêmes  éléments,  et  par  conséquent  si 
la  différentielle  de  cette  variation  relative  à la  carac- 
téristique d' ne  renferme  aucun  terme  non  périodique, 
on  sera  assuré  que  la  fonction  d'.  c^'R  ne  saurait  con- 
tenir non  plus  aucun  terme  semblable. 

Considérons  d’abord  le  premier  terme  de  ce  second 
membre.  La  variation  du  moyen  mouvement  Ç'  prft- 

d 

duit  dans  r^'R'  le  terme  et  l’on  prouvera, 

comme  on  l’a  fait  pour  le  terme  analogue  qu’il 

n’en  saurait  résulter  que  des  termes  périodiques;  ou 
peut  donc  en  faire  abstraction,  et,  en  vertu  des  varia- 
tions des  autres  éléments  de  l’orbite  de  m',  on  aura 


J'R'  = 


rfR' 
(la'  ' 


f/R'  , , </R'  , , f/R' 


'/R'  , , f/R' 

■ ~7y  H — S (]'. 

dp  dr/'  ' 


Si  l’on  remplace  ùn,  c?e',  c?c',  o'w',  ùp',  dq’  par  leurs 
valeurs,  on  voit,  par  l'analyse  précédente,  que  c?'  R' 
pourra  se  décomposer  en  une  suite  di'  ternies  de  la 
I.  afi 
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forme  j'Q'dt  — Q' /PV/f;  et  pour  avoir  la  différen- 
tielle d' . c?'U',  il  suffira  de  différentiel',  par  l apporl  à 
nt^  les  quantités  hors  des  signes  /,  celles  qui  sont 
sous  le  signe  intégral  étant  relatives  aux  éléments 
de  la  planète  m',  et  devant  par  conséquent  être  re- 
gardées comme  constantes.  On  prouvera,  par  la  même 
analyse,  que  cett(;  fonction  se  réduit  à zéro  lors- 
qu’on n’a  égard  qu’aux  termf's  non  périodiques  qu’elle 
peut  renfermer.  La  fonction  différentielle  d'.ù'W’  ne 
cotJtient  donc  que  des  termes  périodiques,  et  si  des 
termes  non  périodiques  peuvent  exister  dans  d' . d'R, 
ils  ne  provientlronl  que  de  la  variation  de  la  fonction 

m’.{xx'+jrj'+  zz!) 

Désignons,  pour  abréger,  par  I>  celte  fonction.  Si. 
dans  la  première  des  équations  (A)  du  n”  57,  ou  sub- 
stitue M H-  m à la  place  de  a,  M étant  la  masse  du  So- 
leil, on  en  tirera 


m'  X m'  d‘‘x 

r'  M 


mm’  X m’  ( <IR\ 

ir  7^  »r  VS"  / ’ 


on  aurait  pareillement 

m'x'  _ ni  m’'  x'  m'  / dR'\ 

~ ~ ~ M 7^  ÂT \dP' )' 


Les  équations  différentielles  en  j',  z,  j-'  et  z'  four- 
niront des  équations  semblables.  Si  l’on  multiplie  res- 
pectivement par  æ',  j',  z',  les  équations  en  a:,  j,  z 
ainsi  obtenues,  et  par  ar,  y,  z les  équations  en  x\y\ 
z',  et  qu’on  retranche  ensuite  les  secondes  des  pre- 
mières, on  aura 

m' V d.lx  dx'—x' dx-^ydy'—r' dy-ii-zdz'—z' dtV] 

^ = M L r ’ 

^ .X  . 
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en  nominant,  pour  abréger,  N la  fonction  en 
Z,  x',j  \z'  du  second  ordre  relativement  aux  masses 
m et  rn\  déterminée  par  l’écpiation 


Inéquation  (c)  donnera,  on  la  différentiant  par  r.ip- 
port  à la  caractéristique  fi',  et  ne  considérant  que  le 
■ premier  terme  du  second  membre, 


J — — a.  I ““  J’ 

Le  second  membre  de  cette  équation  ne  renferme  au- 
cun terme  constant,  puisqu’un  pareil  terme  disparaî- 
trait de  lui-mème  par  la  différentiation.  La  fonction 
ffi'L  ne  peut  contenir  par  conséquent  aucun  terme 
simplement  proportionnel  au  temps  t.  Elle  ne  peut 
renfermer  non  plus  aucune  inégalité  séculaire  suscep- 
tible d’acquérir  une  valeur  sensible  par  la  suite  des 
temps,  parce  que  la  valeur  de  d'L  étant  une  différen- 
tielle exacte,  les  termes  qui  contiennent  sous  le  signe 
sinus  ou  cosinus  le  temps  t indépendamment  des  an- 
gles nt  et  n' t,  n’augmenteront  pas  par  l’intégration 
dans  l’expression  de  la  fonction  fd'\j. 

En  n’ayant  égard  qu’au  terme  N de  l’expression  L, 
on  aura 

r/'L  = rf'N. 

I^a  fonction  N étant  de  l’ordre  du  carré  des  niasses, 
.si  l’on  n’a  égard  qu’aux  termes  de  cet  ordre,  il  suffira 

?G. 
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(k‘  suhsliliier  tlans  N,  au  lion  des  coordonnées  de  in 
el  de  /«',  leurs  valeurs  elliptiques,  et  il  est  aisé  de  se 
convaincre  alors  que  r/'N  ne  renferme  que  des  quan- 
tités périodiques.  En  effet,  des  équations  du  mouve- 
ment elliptique  de  m et  ni , on  conclut 

xx'  -¥  jry'  -4-  zz' x'  (l'x  y' <l'y  -t-  z d'z 

r'  (M  -F  m)  dO 

xx'  yy'  zz'  xd' x'  -(-  yd‘‘  y'  zd^  z' 

~ “(M  m)dr 

Ea  fonction  N devient  donc  ainsi 

^ »)'■  I xd‘‘ x'  -k- yd'‘ y' -i- zd^  z'~\ 

mm'  lx'd^x+y'd^y-l-z'd-‘z\  «»'r,/^/R'\ 

Kl  ( M +1(7)  \ ~ dr  / ^ L \ ^ / V^/ 


Ees  deux  premieis  termes  du  second  membre  ne 
renferment  aucun  terme  non  périodique,  si  l’on  y snl> 
stitue  pour  x,  y,  r,  x’,  y',  z'  leurs  valeurs  elliptiques, 
ce  qui  suffit  dans  l’ordre  d’approximation  où' nous 
nous  arrêtons.  En  effet,  les  coordonnées  x,  y,  z ne 
contiennent  que  des  termes  périodiques  dépendants 
de  l’angle  nt  et  de  ses  multiples,  et  les  coordonnées 
x',  y',  z'  ne  renferment  que  des  termes  semblables 
dépendants  de  l’angle  ti  il  est  donc  impossible  que 
les  moyens  mouvements  nt  <“t  disparaissent  dans 
les  produits  O"',  x'd'^x,  etc. 

Quant  au  dernier  leriue,  si  l’on  substitue  dans  ^ 

dx 

à la  place  des  coordonnées  d(‘  ni  et  de  ni'  leurs  va- 
leurs elliptiques,  cette  fouetion  pourra  se  développer 
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on  ime  suilo  de  cosinus  d'aics  niulliples  de  nt  et  de 
/l't,  t't  connue  la  valeur  de  x'  ne  conlieni  que  des 
termes  périodiques  tlépendanls  de  l’angle  n't,  il  ne 

faudra  considérer  dans  ^ (pie  les  termes  on  n’entre 
j)as  le  moyen  mouvement  nt  pour  que  leur  combinai- 
son puisse  produire  dans  a' ^ des  termes  indépen- 
dants à la  fois  des  moyens  mouvemenls  nt  et  n'  t.  Or 
ces  termes  disparaissent  d’eux-mémes  dans  la  valeur 
de  la  différentielle  (/'N  ipii  ne  doit  éln’  pi  isi'Vpie  par 
rajiporl  aux  coordonnées  de  la  planète  /«;  le  produit 

X n’introduit  donc  dans  cette  exniession  aucun 

ax  * 


l('rme  non  jiériodicpic'.  Il  en  serait  de  mémo 

. I -,  /'/R 

ment  aux  prodinls  r » 2 — • 

* •'  tlj-  dz 


( V.  I 


Quant  aux  liois  autres  produits  •*’ 7/ ^ 

on  prouverait  par  un  l'aisonnement  contraire  (pi<‘,  |)Our 
avoir  dans  N des  termes  non  (lériodiques,  il  ne  faut 

considérer  dans  les  trois  différences  ^ que 

ilx  dy  dz 

les  termes  dépendants  du  moyeu  mouvement  nt  de  la 
planète  ni.  Soit  mm' \ l’un  des  termes  indé|)endants 
de  //f  (]ue  leui-  comliinaison  avec  les  valeurs  ellipliipies 
des  trois  cooidonnées  x,  r,  z introduit  dans  N,  il  en 
résultera  dans  JV/' N le  tenue  mm' f d' \ ou  mm'X, 
jiarce  (]ue  d' X est  alors  une  différentielle  exacte:  ces 
teiaiies  seront  donc  encore  de  l’ordre  m/u'  ajirès  l'in- 
tégration et  par  consécpient  insensibles.  Il  suit  de  la 
que  la  fonction  /(/'. 'J' Il  ni'  renlérme  ipie  des  <pian- 
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lités  périodiques,  du  moins  lorsqu’on  néglige  les  iné- 
galités séculaires  qui  seraient  de  l’ordre  du  carré  et 
des  puissances  supérieures  des  masses,  et  qui  par  con- 
séquent ne  pourraient  s’abaisser  qu’au  premier  ordre 
dans  l’expression  du  moyen  mouvement. 

Ia;s  résultats  précédents  peuvent  aisément  s’étendre 
à un  nombre  (pielconque  de  planèti's  perturbatrices. 
Soit  en  effet  /«"  une  nouvelle  planète  dont  on  consi- 
dère l’action  sur  /«;  elle  ajoutera  à la  fonction  R les 
termes  • . 

/«"  rn"  ( xx"+  yy"  + ) 

v'(x"—  x)>+  ( r"— .r  )’-t-  (*"—  ~ ‘ ~ 

I.es  variations  des  coordonnées  de  m et  de  m",  ré- 
sultant de  l’action  réciproque  de  ces  deux  planètes, 
produiront  dans  la  variation  de  R des  termes  .multi- 
pliés par /nm"et  par  /«"’',  et  l’on  prouvera  par  l’analyse 
précédente  qu’aucun  d’eux  ne  jiourni  donner  dans 
de  termes  non  périodiques. 

Les  variations  des  coordonnées  de  ni',  résultant  de 
l’action  de  m"  sur  m',  produiront  une  variation  dans 
la  partie  de  R tiépendant  de  l’action  de  m'  sur  /«,  et 
tpii  est  représentée  par 

m’  m'  ( xx'-\-yy'-^-  zz'  ) 

yj{x'— xy-{- {y'—j-Y-\-[z'~  zY 

Il  en  résultera,  dans  R,  des  ternies  multipliés  par 
m' m"  et  qui  seront  fonctions  des  coordonnées  ellip- 
tiques Z et  des  angles  «'/,  «"/,  ou  bien,  en  rem- 
plaçant Z par  leui’s  valeurs,  des  termes  fonctions 

des  trois  angles  nt,  n'  t,  n”  t.  C.es  trois  inoyens  mouve- 
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inents  ne  pouvant  se  détruire  entre  eux,  ces  termes 
ne  produiront  que  des  termes  périodiques  dans  rf'R. 
D’ailleurs  s’il  existe,  dans  le  développement  de  R,  des 
termes  indépendants  du  moy«‘n  mouvement  nt,  ils 
disparaîtront  d’eux-mémes  par  la  différentiation  dans 
<^/'R,  et  si  l’on  considère  au  contraire  les  termes  dé- 
pendants de  cet  angle  seul,  ces  termes  seront  de  la 
ibrme  ni'  m"  <l'  P,  P étant  une  fonction  des  coordonnées 
elliptiques  de  ni.  Il  en  résultera  dans  Jd'  R des  termes 
de  la  forme  m'ni"Jd'Y*  on  m'nï'  V,  puisque  d' P est 
alors  utie  différentielle  exacte.  Ces  termes  seront  donc 
encore  du  second  ordre  après  l’intégration,  et  nous 
négligeons  les  quantités  de  cette  espèce  dans  la  valeur 
<le  cette  fonction. 

De  même,  la  variation  des  coordonnées  x,  j-,  z, 
produite  par  l’action  de  m"surm,  ne  j)eut  introduin* 
dans  la  partie  précédente  de  R cpie  des  termes  multi- 
|)liés  par  ni' ni"  et  fonctions  des  coordonnées  x',^',  z 
et  des  angles  ou  n'7,  ou  fonctions  simplement  des 
trois  angles  nt,  n't,  n" t,  et  ces  trois  angles  ne  pou- 
vant se  détruire  entre  eux,  il  ti’en  saurait  résulter  dans 
</'Rque  des  termes  périodiques.  Quant  aux  termes 
dépendant  seulement  de  nt,  ils  ne  [U’oduiront  que  des 
termes  non  jjérioditpjes  de  l’ordre  ni' ni"  dans  / r/'R. 

la’s  mêmes  raisonnements  s’appliquentévidemmeni 
à la  partie  de  R dépendante  de  l’action  de  ni"  sur  ni. 

Concluons  donc  enfin  que,  quel  que  soit  le  nombre 
lies  planètes  dont  on  considère  l’action  réciproque, 
les  variations  des  éléments  elliptiques  de  la  planète 
troublée  et  des  |»lauètes  perturbatrices,  ne  produii'oiit 
dans  fr/'lt  aucune  séculaire  croissant  indé- 
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tiniment  avec  le  temps,  ni  aucune  inégnlilé  séculaire 
à longue  période  snsceplible  «le  devenir  considérable 
par  la  suite  des  siècles,  «lu  moins  tant  qu’on  n’aura 
égartl  (|u’aux  carrés  et  aux  produits  des  masses  pertur- 
batiices. 

(î  I . Reprenojis  maintenant  la  formule  ( a ) 
da  = a rt*  «f ' R . ( a ) 

Ijorsqu’on  a égard  aux  quantités  du  second  ordre 
par  rapport  aux  masses,  il  n’est  |)lus  permis  de  regar- 
der comme  constant  le  facteur  «t*  dans  le  second  mem- 
bre de  cette  équation  : en  substituant  donc  à sa  place 
{a  -+-  c?a)*,  négligeant  les  termes  d’un  ordre  supérieur 
au  second  et  intt^grant  l’expression  résultante,  on  aura, 
pour  déterminer  la  variation  du  grand  axe  «le  l’orbite 
«le  ni,  la  formule 

Nous  venons  de  voir  que  la  fonction  / rf'R,  ne  ren- 
ferme «jue  «les  (juantités  non  pério«li«pies  «le  l’ordre 
mm',  lorsque  l’on  considère  dans  R J«\s  termes  du  pre- 
mier et  «lu  sec«)ud  ordre  par  ra[)port  aux  masses  per- 
turbatrices. R étant  une  simple  fonction  des  coor«lon- 
nées  elliptiques  de  la  planète  troubl«‘e  et  «les  planètes 
perturbatrices,  peut  se  «lévelopper  en  une  série  «le 
cosinus  d’arcs  multiples  des  moyens  mouvements  n(, 
n'  t,  etc.  Soit 

m' \ n'  t — inl  -I-  /f), 

l’un  des  t«‘i  mes  de  ce  «lével«)ppement.  Les  termes  cor- 
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respoiulants  de  r/'H  et  de  /V/'R  seront 

d' R = indt  m'A  s\n(i’ n' t — int  k), 

fd'\\=  — in’ A cos(/'/t'<  — int  -f-  À); 

et  il  faudra  évideniinent  combiner  ensemble,  ces  ter- 
mes dans  la  valeur  de  âo  pour  que  nt  et  n'  t puissent 
s’y  détruire.  Mais  on  a de  cette  manière 

d R.  / rt  R = : r,—, sin  2(1  n t — int  ■+■  /f 

ce  qui  donne  dans  $n  une  inégalité  périodique  dé- 
pendante de  l’angle  i{i' d t — int  -f-  A). 

Il  suit  de  là  que  la  variation  du  grand  axe  de  l’or- 
bite d’une  planète  ne  peut  contenir  aucune  inégalité 
séculaire  du  premier  ou  du  second  ordre  par  rapport 
aux  forces  jierturbatrices,  qui  puisse  devenir  sensible 
par  la  suite  des  siècles,  quel  que  soit  le  nombre  des 
planètes  qui  troublent  son  mouvement.  Le  même  ré- 
sultat s’applique  évidemment  à la  variation  du  moyen 
mouvement;  en  effet,  nous  avons  trouvé  pour  la  dé- 
terminer la  formule 

r/Ç  = — ijandtd'l^.  (1) 

Si  l'on  considère  les  termes  du  second  ordre,  il  faut 
regarder  comme  variable  le  facteur  an  dans  le  second 

membre  de  cette  équation  : or,  on  a an  = n \ d'oii 
l’on  tire,  en  différentiant, 

d.  an  — — <d  — — — a^  n d' R . 

2 11^ 
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L:i  valeur  de  o'Ç  deviendra  donc,  par  conséqueni, 

Ç = — 3 an  J f d' R,  dt  + ndt  d' R /r/'  R ),  ( \ ) 

formule  qui  ne  peut  renfermer  aucune  inégalité  non 
périodique  si  la  formule  (3)  n’en  contient  pas  de  sem- 
blable. 

Concluons  donc  de  l’analyse  qui  précédé,  ce  beau 
théorème  qui  est  de  la  plus  haute  importance  dans  la 
théorie  du  système  du  inonde  : Les  moyens  mouve- 
ments des  planètes  et  les  grands  axes  de  leurs  orbites 
sont  invariables  lorsqu'on  fait  abstraction  des  inéga- 
lités périodiques  et  que  l'on  néglige  les  quantités  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices. 

Ce  résultat  cesserait  d’avoir  lieu  si  les  moyens  mou- 
vements de  la  planète  troublée  et  des  planètes  pertur- 
batrices avaient  entre  eux  des  rapports  commensu- 
rables.  Nous  avons  vu  que  ce  cas  n’existait  pas  dans  la 
nature  lorsqu’on  n’a  égard  qu’à  la  prennére  puissance 
des  forces  perturbatrices;  mais  il  pourrait  se  j)ré.senter 
lorsque  l’on  pousse  plus  loin  les  approximations.  Kn 
l'ITet,  si  l’on  considèi  e l’action  mutuelle  tle  trois  corps 
/«,  m\  m"  circulant  autour  de  M,  on  voit  par  l’analyse- 
précédente  qu’il  en  résultera  dansr/'R  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  masses  m,  ni,  m",  et  de 
la  forme  Ksin((«f  — i' n' t + i" n'  t -f-  k).  Si  l’on  sup- 
pose donc  que  les  rapports  des  moyens  mouvements 
A/C  n'  t,  n" t soient  tels,  ipie  la  quantité  in  — /'//'-)-  /"//" 
soit  une  très-petite  fraction  de  //,  il  en  résultera  dans 
la  valeur  de  Ç une  inégalité  qui  pourra  devenir  con- 
sidérable. Ce  cas  très-singulier  se  présente  dans  le 
système  îles  s.ilcllites  de  .Inpiti-r;  le  moven  moiive- 
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ment  du  premier  satellite,  moins  trois  fois  celui  du 
.second,  plus  deux  fois  celui  du  troisième,  est  exacte- 
ment et  constamment  égal  à zéro,  c’est-à-dire  que  l’on  a 
n — a«"=  o;  et  ce  phénomène,  unique  dans 

le  système  du  monde,  produit  dans  les  moyens  moq- 
vements  de  ces  astres  des  variations  tlépendantes  de  la 
seconde  puissance  des  masses  perturbatrices  que  la 
théorie  détermine,  mais  que  les  observations  n’ont  pu 
jusqu’ici  rendre  sensibles. 

G‘2.  Il  suit  du  théorème  que  nous  venons  d’énoncer 
(jue,  dans  la  suite  des  siècles,  les  orbites  j)lanétaires  m* 
feront  que  s’aplatir  plus  ou  moins  en  vertu  des  iné- 
galités séculaires  de  leurs  excentricités;  elles  conser- 
\eront  toujours  les  mêmes  grands  axes,  et  les  moyens 
mouvements,  qui  s’en  déduisent  par  la  troisième  loi 
de  Réj)ler,  seront  inaltérables,  ou  du  moins,  s’ils  sont 
soumis  à quelques  variations  séculaires,  elles  seiont 
insensibles.  On  ne  peut  pas  encore  en  conclure  rigou- 
reusement, il  est  vrai,  que  la  durée  de  la  révolution 
sidérale  moyenne  des  planètes  sera  constante  aussi; 
en  effet,  nous  avons  vu,  ii“  22,  ipie  la  planète  m reve- 
nait au  même  point  de  son  orbite  lorsque  la  longitude 
movenne  nt  -f-  £ était  augmentée  d’une  circonférence  ; 
le  premier  terme  de  cette  expression,  qui  est  pro- 
prement ce  qu’on  appelle  le  moyen  mouvement  de 
la  planète,  croît  uniformément  avec  le  temps,  et  sou 
coefficient  est  invariable,  comme  nous  venons  de  le 
voir;  mais  le  second  terme  peut  être  soumis,  comme 
nous  le  démontrerons  bient«>t,  à des  inégalités  sécu- 
laires contenant  des  termes  croissants  cfimme  le  teni[)s 
et  du  [Momiei'  ordn'  p.ir  rapport  aux  masses,  (M  fies 
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leruies  proportionnels  iiu  carré  du  temps  et  du  se- 
cond ordre  parrap|)orl  à ces  masses.  On  poui  ra  fair<‘ 
abstraction  des  premiers,  parce  qu’ils  s’ajouteront 
au  moyen  mouvement;  mais  les  seconds  produiront 
dans  la  longitude  moyenne  de  véritables  inégalités 
séculaires.  Heureusement  ces  termes,  comme  nous  le 
verrons,  sont  tout  à fait  insensibles  pour  la  Terre  et 
pour  les  planètes;  mais  ce  sont  eux  qui  produLsenl 
l'accélération  séculaire  qu’on  observe  dans  le  mouve- 
ment de  la  Lune,  et  dont  les  astronomes  avaient  long- 
temps vainement  cherché  la  cause. 

lajs  résultats  précédents  s’appliquent  à tous  les 
corps  de  notre  système  planétaire;  mais  c’est  surtout 
dans  la  théorie  de  la  l'erre  que  leur  impf)rlance  se  fait 
sentir,  à cause  de  l’influence  que  les  inégalités  de  son 
moyeu  mouyement  auraient  sur  la  durée  de  l’année 
sidérale,  élément  que  les  astronomes  ont  toujours  re- 
gardé comme  invariable  et  qui  sert  de  base  aux  calculs 
de  toutes  les  Tables  des  mouvements  célestes.  On  de- 
vait désirer  qu'il  ne  restât  aucune  incertitude  sur  une 
donnée  aussi  essentielle;  niais  d’une  part  les  observa- 
tions anciennes  sont  trop  peu  exactes,  et  de  l’autre  les 
modernes  sont  com|)rises  dans  un  trop  court  inter- 
valle de  temps  pour  qu’on  en  pût  conclure  rien  de 
certain  sur  l’invariabilité  de  l’année  sidérale.  Cette 
(juestion  est  donc  une  de  celles  où  la  théorie  devait 
devancer  l’observation,  et  l’analyse  que  nous  venons 
de  développer  fixe  un  point  important  du  sy.stemedu 
monde,  ipii  n’aurait  pu  être  établi  d’une  manière  in- 
contestable, pai-  l<‘s  observations  seules,  <pi’aj»rès  un 
grand  nombri'  de  siècles. 
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f 'anntions  séculaires  des  ejcceu/ l icites  et  des 
longitudes  des  périhélies. 

(î5.  Après  avoir  démontré  l’invariabilité  des  grands 
axes  et  des  moyens  mouvements  par  rapport  aux  iné- 
galités séculaires,  avec  tout  le  soin  qu’exigeait  cette 
importante  question,  nous  allons  examiner  successi- 
vement les  variations  séculaires  des  autres  éléments 
des  orbites  planétaires. 

Commençons  parles  variations  des  exc^j^ricités  et 
des  longitudes  des  périhélies.  Pour  cela,  reprenons 
les  expressions  difïérentielles  de  ces  variations,  don- 
nées 11°  4(î, 


En  difiérentiaut  par  rapport  à w et  par  rapport  à e la 
valeur  (u)  de  F,  trouvée  n"  55,  on  aura 


ce'  sin(6i' — 6>), 


f/F 3 m'\aa'  [a,  a')  -f-  («’-t-  «'’)(«,  a'  )'  ] 

fiai  2(n" — n’)’ 

f/F 3m'fjfi'(a,  <?')' 

fte 

an'  [a,  n')  -4-  ,f  ^os  («'-«). 

fj’)’  ' ’ 

Si  par  conséquent  on  fait,  pour  abréger, 
r , , 3 Hi'fj’  «'  nia,  a'  )' 

I r-|  3 m' an  \ aa'  {a,  fi'  ) -1-  ( n’H-  a'-  ) (n,  a'  )') 

a‘y 
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on  aura,  pour  ilrtermiiier  les  variations  séculaires  des 
excentricités  et  des  périhélies,  en  ne  |)ortant  ra|)j»roxi- 
niation  que  jusqu’aux  premières  puissances  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons,  et  en  ne  considérant  que 
l’action  d’une  seule  planète  perturbatrice  m',  les  deux 
équations 

de 
dt  '' 


a,  a 


t.»  r ^ 


e'  sin(«'  — w ), 

- cosfc.)'  — w ). 
/*  \ > 


fl,  a 


L’action  des  [ilanètes  in",  m"',  etc.,  ne  fera  qu’ajouter 
à ces  équations  des  termes  semblables.  Désignons 

donc  par  [<7,  a"],  a,  n"  , ce  que  deviennent  les  fonc- 


tions [a,  rt'],  [<7,  a'  \ , loi'squ’on  y change  n' et  w' en 
et  w"  ; désignons  semblablement  par  | a,  a'"\. 


a,  a" 


ce  que  deviennent  ces  mêmes  fonctions  lorsqu’on  y 
change  a'  et  ni  en  n'"  et  m",  et  ainsi  de  suite;  on  aura, 
en  vertu  des  actions  réunies  de  tous  les  corps  ni , m" , 
nf , etc., 


de 

7t 

d fo 

~di 


= [ Gy  a'  I c'  sin  fe./ — w)  - 
= a"]+  ... 


, I e"  sin  ((.)"  — w)  H-  etc., 
I <7,  (i  I - cos  { w'  — w ) 


— \ii,  n — cos(m 

I 


) — etc. 


De  ces  expressions,  il  est  facile  de  conclure  celles  de 

f/c'  (lt,t  de"  du>"  , 

—■>  -7-1  -r->  — ) etc.,  en  cliauoeant  successivement, 

fit  fit  dt  dt  ' ^ 

tlaiis  les  équations  précétleutes,  ce  «pii  .se  rapporii' 
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à la  planète  m ilans  ce  qui  se  rapporte  aux  planètes 
/«',  iu'\  etc.,  et  réciproquement.  Soit  donc 

[a,  <7],  [a',  n"],  [«',«"1,  etc.,  | «',  a\,  [«',  a"\ , p?',  a'|.  etc., 

[a",n'],  [a'',  a],[n",  rt*],  etc.,  \a",  a'\ , | a",  a \ , | , etc., 

etc., 

ce  que  deviennent  les  fonctions  que  nous  avons  dé- 
signées par 

[«,  «']i  [rt,  <!*],  etc.,  \a,a'\,  fa,  a"  | , |a,  etc., 

lorsqu’on  y change  successivement  ce  qui  est  relatif 
à m en  ce  qui  se  rapporte  à wi',  m",  etc.,  et  récipro- 
quement ; nous  aurons  pour  déterminer  les  excentri- 
cités et  les  périhélies  des  orbites  de  m,  rn’,  m",  etc.,  le 
système  d’équations  différentielles  suivant  ; 

fie 

^ ~ f I r'sin(w'  — m)  -(-  [«,  a"  [ c"sin(w" — «)-(-  etc., 

— = I a',  a I csin(a>  — w')-f-  ti"\  c"sin(fc>" — 6/)-|-ctc., 

~=  |a",  a|esin(>a  — |a",  n'\  <''sin(t.>' — etc., 
etc., 

fl  . , c* 

— = [a,  a']  -é-  [a,  a"]  -(-  . . — [a,  a'[  - cos(w'  — w) 

— I a,  a"  I — cos  { w'”  — to  ) — etc. , 

C 

— = [a',  a]-t-[a',  a"]  -H  . • — | a',  a [ - cos(w  — w') 

— |a',  a"|  ■jros(M"—  o/)  — etc., 

-^  = [a'',a]  + \n",a''\-\- . — \n" , a}  p cos  (ai  — w") 

— I**'  » " I cos(w' — m")  — etc., 

etc. 
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On  d«*tormiiU‘  fort  sinipleinrnt,  an  inoyt-n  de  ces 
fonmdos,  les  variations  annuelles  des  excentricités  et 
des  périhélies.  En  effet,  pendant  ce  court  intervalle, 
on  peut  supposer  constants  les  éléments  e,  e',  etc.,  u, 
etc.,  qui  entrent  dans  les  équations  différentielles 
précédentes,  et  les  intégrer  dans  cette  hypothèse,  ce 
rpii  revient  à multiplier  par  le  temps  t les  valeurs  de 
de  de'  du  du  J . , , 

— , — , etc.,  -T-’  etc.  l^es  expressions  qu  on  ob- 
dt  dt  ’ dt  dt  ' * 

tiendra  de  cette  manière  pourront  même  s’étendre, 
relativement  aux  planètes,  à plusieurs  siècles  avant  et 
après  l’époque  que  l’on  aura  choisie  pour  l’origine 
du  temps.  .Si  l’on  veut  avoir  d(^s  vah'urs  plus  exactes, 
on  observera  que  les  excentricités  et  la  position  des 
périhélies  variant  avec  le  temps,  l’excentricité  de  l’or- 
bite de  w,  pour  un  temps  quelconque  /,  sera  égale  à 


e + 


O f/’c 

1.2  do 


etc.; 


et  la  longitude  de  son  périhélie  à 

w -f-  / — -f-  etc.; 

dt  1.2  r?/’  ’ 


de  d^r  dtù  d^M  , » «i*  » 

“TT’  w,  —5  — etc.,  étant  re  alils  a I e- 
’ dt  dt^  ’ ’ dt  dO  ’ 

j)oque.  Or  les  valeurs  précédentes  de  ^ et  de  ^ 

donneront,  en  les  dilïérentiant  et  en  observant  <jue  a 

et  n',  etc.,  sont  constants,  les  valeurs  de  etc., 

dt"^  dr 

dô'  ^7’ etc.  On  pourra  donc  continuer  aussi  loin  que 
l’on  voudra  les  séries  qui  précèdent;  mais  il  sidfira, 
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dans  la  comparaison  des  observations  les  plus  an- 
ciennes qui  nous  soient  parvenues,  d’avoir  égard,  re- 
lativement aux  planètes,  aux  termes  de  ces  séries  mul- 
tipliées par  le  carré  du  temps. 

(îi.  Quoique  celte  manière  de  déterminer  les  va- 
riations séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies 
suffise  aux  usages  astronomiques,  cependant  la  théo- 
rie de  ces  variations  ne  serait  pas  complète,  si  elle  ne 
donnait  pas  leurs  valeurs  finies  pour  un  temps  quel- 
conque, ce  qui  exige  qu’on  intègre  rigoureusement 
les  formules  différentielles  (o).  lÆur  intégration  di- 
recte est  impossible;  mais  par  la  transformation  que 
nous  avons  indiquée  n“  40,  et  dont  l’idée  ingénieuse 
est  due  à Lagrange,  on  les  ramène  à la  forme  d’équa- 
tions différentielles  linéaires  du  premier  ordre  que  l’on 
sait  intégrer.  En  effet,  supposons,  comme  dans  le  nu- 
méro cité, 

A = esinu,  //  = e'sinw',  ^>"=e"sinu",  etc., 

c=ecosu,  c'=e'ct)sw',  c''  = c"cosw",  etc. 

En  différentiant  ces  expressions,  ou  aura 


,lh 

de 

• 

dta 

==  Slll  fil)  ~ 

+ CCOSW 

-T-» 

iU 

dt 

€lC 

de 

de 

d («J 

— = (’OSW  — 

— e siii  w 

— r-  > 

dt 

dt 

dh' 

. de’ 

dtii 

— = Slll  w 

e'cosu' 

dt 

dt 

dt 

de' 

.de' 

— = COSW  — 
dt  dt 

etc. 

— e'  sin  0)' 

lû" 

I.  27 
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fit 
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lit 

etc. 
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, / . de  ft U de'  du 

Si  (lansocsfquationson  reiiiplaco—  » — ? — » — > «‘le., 

Il  t f • db  de 

par  leurs  valeurs,  on  aura,  pour  tleterininer—»  — » etc., 
les  (‘quations  différentielles  .suivantes  : 


|[fl,  fl']  -+-[fl,  «"]-!-  etc.,  j e — I fl,  fl'  |c'—  |fl,  fl"|c"— etc., 

■ {[fl,  fl']  4- [fl,  fl"  ] + etc. , { <>  4-  fflT^'l  1 

|[fl',  n]4-  [fl',  fl"]-t-etc.,|c'—  a',  a |c  — [a',  fl"|  c"—  etc., 

■ |[fl',  fl]  4-  [fl',  «"]+  etc.,  té'4-  I fl',  fl  i *4-  |fl',  a"\  b"-i-  etc., 
|[fl",  «]4-[n",fl']4-etc.,  je"—  |fl",  a |c— |fl",  fl'|  c'— etc., 
|[fl",fl]4-[fl",  fl']-l-etc.,|6"4-  [a'  , fl]<»4-|fl",  a'\  i'4- etc.. 


(P) 


On  peut  d’ailleurs  déduire  directement  ces  «‘qua- 
tions des  formules  (12),  en  y substituant  pour  F sa  va- 
leur «‘U  fonction  de  b,  b',  c,  c',  etc.,  donnée  n”  53. 

liCS  équations  précédentes  sont  linéaires  et  s’in- 
tégrent par  l«*s  méthodes  connues,  lorsque,  par  leur 
moyen,  on  aura  déterminé  les  valeurs  des  quantités 
b,  c,  h',  c',  />*,  c",  etc.,  on  obtiendra  celles  des  «‘xcen- 
tricités  et  des  longitudes  «les  périhélies,  en  remar- 
quant (jue  les  équations  (a)  donnent 

/ é , , b' 

tangM  = -,  tangu  =p"’ 

etc. 

Il  ne  nous  reste  donc  plus  qu’à  opérer  l’intégraliou 
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«les  «‘([iialioMs  précéd«-n(es;  pour  y par\eiiir,  faisons 

h = M sin(//<  -h  /),  c = M co^[ht  -f-  /), 

b'  = M'  sin(/î<  + /),  c'  = M'cos(//<  -u  /), 

h"=  M"sin(A/  -h  /),  c"=  M"cos(//f  + /), 

etc.,  etc., 

M,  M',  M",  etc.,  étant,  ainsi  que  h et  /,  des  quantités 
constantes  indéteriniinVs. 

.Si  l’on  substitue  ces  valeurs  et  leurs  différentielles  • 
«laus  les  équations  (P),  il  en  résultera  entre  les  indé- 
terminées M,  M',  M",  etc. , A et  /,  les  équations  de  con- 
dition suivantes  : 

MA  = {[«7,  rt'']+ctc.j  M — I a,  ti'  | M — | a,  a"  [ M" — etc., 

M'/i  = |[ff',c]4-[n',  rt"]-fetc.  jM'— |«',  | M — |a',  a"\  M"— etc., 

M"/i  = I [a",  a]+[a",  «']+-  etc.  | M"—  |«7",  a\  M—  \a'\  a''|  M'  — etc., 
etc. 

nombre  de  ces  équations  sera  égal  à celui  des 
coefEcientsM,  M',  M",  etc.;  mais  comme  chacun  des 
termes  qui  les  composent  est  multiplié  par  run  de  ces 
coefficients,  il  s’ensuit  que  l’on  ne  pourra  déterminer, 
par  les  équations  précédentes,  que  le  rapport  de  ces 
«piantités  entre  «‘lies,  de  .sorte  qu’il  y en  aura  toujours 
une  qui  restera  indéterminée.  En  «'ffet,  soit  /,  par 
exemple,  le  nombre  de  ces  équations  «le  condition;  il 
est  aisé  de  voir,  «l’aprés  leur  forme,  que  si,  an  moyen 
«les  / — I premières,  on  élimine  de  la  dernière  les 
/ — I coefficients  M',  M",  etc.,  le  coefficient  M en  dis- 
paraîtra de  lui-méiue;  de  sorte  qn’on  arrivera  à une 

7.7. 
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oqiKition  liliale  (‘ii  h du  tiegié  /,  qui  ne  contiendra 
|)ln«  que  cette  constante  d’inconnne,  <‘t  pourra  servir 
par  conséquent  à la  déterminer.  Otte  équation  .sera 
toujours  d’un  degré  égal  au  nombre  des  coefficients 
arbitraires M,  M',  M",  etc.,  ou  des  corps  m,  m',  m",  etc., 
du  système  ; elle  aura  donc  un  nombre  égal  de  racines 
qui,  substituées  tour  à tour  dans  les  i — i |)remières 
équations  (A),  serviront  à déterminer  chacune  tiii  pa- 
reil nombre  de  coeffîcients  arbitraires  M,  M',  M",  etc. 

Soient  donc  //,  h^,  /i„,  etc.,  les  racines  de  l’équa- 
tion finale  en  //;  soient  M,  M',  M",  etc.,  M,,  M', , 
M',,  etc.,  Mj,  M'j,  Mj,  etc.,  les  différents  systèmes 
de  coefficients  indéterminés  qui  correspondent  respec- 
tivement à cliacune  de  ces  racines,  les  valeurs  de  h, 
()',  b",  etc.,  de  c,  c',  c",  etc.,  qui  en  résulteront,  satis- 
feront toutes  aux  équations  (P).  Or  l’intégrale  ci>m- 
plète  d’une  équation  différentielle  linéaire  est  égale, 
comme  on  sait,  à la  somme  de  ses  intégrales  particu- 
lières, on  aura  donc 

b = M sin(/if  -t-  l)  -t-  M,  sin(/(,(  -H  /■)-(-  M,  sin  H-  etc., 

b'=  M'  sin(A^  -L  I)  -t-  M',  sin{  /,)-(-  M',  sin(//,M-  etc., 
etc., 

. c = M cos(  A/  -t-  /)  -t-  M,  cos(  A,(  -L  /,  ) -f-  M,  cos(A,/-4-  /,)-(-etc., 
r'=  M'ros(  Ar-t-  /)  -H  M',  cns(A,  / -(-  L)  +M',  cos(A,f  -(-  /,)  -+■  etc., 
etc., 

/,  /j,  etc.,  étant  des  constantes  arbitraires. 

Ces  équations  renferment  autant  d’arbitraires  qu’il 
y a d’équations  différentielles  (P);  car  chaque  système 
d’indéterminées  M,  M',  etc.,  contient  une  arbitraire, 
et  il  y a tie  plus  i arbitraires  /,  /, , /,,  etc.  Ces  équa- 
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lions  sont  donc  les  intégrales  coniplèles  des  é(|iiations 
différentielles  proposées.  Quant  aux  a / conslanles  arbi- 
traires qui  entrent  dans  ces  équations,  on  les  détermi- 
nera au  moyen  des  observations.  Elles  ne  donnent 
pas  dii  ectement  ces  constantes,  il  est  vrai  ; mais  elles 
font  connaître,  pour  une  époque  fixée,  les  valeurs  des 
excentricités  et  des  longitudes  des  périhélies  des  or- 
bites, et  par  suite  les  valeurs  des  quantités  />,  h',  etc., 
c,  c',  etc.;  on  pourra  donc  toujours  en  déduire  les 
valeurs  des  arbitraires  inconnues. 

(ij.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les  excentri- 
cités et  les  longitudes  des  périhélies  des  orbites  plané- 
taires ne  sont  plus,  comme  les  grands  axes,  assujetties 
à de  siiii|)les  inégalités  périodiques;  les  variations  de 
CCS  deux  éléments  contiennent  des  termes  indépi’ii- 
dants  de  la  situation  mutuelle  des  corps  du  système, 
et  par  conséquent  la  fojaiie  des  orbites  et  la  position 
lies  grands  axes  peuvent  éprouver  dans  la  suite  des 
altérations  considérables  ; mais  les  ellipticités,  en  vei  tu 
de  leurs  variations  séculaires,  sont-elles  susceptibles 
Me  croilre  indéfiniment?  S’il  en  était  ainsi,  les  orbites, 
aujourd’hui  presque  circulaires,  deviendraient  à la 
longue  fort  excentriques,  et  pourraient  même  finir 
par  changer  entièrement  dénaturé.  I/invariabilité  des 
grands  axes  ne  suffirait  plus  alors  pour  assurer  la  con- 
servation de  notre  système  solaire,  (pi’iine  pareille 
progression  menacerait  dans  la  suite  des  siècles  d’un 
bouleversement  total.  I/équation  (e)  à laquelle  nous 
sommes  parvmius  (n"î>4)  montre  heureusement  «pie 
ces  changements  sont  à j.tmais  impossibles;  mais  il  ne 
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sera  pas  superflu  d'examiner  ici  avec  plus  de  délai! 
cette  question,  juiisquo  c’est  sur  elle  que  repose  l’une 
{les  conditions  essentielles  de  la  stabilité  du  système 
du  monde. 

Pour  cela,  reprenons  les  expressions  que  nous  avons 
trouvées  pour  déterminer  les  valeurs  des  quantité's  b 
et  c,  savoir  : 

i = M sin(///  4-  /)  -t-  M,  sin(A,f  -H  /,)  + M,  sin(/i,f  4-  /j)4-  etc-, 
c = M cos(/({  4-  /)  4-  Ml  cos  (A, { 4-  /,)  4-  M,  cos(/(!f  4-  /,)4-  etc., 

les  quantiti's  h,  A,,  Aj,'etc.,  étant  les  racines  d’une 
{'•quation  déterminée  d’un  degré  (‘gai  au  nombre  des 
corps  agissants  du  système,  et  M,  M,,  Mj,  etc.,  /,  /,, 
l-i,  etc.,  des  constantes  arbitraires  dont  la  détermina- 
tion dépend  des  valeurs  de  b et  de  c,  à une  épo([ue 
donnée. 

Substituons  ces  valeurs  à la  place  de  b et  c dans 
l’expression  de  l’excentricité  de  l’orbite  de  ni;  on  a 
e*  = A*  4-  c*  ; on  aura  donc 

M’4-  m;  4-  m;  4-  . . .4-  2MM,  cos[(A,  _/»)(+/,  — /] 

4-  2 MM,  cos[(//j — h)  (4-/,— /]4-2  M,  M,  ros[  (A,— A,  )l  4-  /, — A ] 
4-  etc. 

IjG  premier  membre  de  celte  équation  est  constam- 
ment plus  petit  que  (M  4-  M,  4-  Mj  4-  . . .)*,  tant  que 
les  cosinus  qui  entrent  dans  le  second  membre  sont 
tous  réels;  ainsi  donc,  toutes  les  fois  que  les  racines 
h,  fl,,  h,,  etc.,  sont  réelles  et  inégales,  l’excentricité  e 
de  l’orl)ile  de  ni  ne  |)eut  jamais  surpasser  la  somme  des 
coefiieients  M,  M,,  jMj,  etc.,  pris  avec  le  même  signe  ; 
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l'I  si  l’on  suppose  ces  coefficients  fort  petits  à une 
époque  donnée,  comme  cela  a lieu  en  effet  dans  la 
nature,  elle  demeurera  toujours  peu  considérable. 

Mais  il  n’en  serait  plus  de  même,  si  quelques-unes 
des  racines  de  l’équation  en  h devenaient  égales  ou 
imaginaires.  Ces  racines  introduiraient,  au  lieu  de 
sinus  et  de  cosinus,  dans  les  expressions  de  b et  de  c, 
des  arcs  de  cercle  et  des  exponentielles,  et  ces  quanti- 
tés étant  susce[)tibles  d’augmenter  indéfiniment  avec 
le  temps,  il  eu  résulterait  que  les  valeurs  de  b et  de  c 
ueseraient  plus  resserrées  entre  des  limites  qu’elles  ne 
doivent  pas  dé|)asser;  tjue  par  conséquent  les  orbites 
pourraient  dans  la  suite  des  temps  devenir  fort  ex- 
centriques, et  que  les  résultats  auxquels  nous  sommes 
parvenus  jusqu’ici,  fondés  sur  la  petitesse  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  desorbites, cesseraient  d’étre 
exacts.  11  s’agit  donc  de  montrer  que  les  racines  //, 
/j,,  7/j,  etc.,  sont  toutes  réelles  et  inégales;  c’est  ce 
que  l’on  peut  faire  d’une  manière!  fort  simple,  et  sans 
être  obligé  île  former  l’équation  dont  elles  dé|)endent, 
dans  le  cas  où  l’on  siqipose  que  les  différents  corps  m, 
m\  etc.,  du  système,  circulent  tous  dans  le  même 
.sens. 

En  effet,  reprenons  les  équations  (o)  du  n^GS.  Si 
l’on  multiplie  respectivement  ces  écpiatioii^  par  m \'n  e, 
m' \a' e\  m"\'a"e",  etc.;  qu’on  les  ajoute,  et  qu’on  re- 
marque que 

sin(w— w')  = — sin(tti' — w),  sin  (w — m")  = — sin(<.i" — w),ctc., 


et  ipi’en  vertu  des  valeurs  de 


, 


etc  , 
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données  dans  le  n“  G3,  on  a généralemeni 


a,  a' 

m \ja  — 

v-f 

fl,  a 

m \a  — 

ûj  ni'  \'a"  = O, 


etc., 


cette  somme  se  réduira  à l’équation  suivante  : 
m \ja  ede  + m’ yja'e'de'  -+-  ni" \a"  e" de"  -f-  . . . = o. 


Si  l’on  intègre  cette  équation,* en  observant  que  les 
grands  axes  a,  a',  etc.,  sont  constants,  puisqu’on  n’a 
égard  qu’aux  variations  sécidaires,  on  aura 

m \jae*  -i-  m'  \Ja  e'^  + m"  \ <x"  e"’  4-  . . . = const . (e) 
I^es  corps  ni,  ni',  etc.,  étant  supposés  tourner  dans  le 
même  sens,  les  radicaux  \n,  \Ja' , \la"  devront  être 
pris  positivement,  et  chacun  des  termes  du  premier 
membre  de  cette  équation  sera  par  conséquent  positif. 
Nous  sommes  déjà  parvenus  à cette  équation,  n°5i; 
mais  nous  avons  voulu  montrer  comment  elle  résulte 
des  équations  difFérentielles  [o] 

Supposons  maintenant  que  l’équation  tpii  «léter- 
mine  A ait  des  racines  imaginaires;  quelques-uns  des 
sinus  ou  cosinus  qui  entrent  dans  les  expressions  de  h 
et  c,  se  changeront  en  exponentielles,  de  sorte  que  la 
valeur  de  b";  par  exemple,  contiendra  un  nombre  fini 
de  termes  de  la  forme  Cc^‘,  c étant  le  nombre  dont 
le  logarithme  hyperbolique  est  l’unité,  et  C une  quan- 
tité réelle  puisque  b ou  sa  valeur  e sinw  est  une  quan- 
tité réelle.  Soient  Dc^',  D'c*',  etc.,  les  terme.s 

correspondants  de  c,  h',  c',  etc.  l),  C,  J)',  etc.,  étant 
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aussi  des  quantités  réelles;  la  \ aleur  de  e*  contiendra 
le  terme  (C*  4-  D“)  la  valeur  de  e ’ contiendra  le 
terme  (C'*  + D'®)  et  ainsi  de  suite.  Le  premier 
'membre  de  l’équation  (e)  renfermera  par  conséquent 
le  terme 

[ ni  sfa  (C*  -+-  D®  ) + ni  sâ  (G'®  + ly*) 

+ m"  v''rt"  (G"®  4- D"® 

Si  est  la  plus  grande  des  exponentielles  que  ren- 
ferment les  expressions  de  h,  c,  c',  etc.,  c®*'  sera 
la  plus  grande  des  exponentielles  que  renfermera  le 
premier  membre  de  l’équation  (e  ) ; le  terme  précé- 
dent ne  pourra  donc  être  détruit  j)ar  aucun  autre 
terme  de  cette  équation  ; en  sorte  que  pour  que  son 
premier  membre  se  réduise  a une  constante,  il  faudra 
que  le  coefficient  de  c®^'  soit  nul  de  lui-même,  ce  qui 
donne 

m yâ  (G®  4- D® ) 4- m' y/rt' (G'»  4- I)'®) 

4-  m"  yV  (G"®  4-  D"®  ) 4-  . . . = O ; 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite,  à moins  qu’on 
n’ait  séparément  G = o,  D = o,  G'  = o,  D'  = o,  etc., 
si  l’on  suppose  que  les  radicaux  \ja,  y'a',  y/u",  etc., 
sont  de  même  signe,  c’est-à-dire  que  les  corps  ni,  ni, 
m",  etc.,  circulent  dans  le  même  sens;  d’où  il  suit 
que  les  valeurs  de  h,  c,  b',  c',  etc.,  ne  renferment  pas 
d'exponentielles,  et  que  par  conséquent  l’équation  en 
h ne  contient  pas  de  racines  imaginaires. 

Si  cette  équation  avait  des  racines  égales,  il  en  ré- 
sulterait des  arcs  de  cercle  tlans  les  «-xpressions  de 
b,  c,  b',  c',  etc.  L’expression  de  b,  j>ar  exemple,  ren- 
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fernierail  un  iioinbri'  fini  tlo  U-rincs  de  la  forme 
SoienI  C tf,  ])'<',  etc.,  les  termes  coriespondants 

des  valeurs  de  c,  b',  c',  etc.,  C,  1),  C',  I)',  etc.,  étant 
des  quantités  réelles,  le  premier  membre  de  l’équa- 
tion (e)  renfermera  le  terme 

et  si  f est  supposé  la  plus  haute  puissance  de  t que 
renferment  les  valeurs  de  b,  c,  b\  c',  etc.,  sera  la 
plus  haute  pui.ssance  de  t qui  entrera  dans  cette  équa- 
tion; il  faudra  donc,  pour  que  son  premier  membre 
se  réd  uiseà  une  constante,  qu’on  ait 

m s'h (C'-l-D=)-t-m'  D" ) D"’}-+-  . . . =o  ; 

ce  qui  est  iiiqiossible  lorsque  les  corps  m,  itï,  m",  etc., 
circulent  dans  le  même  sens,  à moins  qu’on  n’ait  sé- 
parément C = O,  1)  = o,  C'  = O,  D'  = O,  etc.  Les  va- 
leurs de  b,  c,  b',  c',  etc.,  ne  peuvent  donc  contenir 
ni  exj)onentielles  ni  arcs  de  cercle,  et  l’équation  en  fi 
a par  conséquent  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales. 

IjC  cas  particulier  que  nous  avons  examiné  est  celui 
de  la  nature,  où  toutes  les  planètes  circulent  dans  le 
même  sens  autour  du  Soleil.  11  suit  donc,  de  ce  que 
nous  venons  de  démontrer,  ipie  les  excentricités  des 
orbes  |)lauétaires  n’éprouveront  pas  par  la  suite  îles 
* siècles  d’accroissements  considérables,  et  (|u’elles  res- 
teront dans  tous  les  temps  très-petites,  comme  elles 
le  sont  aujourd’hui. 

C’est  d’ailleurs  ce  qu’on  peut  conclure  immédiale- 
inent  de  l’équation 

in  \'ne‘  H m'  \ C. 


t 
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En  effet,  tous  los  termes  «lu  premier  menibn'  île 
cette  équation  étant  positifs,  lorscpron  suppose  que  les 
corps  ///,  m\  m",  etc.,  tournent  dans  le  même  sens, 
chacun  de  ces  tonnes  est  plus  petit  que  la  constante 
du  second  membre.  Si  l’on  suppose  donc  à une  épo- 
que donnée  les  excentricités  e,  e',  e",  etc.,  très-pe- 
tites, la  constante  G sera  une  fort  petite  quantité; 
chacun  des  termes  de  l’équation  précédente  restera 
donc  aussi  fort  petit,  et  ne  sera  pas  susceptible  par 
conséquent  de  croître  indéfiniment.  Mais  les  considé- 
rations précédentes  montrent  comment  l’étémelle  pe- 
titesse des  excentricités  des  orbites  des  planètes  ré- 
sulte de  la  forme  même  de  leurs  valeurs,  et  nous  avons 
cru  devoir  les  développer  ici,  pour  ne  rien  laisser  à 
désirer  sur  une  question  aussi  importante. 


06.  Considérons  maintenant  les  équations  d’où  dé- 
pend la  position  des  périhélies.  Si  l’on  remplace  dans 

l’équation  tangu  z=~,  b et  c par  leurs  valeurs,  on 
aura 

M sin  -f-  Ml  sin  (/i|  ) -4”  îtt,  sin  (//,f  -f-  /, )-t- . ■ ■ 

(snSCi)  ■■  --  — ■■■-  - ■ — . ■ . ^ ~ — ♦ 

° M cos(/il+/)  + M,  cos(/i,  H-/i) M,  cos(A,  n- /,)-T- • ■ 


.Si  de  l’angle  w on  retranche  l’angle  ht  -1-  /,  en  obser- 
vant que 


tang(u  — ht  — l)  ■=■ 


tangw  — tang(Ar  + l) 

I -r  tangw  tang(/ii  -+■  ï) 


en  vertu  de  l’expression  |)récédente,  on  aura 

^_M,sin[(/j, — /t)r+l, — /] -4-M,  sin[  (Aj — h)t~hl; — 

M -h  M' cosf^ , — A)  /+  /, — /l  -t-  M , cos  t(/n— A ) H-  — 7] ’ 

Si  le  coefficient  M est  siip|iosé  plus  grand  que  la 
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soiniuc  de  Unis  les  autres  coefficients  M,,  M-j,  M,,  etc., 
pi’is{)ositivenient,  le  dénominateur  du  second  luemhre 
ne  sera  jamais  nul;  tang(w  — ht  — l)  ne  pourra  donc 
pas  devenir  infini,  l’angle  (ù  — ht  — l n’atteindra  ja- 
mais le  quart  de  la  circonférence,  et  cet  angle  sera 
compris  par  conséquent  dans  les  limites  -l-  90“  et 
— 90",  entre  lesquelles  il  ne  pourra  faire  que  des  os- 
cillations plus  ou  moins  grandes,  de  sorte  que  ht  H-  / 
exprimera  le  vrai  mouvement  moyen  du  périhélie. 

Mais  de  ce  cas  particulier  il  est  impossible  de'  rien 
conclure  en  général  sur  la  nature  de  l’angle  w;  on 
doit  donc  regarder  les  mouvements  des  périhélies 
comme  n’étant  pas  unifornu's,  et  comme  pouvant 
éprouver  dans  la  suite  des  siècles  des  variations  dont 
on  ne  saurait  assigner  les  limites;  on  a seulement  la 
certitude  qu’en  vertu  de  la  première  des  équations  (/■) 
n”  54,  ces  variations  seront  toujours  très -lentes, 
comme  elles  le  sont  aujourd’hui. 

67.  Concluons  de  ce  qui  précède  que  la  stahililé 
du  système  du  monde  est  assurée  relativement  aux 
excentricités  comme  elle  l’est  par  rapport  aux  grands 
axes.  Les  orbites  des  planètes,  en  vertu  de  leurs  ac- 
tions mutuelles,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  ne  font  qu’osciller  autour  d’un  état  moyen 
d’ellipticité  dont  elles  s’écartent  peu,  de  sorte  que  ces 
orbites  dans  les  siècles  à venir  conserveront  toujours 
à peu  près  la  forme  circulaire.  Les  grands  axes  des 
orbites  demeureront  constamment  de  la  même  gran- 
deur, l<‘s  mo}ens  mouvements  qui  eu  dépendent  se- 
ront toujours  uniformes,  et  la  position  de  ces  gra)ids 
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axes  pourra  seule  éprouver  tlaus  la  suite  des  varia- 
tions considérables;  enfin  les  excentricités,  quelques 
altérations  qu’elles  subissent,  seront  sans  cesse  assu- 
jetties à la  condition  suivante  : la  somme  de  leurs  car- 
rés, multipliés  par  les  masses  des  corps  du  système, 
et  par  les  racines  carrées  des  grands  axes  de  leurs 
orbites,  restera  constamment  la  même. 

Il  faut  bien  remarquer  que  ces  résultats,  du  moins 
quant  à ce  qui  regarde  les  excentricités  et  les  périhé- 
lies, ne  sont  exacts  qu’aux  quantités  près  du  second 
ordre  par  rapport  aux  excentricités,  aux  inclinaisons 
et  aux  forces  perturbatrices.  Nous  montrerons  bientôt 
comment  on  peut  les  étendre  aux  secondes  dTmen- 
sions  de  ces  forces  et  à des  excentricités  et  des  incli- 
naisons quelconques. 


Variations  séculaires  des  inclinaisons  et  des  long  itudes 
des  nœuds. 

68.  Déterminons  maintenant  les  variations  sécu- 
laires des  nœuds  et  des  inclinaisons.  Ijcur  théorie  a la 
plus  grande  analogie  avec  celle  des  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  périhélies. 

En  désignant  par  y l’angle  que  forme  le  plan  de 
l’orbite  primitive  de  m avec  nn  plan  fixe  que  nous 
supposons  très-peu  incliné  au  plan  de  cette  orbite,  et 
par  « l’angle  que  fait  leur  commune  intersection  avec 
une  droite  prise  à volonté  dans  le  plan  fixe,  en  don- 
nant à 9'  et  a'  des  significations  analogues  relatives  à 
l’orbite  de /«',  et  en  supposant,  afin  de  simplifier  les 
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P — L'ingip  sina,  q = t;uig<p  cosa, 
p'—  tangif»'  sina',  7'=  taiigy'  eosa', 


nous  avons  trouvé  dans  le  n”  i6,  pour  déterminer  les 
variations  différentielles  tl^'s  quantités  p et  7,  l<“s  équa- 
lions  suivantes  : 


f/p  = 


andt  / F \ 

V^i  — r’  ) ’ 


dq  = 


Si  l’o*»  différentie  par  rapport  aux  variables  />  et  7 la 
valeur  de  F du  n“  o3,  ou  aura 


<-/F  3 m’ na!  [a,  a')' 

dp  4 


(P-P')j 


dF 3 m' aa' (fl,  a' y . 

dq  4(®^’ — ®’)’  ^ 


Eu  faisant  doue,  pour  abréger,  comme  dans  le  u”(>5, 


ou  aura,  en  négligeant  les  carrés  des  oxceniricités  et 
des  inclinaisons, 

± = -[a,a']{q  - q'),] 
do  ! 

[rt,u'](p -//).  j 

Il  <‘Sl  aisé  de  conclure  de  là  les  variations  différeu- 
li(*lles  d<>  ç el  de  a.  En  effet,  les  \aleurs  (pie  nous 
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taugç)  = \p^ 


lauga  = -• 


Ku  différontiaut,  et  t‘u  observant  tpie  nous  négligeons 
les  carrés  des  inclinaisons,  ce  qui  donne  cos(p  = i , on 
trouve 

, . / • # i tOSOLtip  — hlïXOidq 

dtf  = smacip  -f-  cosar/(/,  da  = 

Si  l’on  substitue  pour  fip  et  dq  leui-s  valeurs  données 
par  les  équations  {a),  après  y avoir  reinj)lacé  p,  q, 
p',  q'  par  les  tpiantités  de  ces  lettres  représentent,  ou 
aura 

^ = [a,  a']  tang9'sin(a  — et'), 

- [rt,  fl']+  [a,  a']  cos(a - a'); 

valeurs  qu’on  aurait  pu  d’ailleurs  déduire  directe- 
ment des  formules  (5)  et  (b)  du  n"  4-2,  comme  il  est 
aisé  de  le  vérifier. 

Nous  n’avons  considéré  jusqu’ici  que  l’action  d’une 
seule  planète  perturbatrice  m';  l’action  des  planètes 
m",  nf,  etc.,  introduirait  dans  les  seconds  membres 
des  équations  précédentes  des  termes  semblables  à 
ceux  qu’ils  renferment.  Si  dans  ces  équations  on 
change  ce  qui  a rapport  à m dans  ce  qui  est  relatif  à 
m',  et  réciproquement,  on  aura  des  expressions  analo- 
gues pour  et  l’on  trouverait  de  la  même  ma- 
nière les  valeurs  des  différentielles  ‘-4-^  etc., 

relatives  à m",  nt",  etc.;  d’on  I on  peut  conclure  qii’on 
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aura  griuTalemciit,  pour  déferminer  les  variations  sé- 
culaires des  inclinaisons  et  des  longitudes  des  périhé- 
lies des  orbites  des  planètes /n,  m\  in’\  etc.,  le  système 
d’équations  difierentielles  suivant  : 


: {a,  fl']  tang(p'  sin{a  — a')  -f-  [a,  a"]  tangij)"  sin(a  — a" ) -♦- . . 

■--{[a,  fl']  +[a,a"]  + ...\+[a,  a']  cos(a  - 2') 

-+-  [a,  a"]  cos{a  — a")-t-.  . ., 

tangy 

: [fl',  fl]  tangy  sin(a' — a)  + [a',  a"]  tangf"  sin(a' — a"  )-t-  . . 

’ - I [«'.  « I + K 1+  ■ ■ I + ["’.  » 1 «) 

: [fl",  fl]tangçsin(a"  — a)  -f-  [fl",  fl']  tangç'sin(a"  — a' .J 

|I»",  «1  + 1»-,  »')  + ..  I + K,  «■»(“'•-  “) 


Ces  équations  sont  de  forme  absolument  semblabh* 
à celles  qui  nous  ont  servi  à déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies;  la  seule 
différence  qui  existe  entre  elfes,  c’est  que  les  symboles 

, etc.,  sont  ici  remplacés  par  les  sym- 
boles [<7,  fl'],  [fl,  a"],  etc.;  les  quantités  c,  e',  e",  etc., 
par  tango,  tangy',  taiigy",  etc.,et  les  angles  w,  w',  etc.; 
]>ar  a,  a , etc.  Nous  pouvons  doue  appliqtier  aux  équa- 
tions précédentes  les  inéines  considératifins  que  nous 


fl,  fl 


, fl,  fl 
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avons  développées  dans  les  n"’  (»3  et  suivants,  ce  qui 
abrégera  l)eaucoup  ce  que  nous  avons  à dir(>  sur  cet 
objet. 


(J9.  Nous  voyons  d’abord  que  si  l’on  intègn*  les 
éqtiations  (&)  en  y regardant  les  angles  qp,  ç',  etc.,  a, 
a',  etc.,  comme  constants,  on  aura  pour  les  variations 
séculaires  des  inclinaisons  et  des  noeu<ls  des  expres- 
sions qui  ne  sont  rigoureuses  cpie  lorsque  le  tenq^s  t 
est  infiniment  petit,  mais  (jui  pourront  cependant  ser- 
vir pour  les  planètes  pendant  un  long  intervalle.  Si  l’on 
veut  avoir  des  valeurs  plus  exactes  de  ces  variations, 
on  réduira  en  séries  ordonnées  par  rapport  au  temps 
les  expressions  de  a,  9',  a',  etc.,  et  en  dilTérentiat)t 

Ix's  valeurs  précédentes  tle  '^1  ‘^1  etc.,  on  pourra 

continuer  ces  séries  aussi  loin  que  l’on  voudra. 

Déterminons  les  expressions  rigoureuses  des  incli- 
naisons et  des  nœuds.  Il  faut  pour  cela  intégi’ei’  com- 
plètement les  équations  (i),  ce  qui  exige  qu’on  leur 
donne  d’abord  une  antre  forme.  Faisons,  comme  pré- 
cédemment. 


P =tang9sina,  q = tang^cosa, 
p' — tang^'sina',  q' = tangçp' cosa', 
etc.,  etc. 

Différentions  ces  expressions,  et  substituons  pour 
df,  da,  d(p',  da',  etc.,  leurs  valeurs,  nous  aurons 

~ = n']  + [a,  n"  ^ 

\[<ha']  + {a,n']-h...\p  — [a,n']p’—[n,n"]p"—...,  ^ 
I.  28 
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dp’ 
dt  ~ 

{K 

,«]  + K 

, u"\  -h  . 

.j / + [«', 

"]7  -H  ["'> 

dq’  _ 

dt  * 

(K 

, + [fl'; 

■\P'—  [«'. 

o’']p"- 

1 

II 

n']-h.  . 

,a]q  -f-  [n", 

, «']7'+ 

II 

IK 

, a\p—  [n", 

etc. 

• 

Ces  expressions  résultent  ci’iiilieurs  immédiatement 
'de  celles  que  nous  avons  trouvées  directement  pour 

ÿet^^,nMî8. 

dt  dt 

On  obtient  aisément  plusieurs  intégralesdu  système 
d’équations  précédentes.  l,n  effet,  si  l’on  mullipli<‘ 
respectivement  ces  équations  par  m\np,  m\aqy 
in'\a'p\  in'y/a’q',  etc.,  tpi’on  les  ajoute  ensuite  et 
qu’on  intègre  leur  somme,  en  faisant  attention  qu’en 
vertu  des  valeurs  des  quantités  [a,  a'\,  \a',  n],  etc., 
on  a 

[rt,  rt']  m si  a — [n',  n]  w'  \a'  = o, 

[a,  a"  ] m y n — [ «",  fl  ] >n"  = o, 

etc., 

on  aura. 


m \ja{p’-k-  17’)  -f-  m’ sfâ'  q'')+ m"  \ja"  [p“' -hq"')-^  . . . — const.  (p) 

Si  l’on  multiplie  ces  mêmes  équations,  la  première 
par  m\a,  la  troisième  par  m'\a\  la  cinquième  par 
m"  sja",  et  ainsi  de  suite,  et  qu’on  les  ajoute,  on  aura, 

«*n  vertu  des  mêmes  relations. 


- dp 

m\a- 


m 


• m 


<lp"  , 
V«  TÎT-^ 
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tl’où  l’on  lire,  en  intégrant, 

m \'n  P + m’  \'(i' p'  + ni'  y rt"p"  = const. 

On  trouverait  d’une  manière  analogue, 

m q -h  ni  \jciq'  -t-  m"  \[ëï'q"+  . . . = const. 

Nous  étions  déjà  parvenus  dans  le  chapitre  VTI  à 
ces  diverses  équations  qui  expriment  des  relations  qui 
«loivent  toujours  exister  entre  les  quantités  p,  q,  p', 
q',  etc.,  quelques  changements  qu’elles  éprouvent,  et 
qui  pourront  servir  par  conséquent  à vérifier  leurs  va- 
leurs. 

Iæ  système  d’équations  différentielles  linéaires  (c) 
étant  d’ailleurs  parfaitement  semblable  à celui  des 
équations  (P)  du  n^Cii,  on  pourra  appliquer  à leur 
intégration  la  même  analyse.  On  trouvera  ainsi 

y;  = N sili ( /n  -|~  /)  -1-  N(  sin (/t,  f -f-  /,  ) -j-  N,  sin(  A,!  + /, ) -t-  • • ■ , \ 

<7  = N cos  (A/  N,  coi(h,t  -4-  /,)  -h  N,  cos  (A,  f -4-  j 

//=N'sin(/ii -4- /)-4- N',  sin(A,r-4- /,)-4-N',sin(/»,f -4- 

cos^/v/  *4“  t)  “4“  N , cos  (A,  c -4-  /,  ) ■+■  N , cos  (A,  / -4-  ^,)  -4- . - • , 1 

Ote.,  I 

fl,  fl,,  fi2,  etc.,  étant  les  racines  d’une  équation  d’un 
degré  égal  au  nombre  des  corps  agissants  du  système, 
et  les  arbitraires  N,  N',  N",  etc.,  /,  Zj,  etc.,  des 
constantes  qui  dépendent  de  la  position  des  orbites  à 
une  époque  donnée. 

Si  les  racines  //,  h,,  h 2,  etc.,  sont  toutes  réelles  et 
inégales,  les  valeurs  de  p,q,  p',  q',  etc.,  ne  sauraient 
contenir  ni  exponentielles  ni  arcs  de  cercle.  Or  c’est 
une  conséquence  que  l’on  peut  tirer  de  l’équation  (p), 

P.8. 
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comme  nous  l’avons  lait  voir  dans  le  n“  <>5,  pourvu 
que  les  corps  in,  m',  in",  etc.,  soient  supposés  circuler 
dans  le  même  sens;  d’où  l’on  doit  conclure  que  les 
inclinaisons  des  orbites  planétaires  sur  un  plan  fixe, 
si  elles  ont  été  très-petites  à une  certaine  époque, 
demeureront  toujours  peu  considérables,  et  ne  feront 
qu’osciller  entre  d’étroites  limites  qu’elles  ne  pourront 
jamais  franchir.  La  position  des  nœuds,  au  contraire, 
pourra  éprouver  dans  la  suite  des  siècles  des  varia- 
tions considérables,  et  leurs  mouvements  devront  être 
regardés  comme  n’étant  pas  uniformes. 

stabilité  du  système  planétaire  est  donc  aussi  as- 
surée relativement  aux  inclinaisons  des  orbites  qu’elle 
l’est  par  rapport  aux  excentricités. 

70.  IjCS  expressions  de  p et  données  par  les  for- 
mules [d),  offrent  un  moyen  facile  de  construire  géo- 
métriquement les  valeurs  de  ces  quantités  par  le  moyen 
des  épicycles. 

En  effet,  que  l’on  imagine  un  cercle  dont  le  rayon 
soit  N,  et  qu’ù  partir  d’un  diamètre  fixe  on  prenne 
.sur  ce  cercle  un  arc  qui  comprenne  l’angle  fit  + /, 
qu’à  l’extrémité  de  cet  angle  on  place  le  centre  d’nn 
nouveau  cercle  dont  le  rayon  soit  N, , et  qu’on  prenne, 
à partir  d’un  diamètre  mené  parallèlement  à celui  du 
premier  cercle,  un  arc  qui  réponde  à l’angle  fi,  t -h  l,, 
qu’on  place  à rextrémilé  de  cet  arc  le  centre  d’un 
nouveau  cercle  dont  le  rayon  sf)it  Nj,  et  qu’on  jirenm* 
de  même  sur  ce  cercle,  à partir  d’un  diamètre  parallèle 
aux  précédents,  un  arc  qui  sons-tende  l’angle  fi^t  -+-  /^, 
et  ainsi  de  suite;  si  de  l’extrémité  du  dernier  arc,  on 
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abaisse  une  ordonnée  perpendiculaire  an  diamètre  du 
premier  cercle,  cette  ordonnée  sera  la  valeur  de 
et  l’abscisse  correspondante,  comptée  à partir  du  cen- 
tre du  même  cercle,  sera  celle  de  </. 

En'efïet,  il  est  visible,  d’après  cette  construction, 
que  la  première  de  ces  deux  cooi-données  sera  expri- 
mée par 

N sin(A<+/)-t-N,  sin(A,  <-)-/,  )-(-  Njsiu(Aj  f 
et  la  seconde  par 

N COs(/i/4-/)-|-N,  COs(//,/-t-Z,  )-r-N,COs(//j<-F/j)-t-.... 

On  voit  de  plus  que  si  du  centre  du  premier  cercle 
on  mène  un  rayon  vecteur  à l’extrémité  de  l’arc  pris 
sur  la  circonférence  du  dernier  cercle,  ce  rayon  sera 
l’expression  de  tangip,  et  l’angle  qu’il  forme  avec  l’axe 
des  abscisses  sera  égal  à l’angle  a,  puisqu’en  elïet  on 
aura  ainsi 

tang  f 7’ , lang  a = 

bu  appliquant  la  même  construction  aux  expres- 
sions de  /}  et  de  c du  n"  (>i,  on  déterminerait  géomé- 
triquement les  valeurs  de  l’excentricité  c de  l’orbite 
et  de  la  longitude  u de  son  périliélie.  La  première  se- 
rait égale  au  rayon  vecteur  mené  du  centre  dn  pre- 
mier cercle  à l’extrémité  de  l’arc  [uis  sur  le  dernier 
épicycle,  et  la  seconde  à l’angle  que  forme  ce  rayon 
avec  l’axe  des  abscisses. 

71.  Jusqu’à  |)résent  nous  .ivonssup|)osé  fixe  le  plan 
auquel  nous  avons  rapporté  la  position  des  orbites 
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planétaires,  mais  les  astronomes  ont  coutume  de  la 
rajiporter  an  plan  mobile  de  récliptique  ou  de  l’orbitt* 
que  décrit  la  Terre  autour  du  Soleil  dans  son  mouve- 
ment annuel  ; c’est  en  effet  du  plan  de  cette  orbite 
que  nous  observons  tous  les  mouvements  célestes.  Il 
est  donc  nécessaire,  pour  rendre  les  formules  précé- 
dentes immédiatement  applicables  aux  usages  astro- 
nomiques, de  montrer  comment  elles  peuvent  être 
modifiées  de  manière  à déterminer  directement  les  va- 
riations des  nœuds  et  des  inclinaisons  des  orbites  des 
corps  m,  m\  m'\  etc.,  par  rapport  à l’orbite  mobile 
de  l'un  d’entre  eux  pris  à volonté,  relativement  à l’or- 
bite de  m,  par  exemple.  Soient  donc  x',  y , a',  les 
trois  coordonnées  de  m'  rapportées  à un  plan  fixe 
(pielconque;  soit  z l’ordonnée  d’un  point  situé  sui' 
l’orbite  de  ni  et  répondant  aux  mêmes  abscisses  x' 
et  y,  nous  aurons 

z'=  — p'  x'  + q'j'i  Z = — px'  + qjr'. 

• 

Si  l’on  suppose  très-petite  l’inclinaison  mutuelle  des 
deux  orbites  ainsi  que  leur  inclinaison  sur  le  plan 
fixe,  la  différence  z'  — z — — [p'  — p)x' (7'—  q)y' 
des  deux  ordonnées  z'  et  z exprimera  à très-peu  près 
la  hauteur  de  m'  au-dessus  de  l’orbite  de  m.  Or,  si 
l’on  désigne  par  z cette  hauteur,  et  par  çp'  et  a'  l’in- 
clinaison  et  la  longitude  du  nœud  de  l’orbite  de  m' 
sur  l’orbite  de  m,  on  a aussi,  à très-peu  près, 

z'  = — tangçi]  sina,  x' -t-'langy'  cos  a'  y'. 
d'où  l’on  conclura 

langç'  sina  = p'  — p^  Isugip’  cosa  = <y' — 7, 
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el  par  conséquent 

. tang?;  = ^^-pY+  [(/'-  (]Y,  innga 

On  déterminera  aisément,  au  moyen  de  ces  deux  équa- 
tions, le  lieu  du  nœud  commuu  et  l’inclinaison  mu- 
tuelle des  deux  orbites. 

Si  l’on  suppose  que  le  plan  fixe  auquel  se  rappor- 
tent les  quantités  p,  p\  f/,  q’  soit  celui  de  l’orbite  de 
m à une  époque  donnée,  on  aura  pour  cette  époque 
p — O,  q — O.  Mais  les  différentielles  dp  et  dq  ne  se- 
ront pas  nulles,  el  en  difiérentiant  les  valeurs  précé- 
dentes on  aura 

dif,  — (dp' — rf^)sin«'-(-  (dt/' — (/«y)  cos  a', 

, (dp' — dp)cosa! — (dq' — r/iyjsina' 

d a,  = 

lang^ 

lin  substituant  pour  dp,  dq,  dp',  d(^,  leurs  \aleiirs 
n"  69,  on  trouvera 

= ( ["'»  I ‘ang'f"  sin(a  ~ «") 

-H  u"']  — [a,  <i"]  j tangni"sin(a'  — a")  -+-  etc., 

— — ( [n,  rt]  a"]  -+■  [a',  a"']  -(- . . . j — [«,  rt' | 

""Il, 

+ -1».  «'Il  >•)  4.. ...  • 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  des  iorm ides 
siMiiblables  pour  déterminer  les  variations  des  incli- 
naisons et  des  noeuds  des  orbites  de  ni",  m”,  etc.,  rela- 
tivement à l’orbite  de  m Quant  au  degré  <le  préci- 
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sioii  tle  ces  réductions,  il  est  facile  dé  se  convaincn- 
qu’elles  sont  exactes,  aux  quantités  près  du  troisième 
ordre,  relativement  aux  inclinaisons  mutuelles  des 
orbites;  en  sorte  qu’on  pourra  toujours  les  employer 
comme  tout  à fait  rigoureuses,  tant  cpi’on  ne  voudra 
pas  pousser  au  delà  les  approximations. 

72.  De  ce  que  nous  avons  démontré  dans  le  n“  GU, 
il  résulte  que  la  stabilité  du  système  solaire  est  assurée 
relativement  aux  inclinaisons  des  orbites  planétaires, 
comme  elle  l’est  par  rapport  aux  excentricités.  L’ac- 
tion réciproque  des  planètes  les  unes  sur  les  autres,  à 
laquelle  sont  dus  les  déplacements  séculaires  de  leurs 
orbites,  ne  cause  dans  leurs  inclinaisons  mutuelles 
que  des  variations  comprises  entre  d’étroites  limitc's 
cpi'elles  ne  pourront  jamais  dépasser;  elles  resteront 
par  conséquent  toujours  très-petites,  comme  elles  le 
sont  aujourd’hui.  La  position  des  nœuds  pourra  au 
contraire  éprouver  dans  la  suite  des  temps  des  altéra- 
tions considérables,  et  l’on  ne  devra  pas  regarder  leurs 
mouvements  comme  uniformes.  Enfin,  quelles  que 
soient  les  altérations  cpie  subissent  les  inclinaisons  des 
orbes  planétaires,  elles  seront  toujours  assujetties  à 
la  condition  suivante  : La  somme  de  Iturs  carrés,  mul- 
tipliés par  les  masses  des  corps  du  sj  slèmc  et  par  les 
racines  carrées  des  grands  axes  de  leurs  orbites,  de- 
meurera constamment  la  même. 

Nous  étendrons  bientôt  ces  résultats,  qui  ne  sont 
«•xacts  qu’aux  cpiantités  près  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités,  aux  inclinaisons  et  aux  masses 
j)erturbatrices,  au  cas  où  l’on  a égaixl  au  carré  de  ces 


Digitized  by  Googte 


r 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  44  i 

masses  et  à toutes  les  puissances  des  exceiiliicilés  et 
des  inclinaisons. 

Satiation  séculaire  de  la  longitude  de  l'époque. 

73.  Il  nous  reste,  pour  compléter  la  théorie  des 
variations  séculaires,  à considérer  les  variations  du 
sixième  élément  des  orbites  planétaires,  de  celui  qui, 
dans  l’ellipse  non  troublée,  dépend  de  la  position  d<‘ 
la  planète  à une  époque  donnée,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  <le  l’instant  de  sou  passage  par  le  périhélie. 

Pour  bien  concevoir  l’importance  de  cet  élément, 
il  faut  remarquer  que  c’est  de  la  variation  séculaire 
de  la  longitude  t de  l’époque,  que  dépend  celle  de  la 
longitude  vraie  de  la  planète  dans  son  orbite,  c’est- 
à-<lire  de  la  coordonnée  la  plus  nécessaire  pour  la 
détermination  exacte  de  sa  position  dans  l’espace.  Kn 
effet,  en  nommant  v cette  longitude,  on  a,  par  les  for- 
mules du  n°2i, 

V = Ht  Z P, 

en  désignant  par  P une  suite  de  sinus  des  multiples 
de  l’anomalie  moyenne  nt  z — &)  multipliés  par  les 
puissances  de  l’excentricité  e.  Or,  si  l’on  regarde 
comme  variables  les  éléments  elliptiques,  et  qu’on  ne 
considère  que  la  partie  non  périodique  de  la  varia- 
tion de  P,  il  est  évident  que  cette  partie  sera  une 
fonction  des  éléments  de  la  planète  troublée  et  de  la 
planète  perturbatrice  de  l’ordre  m'  ; en  sorte  que  si 
l’on  y regarde  de  nouveau  ces  éléments  comme  va- 
riables, en  vertu  de  leurs  variations  .séculaires,  les 
termes  du  second  ordre  contenus  dans  cette  fonction 
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seront  simplement  proportionnels  au  temps  t,  et  s'a- 
jouteront au  moyen  mouvement  nt  dans  la  valeur  de 
v;  elles  termes  dépendant  du  carré  du  temps  t,  les 
seuls,  comme  nous  le  dirons,  tpi’il  importe  de  consi- 
dérer, seront  du  troisième  ordre  et  pourront  toujours 
être  négligés.  Nous  avons  vu  d’ailleurs  que  le  moyen 
inouvement  rU  n’était  soumis  à aucune  variation  sé- 
cidaire;  la  seule  variation  de  cette  espèce  dépendante 
du  carré  du  temps,  dont  puisse  être  affectée  la  longi- 
tude V,  est  donc  celle  qui  provient  de  la  variation  de 
la  longitude  ê de  l’époque,  et  c’est  une  raison,  par  con- 
séquent, de  l’examiner  avec  soin. 

74.  Reprenons  la  valeur  de  di  donnée  par  la  troi- 
■Sièinedes  formules  (i  i),  du  n”  46, 


Si  r.on  différentie  la  valeur  (/«)  de  la  fonction  F, 
u“a3,  relativement  aux  constantes  e et  a,  et  qu’à  la 

</Rf> 
fia 


place  des  différentielles  partielles  ^ 


(la  fia  fia 

on  substitue  leui's  valeurs  données  en  fonction  de  IF"’ 
et  par  le  n"  î>2,  savoir. 


fia 


a'  B ')  — rtlF"), 


3rtB(*)-f-«'BC)  r/BO> 


3rt'Bi*)H- 


I 2a 

\ " 


BOJ 


f/a 


fia 


on  trouvera 

/h' 

r 


^ = 7- «rt' BO)  f H ^ flrt' B'*) — (rt’-t- «'’)  B'’'  f'roslw'  — w), 

fit-  A 2 2 ' ' ' / ' 
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a'* — «' 


(/F  m'  . w'a'’r 

— = — (a  B<'>— aB'"))-h-7 

tUi  % ^ ' 4 “ L 

m'  , r3a'B(“>+ aB''')"]  ; i > \-<  / > 

[ J -/>)’- (î-7)>], 
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ce'cos(6>' — w) 


si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  l’équation  (rt),en  né- 
gligeant les  puissances  de  e supérieures  à la  second*- 
et  en  faisant,  pour  abréger, 

(à^)  = m'aja(aBC)  — a'BO), 


("îZ).=- 
(^)2  = ~ 
(^),= 


m' a' a' n [6  aa'  B-*)  -f-  (3  a’ — a'’)  BO  ] 

2.4(*i'’ — a’) 

m aa  [(3a’a' — i5  aa'’)  B(”> — (2  a‘-f-  I2  a’ a'’ — lo  a'*)  B'')  ] 


■ 2.4  («'’ — a’) 
m'  a‘a  n (3  aa'  B'*)  -+-  a’  Bt'^) 

4 (a'* — a’)  ' 


quantités  que  l’on  peut  exprimer  aussi  en  fonction 
de  et  de  [a,  a')'  pour  les  avoir  sous  la  même 

forme  que  les  quantités  analogues  [a,  u'],  a'  | . Eu 

effet,  il  suffit  pour  cela  de  remplacer  et  B<*’,  t[iie 
nous  n’avons  introduits  que  pour  la  commodité  du 
calcul , par  leurs  valeurs  données  n“  îil , 


n(o)  == 


3(**.  a') 

(a'>—  a’)’’ 


3(«,  fl') 

(a" — a’)’ 


les  quantités  (a,  n'),  et  (a,  a')'  représentant,  commt- 
on  sait,  les  coefficients  des  deux  premiers  termes  du 

développement  de  («’  — ^aa'cosf  4 u’)’  en  série, 
tle  sort*'  que  l'on  a 

(a’ — 2 fia'  l'OSy  4-  a'’)’  = (a,  a')  4-  («,  a')'  l'osy  4-  . . . . 
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On  Irouvf  ainsi  : 


(»’  «')  — 
(^),  = - 


/n'n«[2rt=(rt,  n')  ■+■  3mt'{ri,  «')'] 

(il'’  — (ry  ’ 

m'rtfl  [i  2 a’ n' (il,  a')  — 3(3  a' a'  — ««'»)  («,  «'  )'] 

2.4.(«'’  — «’)>  ’ 

m'  an[3  (n’ — 5ti'’)  au'  (ii,  a')  -h  3 (/•/‘-t-6  a’rt'' — Su'*  ) 

4(rt'>_  «Tü 

/?<  rt/i[6rt’rt'*(«i  «')  — 3«’rt' ((7, 

4 (a’’ — «’)’  ’ 


(».  "')'i 


on  aura 


//i 


U') 


On  voit  par  celte  expression  que  si  clans  la  valeur 
de  (li  on  n’avait  lïgard  cju’aux  termes  du  premier 
ordre  par  rapport  aux  excentriciu';s  et  aux  inclinai- 
sons, comme  nous  l’avons  fait  pour  la  détermination 
des  variations  séculaires  des  autres  éléments  de  l’or- 
bite, le  second  membre  de  l’équation  préccklenle  se 
rc*duirait  à une  constante,  dans  le  cas  même  où  l’on 
considère  le  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  eu  ré- 
sulterait par  l’intégration  dans  la  valeur  de  £ un  terme 
proportionnel  au  temps  cpii  s’ajouterait  au  moyen 
mouvement  nt  dans  la  valeur  ni  -t-  £ de  la  longitude 
moyenne  : nous  verrons  bientôt  que  les  termes  de  cette 
espèce  demeurent  toujours  insensibles;  d’où  l’on  doit 
conclure  que  si  la  longitude  £ de  l’épocpie  est  soumise 
à une  variation  séculaire,  elle  ne  peut  dépendre  que 
des  termes  de  la  valeur  de  di  du  second  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons;  c’est 
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jwr  celle  raison  c[ne  nous  avons  conservé  ces  ternies 
dans  l’équalion  {b). 

Si  l’on  suppose,  comme  dans  les  n°’  40  et  04, 

h — e sin  w,  b'  — e'  sin  w', 
c — e cosu,  c'  = e' cosu', 

la  formule  [b)  deviendra 


) + K »').  {ii,a'),{hb'  + cc') 

-t-  («.  (?'— 7)’— '^’l- 


(■) 


Celte  formule  servira  à déterminer  la  variation  sé- 
culaire de  la  longitude  £ de  l’époque,  causée  par 
l'action  de  la  planète  perturbatrice  /«';  l’action  des 
planètes  /n",  m",  etc.,  ne  fera  qu’ajouter  au  second 
membre  de  l’équation  précédente  des  termes  sembla- 
bles, qu’on  obtiendra  en  y marquant  successivement 
<l’un  accent  de  plus  les  lettres  a\  h',  c',  p'  et  q'.  Si 
dans  l’expression  résultante  on  change  ce  qui  a rap- 
j)ort  à la  planète  m en  ce  qui  est  relatif  à /«',  et  réci- 
proquement, on  aura  une  formule  semblable  pour 
délerminer  la  variation  relative  à /«';  et  l’on  aurait 
de  la  même  manière  les  variations  c/s"’,  etc.,  qui 
.se  rapportent  à ni”,  ni“,  etc.  Nous  continuerons,  pour 
jilus  de  simplicité,  à ne  considérer  que  l’action  mu- 
tuelle de  deux  planètes  m et  m' , ce  que  nous  dirons 
pouvant  aisément  s’étendre  à un  nombre  quelconque 
de  corps  m,  m',  m",  etc. 
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Nous  aurons  ainsi 

")  + («',  («',  a),(bb'  + cc')  I 

H- /^)’-+-(î'— y)’— p’]-  I 


Il  est  aisé  de  vérifier  sur  les  équations  (i)  et  (a)  la 
relation  que  nous  avons  vue  exister  généralement 
entre  les  variations  séculaires  des  longitudes  d’un 
système  quelconque  de  planètes  /«,  /«',  m",  etc.  En 
elTet,  si  l’on  multiplie  la  première  par  m \/a,  la  se- 
conde par  m'  \ja',  qu’on  les  ajoute  en  observant  que 
a \ an  = a'  s/a'  «'  = i , et  que  les  valeurs  que  nous 
supposons  aux  quantités  (rt,  a' j a'j  , etc.,  don- 
nent 


m s!~n  (n,  a')  m'\fa'  {a',  ti)  = 

m s/a  {fl,  n'),  — m'  \frP  [a  , ii)^  = m'  \fâ'  {a',  fi)^  — m \f7t  {a,  a'  ), 

3 — ^ 

— J mm'  aa'  B<');  m \a  {fi,  m'  <jn'  {n',  a)^ 

a . 4 

' ^ rtfl'  RC)  — ( a''  ) B'  ' ' j , 

' \l7t  {a,  n'  ),  -f-  m' ija’  {a',  a = — _ mm'  na'm'\ 


3 

— mm 
1 


on  aura,  en  mettant  la  fonction  F du  n”r>5,  à la  place 
de  la  valeur  qu’elle  représente. 


i—  (i  t , tll  I 

V«  -p  4-  m'  \jn'  -—  = ?./7jF  H y /nm' RC)  ( A’-(-  e’-f-  //’-t-  r'M 

fit  fit  2,/^  ' ' 

-+■  - mm'  I ^ mi  R'*’  — n’’)  RO  J {^hb'  rc'), 

équation  cpii,  eu  substituant  pour  IF®' et  IF*'  leurs  va- 


,-r  <l  «' 


Dkjiîi^rtîd  I_  ; Googlt 


DU  SYSTKME  DU  MONDE. 


447 


leurs,  el  les  s\ml>oles  [u,  a'], 
quaiitilés  qu’ils  représentent,  devient 


<1-,  n 


la  place  des 


m'  ^ a'  z=  1 m V -h  ^ m \j7i  [n,  «']  c’H-  //’ + <■'') 

~m)fâ  \a,  n'  | (bb' cc').  (c) 


La  t'onetion  F est  constante  relativement  aux  varia- 
tions séculaires  n“  ,‘>7;  il  en  est  de  même  de  la  fonc- 
tion 

[«,«']  I <-•-+- c’-(-  b"‘+  c'*l  _ 2 I a,  a'  I [bb'-f-  cc'). 

En  effet,  si  on  la  dilïérentie  par  rapport  à b,  b',  c, 
c',  et  qu’on  substitue  pour  db,  db\  de,  de'  leurs  va- 
leurs données  par  les  équations  (P  ) du  n^Gt,  dans 
lesquelles  on  ne  considérera  que  l’action  de  deux 
planètes  m etm',  et  qu’on  observe  que  l’on  a par  les 
n‘”  Oîi  et  69 

m \ja\^ri,  n'^=:  nt' sjn’ [n',  a\,  m \Ui  \ a,  ri' \ =m'^a‘  | , 

d’ou  l’on  tire  par  conséquent 

[«,  a']  \n’,  fi\  = [a',  a]  \a,  a'\ , 

on  verra  que  cette  différentielle  se  réduit  à zéro.  Ainsi 
donc  le  second  membre  de  l’équation  (c)  est  con- 
stant; de  sorte  que  si  l’on  ne  considère  dans  de  et 
tW  que  les  termes  qui  sont  dépendants  du  temps  t, 
on  pourra  en  faire  abstraction,  et  l’on  aura  entre  ces 
termes  l’équation 

m \'adi  -f-  m'  \ a'dt  = o.  (3) 

Nous  verrons,  comme  nous  l’avons  dit  n"  75,  qu’il 
est  inutile  d’avoir  égard,  dans  les  expressions  des  va- 
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nations  séculaires  de  s et  de  aux  termes  simplement 
proportionnels  au  temps,  parce  qu’ils  se  confondent 
avec  les  moyens  mouvements  nt  et  n't  dans  les  ex- 
pressions des  longitudes  moyennes  de  m et  de  /«',  et 
qu’ils  demeurent  d’ailleurs  toujours  insensibles;  on 
aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  l’équation 
précédente,  la  variation  séculaire  de  e'  lorsque  celle 
de  £ sera  connue,  ou  si  l’on  a calculé  séparément  ces 
variations,  cette  équation  servira  à vérifier  les  valeurs 
trouvées.  Ces  valeurs  seront  de  signes  contraires,  et 
en  raison  inverse  des  produits  m \'a  et  m'  \'a',  ce  qui 
s’accorde  avec  le  résultat  auquel  nous  étions  parvenus 
par  une  antre  voie,  n°  56. 

75.  Occupons-nous  maintenant  de  déterminer  la 
valeur  de  e;  pour  cela,  reprenons  la  formule  (r) 

+ («,  [a,  n')^(bb'-!r  fc')  1 

> (>) 

+ J{/^' -/>)’+(<?'-  7 ^"]- 

Pour  intégrer  cette  formule,  il  faut,  dans  le  second 
membre,  remplacer  les  quantités  b,  c,  b\  c',  //, 

<y',  par  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  f . Or 
nous  avons  donné  deux  moyens  de  les  obtenir,  l’un 
fpii  peut  servira  déterminer  ces  valeurs  pendant  plu- 
sieurs siècles  avant  ou  après  l’époque  que  l’on  a choi- 
sie pour  origine  du  temps,  l’anlrc  qui  embrasse  un 
nombre  d’années  iudélîui.  En  substituant  donc  les 
premières  valeurs  dans  le  second  membre'  de  l’équa- 
tion i i :,  on  aura,  pour  déterminer  la  variation  delà 
longitude  £ de  l’époque,  une  expression  qui  jiourra 
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s’étendre  à plusieurs  siècles,  ce  qui  suffira  presque 
toujours  aux  besoins  de  l’Astronomie,  et  en  employant 
les  secondes,  une  expression  qui  fera  connaître  sa  va- 
leur exacte  lorsque  cela  sera  jugé  nécessaire. 

Si  l’on  désigne  par  è , c, , b\ , c , </,,  les 

valeurs  de  c,  b',  c',  p,  <y,  p',  q'  relatives  à l’époque 
d’où  Tqii  compte  le  temps,  les  équations  (P)  et  (c), 
n“*  6i  et  69,  donneront,  après  les  avoir  intégrées  en 
y regardant  les  éléments  elliptiques  comme  constants, 
et  en  négligeant  les  termes  très-petits  de  l’ordre  t*. 


6’  H-  c’  = 6;  H-  r;  4-  2 < {b,  ‘^  + c, 

tir  I II'  ' ( I '^^'r  '^^'r  I'  ^^1  ' 

bb  +cc=b,  b,  +c,c,+t  4-  c,  - -t-  A,  — 4-  c,  -j  , 

{p'—pY-^  (?'—  ?)’=  (p'i  —PiY+  i'i'i  — </,)’ 

6'«-|-  c'’=  b',  ’-4-  <•;  ’4-  2f  + c,^' 


Qu’on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (i)  et  qu’on 
fasse,  pour  abréger, 

«A  = (</,  «')  -f-  (d,  a'),  (b'+c^)+  (d,  + r,c;  ) 


("»  [(X  if'r  — 7iY-  K’-^’r  ’i> 


!.  ’9 
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on  aura  * 

tli=  A tifll  -f-  2 II  l(U  ; 

cl’oii  l’on  tire,  en  intégrant, 

ât  = \nt  4-  Ht’. 

C’est  l’expression  de  la  variation  de  la  longitude  e de 
l’époqne  «pii  doit  être  ajoutée  à celte  longitude  dans 
• l’expression  de  la  longitude  moyenne  nt  -f-  e. 

Ia;  terme  Ant  ne  fait  qu’augmenter  le  moyen  mou- 
vement primitif  dans  le  rapport  de  i à i 4-  A,  des*>iie 
que  le  moyen  mouvement,  tel  qu’il  doit  résulter  des 
observations, sera (i  4-  \)nl,  et  semblera  répondre  par 

conséquent  à une  distance  moyenne  égale  à — - — j- 

(i  4-  A)’ 

Ainsi,  connaissant  cette  dislance  qui  est  celle  qui  pro- 
vient de  la  comparaison  des  temps  périodiques,  on 
pourra  déterminer  la  distance  primitive  a qui  entre 
comme  élément  dans  le  calcul  des  perturbations;  mais 
la  quantité  A étant  une  fraction  infiniment  petite, 
puisqu’elle  est  de  l’ordre  des  masses  m et  m\  il  ne  ré- 
sultera de  là  qu’une  correction  insensible  et  de  nulle 
considération  dans  les  distances  moyennes.  On  peut 
donc  n’avoir  aucun  égard  à l’effet  du  terme  dont  il 
s’agit. 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  du  terme  Ht’  qui, 
croissant  comim'  le  carré  du  temps,  produit  dans  l’ex- 
pression de  E,  et  par  conséquent  dans  celle  de  la  lon- 
gitude moyenne  de  in,  une  véritable  inégalité  sécu- 
laire. Il  ne  restera  plus  qu’à  savoir  si  la  valeur  dn 
coefficient  B < st  a.ssez  grande  pour  que  cette  inégalité 
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puisse'  eleveiiir  sensible  par  les  obsei  valions.  Comme 
ce  coefficient  est  du  second  ordre  par  rapport  aux 
masses  m et  nï,  il  est  à présumer  qu’il  sera  toujours 
fort  peu  considérable.  En  effet,  dans  la  théorie  des 
planètes,  le  terme  B est  insensible  et  l’on- peut  le 
négliger;  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne,  par 
exemple,  celles  de  toutes  les  planètes  dont  les  per- 
turbations sont  les  plus  considérables,  ce  terme  est 
pour  Jupiter, 

— o",oooooo325o  <*, 

d’où,  en  vertu  de  l’équation  (3),  on  conclut  pour  Sa- 
turne, 

-h  o",  OOOOO I 5 t 1 4 , 

t dréignanl  un  nombre  d’années  juliennes.  Ces  inéga- 
lités ne  s’élèveraient  pas,  par  conséquent,  à un  soixan- 
tième de  seconde  sexagésimale  dans  un  siècle;  elles 
sont  insensibles  par  rapport  aux  plus  anciennes  ob- 
servations qui  nous  soient  parvenues. 

Mais  ce  même  terme  devient  très- sensible  dans  la 
théorie  de  la  Lune,  et  sert  à expliquer  la  variation 
séculaire  que  les  observations  ont  fait  remarquer  dans 
l’expi'ession  de  sa  longitude.  En  eflét,  ce  terme  pour  la 
Lune,  troublée  par  l’action  du  Soleil  dans  .son  mou- 
vement autour  de  la  Terre , est 

o',ooioao66  /*. 

De  sorte  que,  dans  un  siècle,  cette  inégalité  peut  s’é- 
lever à plus  de  io  secondes,  ce  ipii  s’accoi'de  assez 
bien  avec  les  observations  qui  la  font  monter  à 9 s«'- 
condes  à peu  près  Eu  multi|)liant  io",2oGG  par  le 
cari'é  du  nombre  de  siècles  écoulés  depuis  l’épotpie 

^9- 
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d’uii  l'on  oomj)lo  le  temps,  on  aura  raceélération  du 

moyen  mouvement  de  la  Lune,  due  à son  équation 

séculaire. 

cause  de  cette  inégalité,  dont  la  découverte  est 
due  à I^aplace,  dépend,  comme  on  voit,  de  la  varia- 
tion de  l’excentricité  de  l’orlw  solaire  qui,  peu  co<i- 
sidéralde  par  elle-même,  [)rodnil  cependant  un  elTet 
très-sensible  en  se  réfléchissant,  pour  ainsi  dire, 
comme  les  rayons  solaires  au  foyer  d'un  miroir,  ilans 
le  mouvement  de  notre  satellite. 

7<».  Déterminons  maintenant,  quoique  cette  don- 
née paraisse  |)en  nécessaire  dans  l’état  actuel  de  l'As-* 
tronomie,  la  valeur  exacte  de  la  variation  séculaire 
de  £.  Il  faudra  pour  cela  substituer,  comme  nous  l’a- 
vons dit,  dans  l’expression  de  di  les  valeurs  des  quan- 
tités h,  c\  <■',  i>,  (/,  //,  </',  déterminées  par  les  for- 
mnles  des  11“  G5  et  (>{),  et  comme  ces  valeurs  sont 
exprimées  par  des  suites  de  sinus  et  de  cosinus  d’an- 
gles croissant  avec  le  temps  t,  la  variation  di  sera  in- 
tégrable. IjCS  termes  constants  qu’elle  pourra  contenir 
donneront  dans  £ des  termes  proportionnels  au  temps, 
qui  se  confondront  avec  le  moyen  mouvement  dans 
l’expression  de  la  longitude  moyenne,  et  les  termes  en 
sinus  et  cosinus  produiront  des  termes  semblables  qui 
exprimeront  les  variations  sécidaires  dont  cette  lon- 
gitude peut  être  affectée. 

!>es  formules  du  n"  Go  donnent,  <‘n  ne  considérant 
que  l’action  mutuelle  de  deux  planètes  ;;iet  /»', 

A'  -H  r>  = M>-h  a MM,tos[(/i,—  /,!  + /,  — /], 

A ’ -f-  r'>=  M”4-  M;  ’-f-  a M'M;  ios[(A,—  /i)  f -h 
AA'-f-ff'=MM'-|-  t-M'M,)cos[(A,— A;  — /]. 
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Ou  it,  en  second  lien,  en  noininanl  9 l’inclinaison 
MiuUielle  des  deux  orbites,  et  en  remarquant  que  cette 
inclinaison  est  invariable,  11“  oa, 

tang*(p  = {p'  — pY  -h  (7'  — 7)*  = N*, 

étant  une  constante. 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  la  lornuile(i),  en 
faisant,  pour  abréger, 

A'  « = [WZ) + ("ïZ).  ( ("îZ)>  ( * 

on  aura 

di  = .V ndt  -4-  B' cos[(/j,  — h)  t — l\dt.  [d) 

Si,  ilans  cette  équation,  on  néglige  le  premier  terme 
du  second  membre  qui  ne  produit  dans  l’expression 
de  £ que  des  termes  pro|)ortionnels  à nt,  termes  dont 
on  peut  faire  abstraction  comme  nous  l’avoiis  vu 
n"  7;>,  on  aura,  en  intégrant, 

âi  = - h)t-^-  /,-  /|. 

C’est  l’expression  de  la  variation  séculaire  île  la  lon- 
gitude de  l’époque  relative  à un  temps  t quel- 
conque. 

(’.elte  variation  séculaire,  comme  celles  des  autres 
éléments  de  l’orbite  elliptique,  est  périodiipie;  niais  sa 
période,  qui  dépend  de  l’argninent  A,  — A,  est  extrê- 
mement longue.  Nous  verrons,  par  exemple,  dans  la 
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théorie  des  planètes,  que,  pour  Jupiter  et  Saturne, 
elle  est  de  704  1 4 auiiées. 

L’expression  j)récédente  de  <?£  montre  encore  com- 
ment la  variation  différentielle  r/a,  quoique  composée 
de  termes  de  l’ordre  des  masses  m et  m',  peut  cepen- 
dant devenir  sensible  dans  la  suite  des  siècles,  en  ac- 
quérant par  l’intégration  im  très-petit  diviseur  h' — h 
du  même  ordre.  Nous  montrerons  toutefois,  lorsque 
nous  appliquerons  les  formides  précédentes  à la  théo- 
rie des  planètes,  que,  relativement  à Jupiter  et  à 
Saturne,  celles  d’entre  elles  dont  les  masses  sont  le 
plus  considérables,  ce  coefficient  ne  s’élèverait  guère 
qu’à  un  millième  de  seconde,  et  que  par  conséquent 
les  variations  séculaires  de  la  longitude  de  l’époque 
peuvent  être  regardées  dans  cette  théorie  comme  ab- 
solument insensibles,  ce  qui  est  conforme  à ce  que 
nous  avons  dit  dans  le  11“  7.*i. 

Enfin  la  formule  [d)  peut  servir  à trouver  une  va- 
leur de  £ plus  exacte  que  celle  que  nous  avons  donnée 
dans  le  numéro  cité,  en  réduisant  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  temps  t les  cosinus  qu’elle  renferme, 
et  en  négligeant  les  termes  constants  ainsi  que  ceux 
qui  sont  simplement  proportionnels  à t,  et  qui  se  con- 
fondent avec  le  mouvement  moyen  dans  l’expression 
de  la  longitude  moyenne. 

De  la  stabilité  du  système  solaire. 

77.  Nous  avons  vu,  dans  le  n®65,  que  la  slabilité 
du  système  solaire  reposait  sur  deux  conditions  ; 
i”  l’invariabilité  des  grands  axes  des  orbites  plané- 
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laites;  -2“  le  peu  d’éleiuUie  des  limites  dans  lesquelles 
doivent  être  eonstaminent  reiilennées  les  variations 
séculaires  de  leurs  excentricités  et  de  leurs  inclinai- 
sons. •• 

Nous  avons  démontré  la  première  proposition  en 
ayant  égard  à toutes  les  puissances  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  en  portant  les  approximations 
jusqu’aux  carrés  des  masses  perturbatrices. 

Nous  avons  prouvé  ensuite,  en  regardant  les  excen- 
tricités et  les  inclinaisons  comme  de  très-petites  quan- 
tités dont  il  est  permis  de  négliger  les  carrés  et  les 
produits,  que  les  orbites  des  planètes  resteront  dans 
tous  les  temps  presque  circulaires  et  peu  inclinées  les 
unes  aux  autres,  comme  elles  le  sont  aujourd’hui. 
Cette  approximation  suffit  sans  doute  aux  be.soins  de 
r.\stronomie  ; mais  le  principe  de  la  conservation  des 
aires  fournit  une  démonstration  nouvelle  de  celte  pro- 
position, qui  a l’avantage  d’embrasser  toutes  les  puis- 
sances des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  qui 
peut  même  s’étendre  aux  termes  ilu  second  oixlre,  par 
rapport  aux  forces  pertuibatrices.  (a)innH’  un  point 
aussi  important  dans  la  conslitulion  du  système  du 
monde  ne  saurait  être  établi  avec  trop  de  précision, 
nous  allons  le  développer  ici,  et  prouver  parce  moyen 
l’élernelle  petite.sse  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons des  orbes  planétaires,  en  poussant  les  approxima- 
tions aussi  loin  que  nous  l’avons  fait  pour  démontrer 
l’invariabilité  de  leurs  grands  axes. 

Reprenons,  pour  cet  effet,  les  trois  intégrales  <iue 
nous  ont  fournies,  n"  î),  en  vertu  du  |)rincipe  cité, 
les  équations  différentielles  d’nn  système  de  corps  /;/, 


lûiîized  by  Google 


456  TUKORIE  ANALYTIQUE 

m",  etc.,  circulant  autour  de  M.  Ces  tormiiles  peu- 
vent s’écrire  ainsi  : 


H 

1 

K 

1 xdy — y'dx+x'  dy — ytlx'\ 

|=C, 

V c//  f 

\ ” J 

2./n(M-f-/«') 

/ xdz  — zdx  \ 

\-hl.mm' 

l'zdx' — x'  dz  z'dx  — xdz'\ 

\ — • C' 

\ } 

[ dt  J 

|_C, 

(zdy—ydz\ 

lydz'—  z' dy  -y- y'  dz  — zdy'\ 

l — P» 

\ / 

\ dt  ! 

1— ^ , 

C,  C',  C"  étant  des  constantes  ai  bitraires. 

H est  aisé  de  retrouver,  au  moyen  de  ces  équations, 
les  diverses  relations  qui  existent  entre  les  excentri- 
cités et  les  inclinaisons  des  orbites  d’un  système  de 
corps,  m,  m'\  etc.  En  effet,  j'cfjc  — ^dj'  est  le 
double  de  l’aire  que  décrit  pendant  l’instant  dt  la  pro- 
jection du  rayon  vecteur  de  m sur  le  plan  des  xy. 
L’aire  décrite  par  ce  rayon  sur  le  plan  de  l’orbite  suppo- 
sée elliptique,  pendant  l’instant  dt,  est  \[xa  ( i — e*); 

pour  rapporter  cette  surface  au  plan  des  xy,  il  faut 
la  multiplier  par  le  cosinus  de  l’inclinaison  y de  l’or- 
bite sur  ce  plan;  on  aura  ainsi 


jrdx  — xdy 
' Jt 


\/ 


(i  — e') 
t -)-  tang’  ç 


On  aurait  de  même,  par  rapport  à m' , 


y'dx'—x'dy' 

dT' 


V^(x'  o'  (i  — r'*)  cos  y'  = 


et  ainsi  de  suite. 

Il  faut  remarquer  que  ces  valeurs  déduites  de  la 
considération  du  mouvement  elliptique  subsisteront 
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encore  dans  le  cas  du  mouvement  troublé,  puisque 
pendant  chaque  intervalle  de  temps  infiniment  petit 
dt,  les  corps  ffi,  m',  etc.,  sont  supposés  se  mouvoir 
dans  des  orbes  elliptiques;  seulement  il  faudra  alors 
regarder  les  éléments  a,  a',  e,  e',  y,  ç',  etc.,  comme 
variables  en  vertu  de  leurs  inégalités  périodiques  et 
séculaires.  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que  de  ces 
dernières  variations.  Cela  posé,  si  l’on  substitue  les 
valeurs  précédentes  dans  la  première  des  équations 
(A),  qu’on  néglige  les  masses  «1,  m',  etc.,  pai-  rapport 
à la  masse  M du  Soleil  prise  pour  unité,  ce  qui  donne 
fx  = I , fi'  = I , et  qu’on  fasse  d’abord  abstraction  des 
termes  qui  sont  de  l’ordre  du  carré  des  forces  pertur- 
batrices, on  aura 


m 


s/ 


a[i  — e’) 
i-l-  tang’y 


-+■  m' 


sJ 


a'(i  — g'») 

I tang’  <p' 


-f-  , . . — C,  (rt) 


C étant  une  constante  égale  à la  valeur  du  premier 
membre  de  cette  équation  dans  un  instant  donné. 

Cette  équation  exprime  donc  une  relation  qui  doit 
toujours  exister  entre  les  excentricités  et  les  inclinai- 
sons des  orbites  planétaires,  quelques  changements 
que  leurs  valeurs  éprouvent  dans  la  suite  des  temps 
en  vertu  de  leurs  variations  séculaires. 

Si  l’on  néglige  les  quantités  de  l’ordre  e*  ete’9®, 
cette  équation  devient 

m \fît  ni'  \[â'  — — m [g’  -f-  tang’y] 

— ^ m'  \^a'  [e'‘-h  tang-' y']  — . . . = C. 

On  peut  faire  passer  dans  le  second  membre  la  partie 
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in\jn  m'  \u' ‘V-  etc.,  qui  esl  constanle  puisque  n, 
n\  etc.,  sont  constants  séparément;  on  aura  donc, 
aux  quantités  près  de  l’ordre  e*  et  e*<p*, 

m \'a  [c'  ■+■  tang’ç)  m'  \fîî'  [c^  + tang’o'  ronst.  (a) 

Nous  avons  vu,  ii®  Tii,  que  lorsqu’on  n’a  é«ard 
qu’aux  premières  puissances  des  excentricités  et  d«>s 
inclinaisons,  les  variations  séculaires  de  ces  éléments 
sont  données  par  des  équations  différentielles  indé- 
pendantes les  unes  des  auties,  c’est-à-dire  que  les 
variations  des  excentricités  sont  les  mêmes  que  si  les 
orbites  étaient  dans. un  même  plan,^  et  que  les  va- 
riations des  inclinaisons  sont  les  mêmes  que  si  ces 
orbites  étaient  circulaires.  L’équation  précédente,  eu 
v supposant  tour  à tour  f = o,  f'  =o,  etc.,  et  c = o, 
e'  = O,  etc.,  donnera  donc,  dans  ce  cas, 

in  \iae^  in'  v'n'e'“  4-  . . . = constante, 

m v'rt  tang’  9 -1-  m'  y'a'  tang*  9'  4-  ...  = constante, 

équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus 
dans  les  n®*  î>4,  G,‘i  et  (>î). 

Si,  dans  la  seconde  des  équations  (A),  on  substitue 

<le  même,  à la  place  de  — — sa  valeur  y Vi  (1  — c’  ) 

multipliée  par  le  cosinus  de  l’angle  que  forme  le  plan 
<le  l’orbite  avec  le  plan  des  jcz,  cosinus  qui  est  égal  à 
sii)9  cosa;  a étant  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  cette  orbite  sur  le  plan  des  æj';  en  négligeant  les 
termes  de  l'ordre /«/«',  on  trouvera 

(1  — c’)  sin^  cüsa  -f-  m'  y/a'  (i  — c'')  sin cosa'  -h.  ■ . — const.  ( h) 
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La  dernière  des  équations  (A)  donnerait  de  même, 
en  observant  que  sinç  sina  est  é^al  an  cosinus  de  l’in- 
clinaison de  l’orbite  de  m sur  le  plan  des  j-z, 

m (i  — e’)  sinij)  sin*  + m'  ^a'  [ \ — <•'')  sin  y'  sin  a'  -t- . . . = consi.  (<•) 

Si  dans  ces  équations  on  néglige  les  quantités  de 
• l’oixlre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ce  qui  permet  de  prendre  les  tangentes  des  angles 
\ etc.,  à la  place  de  leurs  sinus,  en  faisant 

P = tangqj  sina,  q = tangç  cosa, 
p'  = tangf'  sina',  q'  = tangç'  cosa', 
etc., 
on  aura 


m \ ap  -f-  \ja' p'  m"  \ n"p"  -+-...  = const. , 
m \'a  q + m'  \n'  q'  -t-  m"  \ja"  q"  + • • = const . , 

équations  auxquelles  nous  sommes  déjà  parvenus  dans 
les  n°*  et  69. 

Si  l’on  ne  considère  que  l’action  mutuelle  de  deux 
planètes  m et  /«',  qu’on  désigne  par  y l’inclinaison  de 
leurs  orbites  l’une  sur  l’autre,  et  qu’on  observe  que 
p,  y,  cosy,  et  p‘,  q',  cos<p' étant  les  cosinus  d«‘s  angles 
que  forment  les  plans  de  ces  orbites  avec  les  trois 
plans  coordonnés,  on  a 

cosy  = C0S9  COS9'  -t-  pp’-¥-  qq'- 

On  trouvera,  en  ajoutant  ensemble  les  carrés  des 
trois  équations  {à),  (^»),  (c) 

(i  — e=) -t- «/'•«'( I— e’’)  I 

+ 2 nun  ^(i  (i  — f’)  V^«'  {•  — rosy  = conal.,  j 
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un  hicii,  t'ii  observant  que  cos-y=  i —2  siii*^  y,  un  aura 

[/«  \‘a  (i  — e')  m’  \/a'  (l  — 

— 4 ( ' — e’)  ( I • — e'' ) sin’  — consi. 


Si  l’on  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre,  pai’ 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  qu’on 
lasse  passer  dans  le  second  membre  les  termes  tout 
constants,  on  trouve 

. ^ mm' ^tia' s\n^ -•/ 

m c’  + m'  \ii'  c'’H _ - = C. 

m yrt  4-  m'  ^a' 

constante  C est  égale  au  premier  membre  de  cette 
équation  à une  époque  déterminée;  elle  doit  donc 
être  indépendante  des  variations  des  éléments  e,  c\ 
y.  Si  l’on  désigne  donc  par  ùe,  <?e',  ^y  ces  variations, 
et  qu’on  observe  que  a et  à sont  constants,  on  aura 


m <^a  4-  m'  \ja'  c'Sc^  4- 


2 mm'  ^ au'  ySy 
m \^ii  4-  m'  \ju' 


relation  qui  doit  toujours  exister  entre  les  variations 
sécldaires  des  excentricités  des  deux  orbites  et  de  leur 
inclinaison  mutuelle,  et  qui  se  vérifie  en  effet,  lors- 
qu’après  avoir  déterminé  leurs  valeurs,  on  les  substi- 
tue dans  cette  équation. 

78.  Voyons  maintenant  comment,  à l’aidedes  équa- 
tions (A),  on  peut  démontrer  que  les  excentricités  des 
orbites  et  leurs  mutuelles  inclinaisons  resteront  tou- 
jours très-petites,  en  ayant  égard  au  carré  des  masses 
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HJ,  m',  etc.,  et  à tontes  les  puissances  des  excentrici- 
tés et  des  inclinaisons. 

Reprenons  les  équations  (A)  du  nnméi’o  précédent, 
sans  y rien  négliger:  si  l’on  substitue  \)onv  xdjr—jdx  y 
x'dy  — etc.,  leurs  valeurs,  et  qu’on  suppose, 

ce  qui  n’ôte  rien  à la  généralité  de  la  démonstration, 
M HJ  = I , M -U  Hj'=  I,  etc.,  la  première  de  ces 
équations  devient 

m \rt(i  — e*)  cosç  -t-  m'  \a\i  — cosç'-4-  . . . 

Ird£  — xdy'-^-r'dx  — x:'ily\ 

= mm'  [ ) -t-  . . . -t-  C. 

Si  l’on  fait  abstraction  des  variations  périodiques, 
et  si  l’on  néglige  les  quantités  du  quatrième  ordre, 
par  rapport  aux  masses  m et  jjj',  le  premier  terme  du 
second  membre  de  cette  équation  peut  être  regardé 
comme  constant.  En  effet,  le  produit  ydcd  ne  saurait 
contenir  de  termes  non  périodiques,  lorsqu’on  y sub- 
stitue pour  y et  dx'  leurs  valeurs  elliptiques;  car  la 
valeur  de  y ne  contenant  que  des  termes  périodiques 
dépendants  de  nt,  tandis  que  la  différentielle  dx'  ne 
contient  que  des  termes  périodiques  dépendant  de  ri  ty 
le  produit^j/j:'  ne  peut  renfermer  aucun  terme  où  les 
moyens  mouvements  nt  et  ti  t se  détruisent.  Si  ce 
produit  contient  des  termes  non  périodiques , ces 
termes  sont  donc  du  jjremier  ordre,  par  rapport  aux 
masses  met  m';  et  comme  ris  sont  fonctions  des  élé- 
ments elliptiques  de  m et  de  hj',  leur  variation  est  du 
second  ordre,  et  par  conséquent  la  variation  du  pro- 
duit mm'ydx'  est  du  quatrième;  il  en  serait  de  même 
des  autres  produits  xdy',  y'dxy  x’dy. 
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La  même  oljsei  valioH  peu!  se  répéler  à l’égard  des 
autres  termes  du  second  membre  de  l'équation  pré- 
cédente, puisqu’ils  sont  tous  absolument  de  même 
(orme  que  le  premier.  Ce  second  membre  doit  donc 
être  considéré  comme  une  constante,  indépendante 
des  variations  séculaires  que  subissent  les  éléments 
des  orbites  de  m,  m\  etc.,  du  moins  lorsqu’on  néglige 
les  quantités  du  quatrième  ordre,  par  rapport  aux 
masses  ni,  m',  ni",  etc. 

Il  est  aisé  de  voir  encore  que  si,  dans  le  premier 
membre  de  la  même  équation,  on  substitue  à la  place 
des  éléments  elliptiques  la  partie  périodique  de  leur 
valeur,  les  termes  non  périodiques  qui  en  résulteront 
seront  de  l’ordre  m’,  et  pourront  être  regardés  comme* 
constants,  aux  quantités  près  de  l’ordre  m*. 

La  première  des  équations  (1)  devient  ainsi 

my/n(i  — c’)costp-t-  m' \/a' (1  — c’’)  coS'/ 

+ m"  sja"(t—e"’)  cos y"-e-  . . . = C. 

Iæs  deux  autres  intégrales  (A)  donneraient  de  même 

/«  ^«  ( I — c’]  sinç  cos«  + in’  (i  — e'^)  sin  y'  cos  a' 

-t-  m"  \'a"  (1  — «"’  ) sin  '/  cos  a'  -H . . . = C', 

III  \/a\  1 — <?’ ) sinif  sin  a -h  m'  \>a'  (i  — c^j.sin^psina' 

-1-  ni"  ^a"  ( I — <■"'  ) sin  cp”  sin  a."  + , . . = C . 

tt  ces  équations,  exactes  'aux  quantités  près  du  qua- 
trième ordre,  subsisteront,  quelques  changements  que 
sid)isseut  dans  la  suite  des  temps  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  en  vertu  de  leurs  varia- 
tions séculaires,  même  en  ayant  égard,  dans  la  déter- 
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iiiiitalion  do  cos  variations,  au  carrô  ties  forcfs  p(*r- 
liirbatricos. 

Si  l'on  ajoute  onsemble  les  trois  équations  procé- 
<lenles  après  avoir  élevé  au  carré  les  deux  membres 
de  chacune  d’elles;  que  pour  simpliüer  on  ne  consi- 
dère que  l’action  réciproque  de  deux  planètes  m (“t  in\ 
et  qu’on  nomme  y l’inclinaison  mutuelle  de  leurs  or- 
bites, en  observant  que 

cosy  = cosip  cosç'-t-  sinç  simp' cos(a' — a), 
on  aura 


m’  rt  ( I — £■’)-(-  /«'’  n'  ( I — c'’  ) 

■+■  a mm'  v^n  (i  — c’)  y/ci'  (i  — c'’  ) cosy  = const. 


[s) 


Celte  équation  coïncide  avec  l’équation  (//)  à la- 
«pielle  nous  sommes  parvenus  n"  77,  on  n’ayant  égard 
(pi’à  la  première  puissance  des  forces  perturbatrices. 
On  voit  que  celle  équation  est  exacte  en  considérant 
même  les  termes  dépendants  du  carré  de  ces  forces, 
et  l’on  en  peut  conclure,  comme  dans  le  numéro  cité, 
la  relation  suivante, 


mm' Jriti' '/Sy 

m \ ti  cSf  m \a  1/  ae  H — * ■ : 


m 


O, 


qui  se  vérifie  en  effet  lorsqu’à  la  place  de  c?e,  &e', 
o'y,  on  substitue  leurs  valeurs  dépendantes  non-seu- 
lement de  la  première  puissance,  mais  encore  dn  carré 
des  masses  m et  m',  et  exactes  aux  quantités  près  dn 
quatrième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Si  l’on  fait  passer  dans  le  second  membre  de  l’équa- 


lu 
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fion  (g)  les  termes  constants,  elle  devient 


ii’nc’+  m''n'e'' — 7.  mm'  a' a’’' nn’  \ — e’  i — c"‘  C0S7  = const.  (X) 

On  peut  écrire  d’une  autre  manière  cette  équation, 
en  observant  que  l’on  a 


y'  I — e*  = 1 — 


-I-  \/«  — 


V I — e = I — 
cosy  = I — 


I y/ 1 — tf'’ 
sin’7 


d’où  l’on  tire 


I -I-  cos  7 


^ I — c‘  y/ 1 — c'’  C0S7 


e-  y/ 1 — c'’  cos  7 c'' 


C057 


-t-  y/ 1 — c’  I -t-  y/ 1 — I 


sin’7 
I -4-  C0S7 


Substituons  cette  valeur  dans  l’équation  [fi],  et  fai- 
sons passer  dans  le  second  membre  le  terme  constant 
7inm'  a'^ im' , nous  aurons 


ftc‘  -f-  a'  c'’  -t-  2 mm'  a‘a''nn 


, . , e’  1 — c'*  C0S7 

LA A 


-4-  V^l  — < 


' COS  *y 

2 mm'  /jn'  ' ■ - -4-  2 /«/?/'  n’  «n'  ■ 


sin’7 


1 -4-  y'i 


I -4-  C0S7 


C. 


(H) 


C étant  line  constante  arbitraire. 

l.a  valeur  de  cette  constante  est  une  très-petite, 
quantité  par  rapport  aux  carrés  et  aux  produits  des 
masses  m et  m' , puisque  ces  carrés  et  ces  produits  sont 
multipliés  dans  le  premier  membre  de  cette  équation 
pare’,  c’’,  sin’y,  et^  que  nous  supposons  qu’à  une 
époque  déterminée  les  excentricités  et  l’inclinaison 
mntnelie  des  orbites  sont  très-petites.  Il  suit  de  bi  que 
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chacun  des  lermes  du  premier  membre  restera  tres- 
petit  par  rapport  aux  carrés  et  au  produit  de  ni  et  ni\ 
tant  que  ces  termes  seront  de  même  signe,  puisque 
cliacuu  d’eux  sera  alors  iiécessairemeul  plus  petit  (pie 
la  constante  C du  second  membre,  ür,  si  les  planètes 
ni  et  nï  .sont  supposées  tourner  dans  le  même  sens 
autour  du  Soleil,  comme  cela  a lieu  dans  la  nature, 
les  moyens  mouvements  nt  et  n' t seront  de  même 
signe;  les  six  termes  du  premier  membre  de  l’équa- 
tion (U  ) seront  donc  positifs  tant  que  l’angle  7 sera 
plus  petit  quepo  degrés  ; mais  si  l’on  suppose  7 = qo", 
on  a siii7  = 1 , C0S7  = o.  Le  dernier  terme  de  l’équa- 
tion (H)  n’est  donc  plus  très-petit  par  rapport  à nun\ 
ce  qui  est  impossible,  juiisque  la  constante  C est  très- 
petite  par  rapport  au  jnoduit  des  masses  in  et  m'  et 
que  les  autres  termes  du  premier  membre  sont  posi- 
tifs. lêaugle  7 ne  pouvant  jamais  atteindre  qo  degrés, 
il  s’ensuit  que  l’inclinaison  7 et  les  excentricités  e et  e' 
des  deux  orbites  demeureront  toujours  peu  considè;- 
rables;  car  C0S7  ne  pouvant  pas  devenir  négatif,  tous 
les  termes  du  premier  membre  de  l’équation  (II)  se- 
ront positifs,  et  cbac  un  d’eux  par  consécpieut  restera 
toujours  tn'-s-|)etit  par  raj)|)orl  aux  carrés  et  aux  pro- 
duits des  masses  tu  et  ni',  ou,  ce  (pii  revient  au  même, 
les  coefricieiits  e*,  e'“,  siii^7  de  ces  termi's seront  tou- 
jours de  tres-petites  (pianlit('*s,  comme  ils  le  sont  au- 
jourd’hui. 

Les  mêmes  raisonnements  s’appli(|iierout  évidem- 
ment à l’éipialiou  (II),  cpiel  tpie  soit  le  nombiaî  des 
planètes  ni,  ni',  in",  etc.,  (pie  l’on  considéré,  piiis- 
(pie  chacune  d’elles  ne  lait  (pi’ajouter  au  premier 
I 
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incnibiv  des  termes  semblables  à ceux  qui  le  com|io- 
senl. 

Concluons  de  là  que  la  stabilité  du  système  plané- 
taire est  assurée  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
ifwlinaisons  des  orbites,  comme  elle  l’est  par  rapport 
aux  grands  axes,  quelque  loin  que  l'on  pousse  les  ap- 
proximations relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons , et  en  ayant  égard  aux  termes  du  sc- 
cotui  ordre  par  rapport  aux  masses  perturbatrices. 

79.  Nous  avons  vu,  dans  le  n“  ‘23  du  I"  livre,  que 
dans  le  mouvement  d’un  système  de  corps,  il  existe 
un  plan  qui  reste  toujours  parallèle  à lui-même  et 
que,  |)ar  cette  raison,  nous  avons  nommé  plan  inva- 
riable. La  propriété  remarquable  qui  le  caraclérise, 
c’est  que  la  somme  des  masses  des  ddfércnts  corps  du 
système,  multipliées  respectivement  par  les  projec- 
tions des  aires  décrites  par  leurs  rayons  vecteurs 
<lans  un  temps  donné,  est  un  maximum  par  rapport 
à ce  plan,  et  qu’elle  est  nulle  par  rapport  à tout  autre' 
plan  qui  lui  est  perpendiculaire. 

l.,a  considération  de  ce  plan  pourrait  être  surtout 
utile  dans  la  théorie  du  système  du  monde,  parce 
<{ue  l’écliptique,  les  orbes  planétaires  et  la  |)osition  des 
étoiles  elles-mêmes,  variant  à la  longue  d’une  manière 
.sensible,  nous  n’avons  dans  le  ciel  aucuns  points  fixes 
auxquels  nous  puissions  rapporter  celle  des  autres 
parties  du  système. 

La  position  du  plan  invariable  se  détermine  aisé- 
ment au  moyen  des  trois  équations  (A)  n"77.  Lu 
effet,  si  l’on  nomme  <I>  son  inclinaison  sur  le  plan  tics 
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XJ',  et  n la  lonptiide  de  son  ikkiuI  ascendani,  ce  cjui 
<Ionm‘ (i)*’ 25,  livre  I") 

cos/=cos4>,  cosZ' = sin‘^  cosll,  cosZ"=  siii4>  sin  II, 

on  aura,  pour  déterminer  ces  deux  angles,  les  équa- 
tions 

C"  C' 

tang<l>sinn  = tang«I>cosn  = — . 

et  par  conséquent,  en  sid)stifuant  pour  ('.,  C',  C"  leurs 
valeurs, 

. — rM  sinosina  -(-  m'  — c ’lsin o'  sina'-)-... 

^ang<^sln^=  — — — - - — — ^ i- — v 

m v«  (•  — r’)  cosy  m'  y'n'  (i  — e'’)  cos  . ■ 

. „ m Jaii — sinocosa-f — d^’)sin®'cosa'-t- ... 
J.ing<tcosn=  ^ ~ U ^ I — U 

m y^//(i  — f’) cos^  m'  ^a‘(i — e'’)  cos/-t-..- 

Nous  avons  démontré  que  les  seconds  membres  des 
équations  (A)  sont  constants,  quelles  que  soient  les 
variations  séculaires  qu’éprouvent  les  éléments  ellip- 
tiques qui  entrent  dans  le  premier  membre,  et  lors 
même  qu’on  a égard  aux  termes  du  second  ordre  dans 
la  détermination  de  ces  variations;  d’où  il  suit,  par 
conséquent,  que  la  position  du  plan  maximum  des 
aires  demeure  encore  invariable  lorsqu’on  a égard 
aux  perturbations  causées  parles  mouvements  ellip- 
tiques des  planètes  par  leur  action  mutuelle,  et  qu’on 
porte  les  approximations  jusqu’aux  carrés  des  masses. 

On  voit  par  les  équations  (K)  que,  pour  fixer  exac- 
tement lu  position  du  plan  invariable,  il  faudrait  con- 
naître les  masses  de  tous  les  corps  du  système  solaire, 
et  les  éléments  de  leurs  orbites  : c’est  ce  qu’ou  est  loin 
encore  d’avoir  avec  précision;  mais  comme  les  pla- 
nètes dont  nous  connaissons  les  masses  sont  celles  cpii 

3o . 
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doivent  U*  pins  iiilliu'r  sur  la  |>osilioii  du  plan  in\a- 
rial)lc,  fl  ipif  les  niasses  des  comètes  paraissent  en 
iténeial  assez  petites  pour  cpie  l'on  puisse  négliger 
leur  action,  il  sera  facile  au  moyen  des  équations  (K), 
et  avec  les  doiiiiées  cpie  nous  avons  sur  les  éléments 
du  système  du  monde,  de  tlélerminer  d’une  manièri' 
approchée  la  position  de  ce  plan,  lin  prenant  pour 
plan  lixe  celui  de  l’écliptique  au  commencement  de 
l’année  1700,  et  la  ligne  des  étpiinoxes  pour  la  droite 
à partir  de  hupielle  on  compte  les  longitudes,  on  a 
trouvé  ainsi,  pour  l’époque  de  1760, 

<1>  = 

n = io2”57'3o". 

lin  substiluaul  ensuite  clans  les  écpiations  ^^K)poiir 
e,  O,  (Z,  c',  f',  a',  etc.,  les  valeurs  cpie  ces  cpiantitc’‘s  au- 
ront en  iqSo,  on  a trouvé  poui’  cette  époejue, 

<1>  = i“35'3i", 

n = 102"  57'  1 5''. 

Ces  valeurs  diffèrent  très-peu  des  précédentes,  et  ce 
résultat  peut  servir  de  vc^ification  aux  formulc's  (K)  et 
aux  données  enipIoyc'*es  jiour  les  convertir  en  nombres. 

La  théorie  du  plan  invatiahle  ne  laisse  donc  rien  à 
désirer  sous  le  rapport  de  l’exactitude,  et  l’on  pourra 
clans  tous  les  temps  retrouver  sa  position  par  rajiport 
à un  plan  mené  arbitrairement  par  le  centre  du  Soleil, 
du  moment  cpie  l’on  connaîtra lc‘s  masses  dc*s  dilTc'rents 
corps  du  système  solaire,  les  paramètres  de  leurs  or- 
bites, leurs  inclinaisons  et  leurs  nceucls  relatifs  au 
même  plan,  cpiantilés  cpie  l’on  peut  toujours  rc'garcler 
comme  des  donnéc's  fournic's  par  l’observatioii.  Mais 
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|)()nr  lii  ilo  ce  |>laii  puisse'  t'in'  vùri- 

lal)l('mt*iil  utile  aux  astronomes,  et  servir  à reeoii- 
iiaitre  l<>s  cliaugemeuts  survenus  dans  la  position  des 
orbes  et  des  é([uatenrs  planétaires,  ou  dans  celle  des 
étoiles,  il  faudrait  avoir  le  moyen  de  déterminer  réci- 
proquement à une  époque  quelconque  la  position  du 
plan  «le  I ckliptique , d’ou  nous  obsei  vons  tous  les 
nxjuvements  célestc’s,  par  rapport  à ce  même  plan  in- 
variable. Or  les  formules  précédentes  fout  simplement 
connaître  rinclinaison  mutuelle  des  «U'ux  plans,  et 
pour  déterminer  complètement  la  position  de  l’orbit»' 
solaire,  il  faudrait  connaître  encore  sur  le  plan  inva- 
riable une  ligne  fix«'  à laquelle  «an  puiss«'  rapp«)i  ter  la 
dir«‘cli«in  «le  leur  muluelU'  inters«‘cti«in.  M.  Poiss«)ii  a 
pr«)p«)sé  «le  eboisir  p«)ur  cett«'  ligne  la  proj«*ction  sur  le 
plan  invariable  d«'  la  «b  oite  «pte  «UVrit,  «-n  \erln  «l«‘s  lois 
générales  «le  la  m«‘cani«[ue  (n"22,  livre  I),  le  centr«' 
de  gravité  «lu  système  solaire,  en  supp«)sant  «pi’il  n«‘ 
s«>it  soumis  tpi’à  l’action  mutuelbules  coi  ps  «pii  lecom- 
pos«'iit.  Mais  la  «lirection  decette  «b  oite  est  trop  impar- 
faitement connue,  et  tro|>  difficile  à déterminer,  |)«nii' 
«pie  cette  idée,  très-ingénieus«‘  «l’ailleurs,  puisse  passer 
«le  longtemps  des  spéculations  «le  la  théorie  dans  b'  «lo- 
maiiie  d«'  la  praliipie.  Heureusement  les  mouvements 
des  corps  célestes  sont  observiîs  aujounl’bui  avec  assez 
de  régularité  pour  que  la  considération  dn  plan  itmi- 
riable  soit  inutile  à leur  exacte  délei  imnation  , et  tout 
«'Il  regardant  sa  découverte  comme  un  tbéorème  «l’ana- 
lyse exti'éinem«'nt  intéressant,  b's  astronomes,  «pi«'  je* 
sache,  n’«'n  ont  fait  jusipi’ici  aucun  usag»'. 
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CHAPITRE  IX. 

VAUlAïlONS  PÉniODK^UES  UES  ELEMENTS  UES  OIUilTES 
PLANÉTAIRES. 


80.  Nous  avons  vu,  u”  iO,  qu’en  vertu  (ie4eurs  at- 
tractions mutuelles,  le  inouvenient  des  planètes  était 
soumis  à deux  espèces  de  perturbations  distinctes.  Les 
premières,  ilont  l’accroissement  est  très-lent,  ne  se 
rendent  sensibles  à l’observateur  qu’après  un  grand 
nombre  de  siècles;  elles  affectent  immédiatement  et 
d’une  manière  continue  les  dimensions  et  les  posi- 
tions des  orbites;  les  secondes,  plus  rapides  dans  leur 
marcbe,  sont  simplement  périodiques,  et  ne  dépen- 
dent que  dn  lieu  qu’occupent  dans  l’espace  les  diffé- 
rents corps  du  système  solaire.  Nous  venons  de  don- 
ner la  théorie  complète  de  celles  de  ces  inégalités  dont 
le  calcul  est  le  plus  important  et  le  |)lns  difficile;  il 
nous  reste  à nous  occuper  des  inégalités  de  la  seconde 
espèce,  qu’on  a nommées,  pour  les  distinguer  des  pré- 
céilentes,  inégalités  périodiques. 

Nous  supposerons,  comme  nous  l’avons  fait  jus- 
tpi’ici,  qiu!  la  planète  troublée  se  meut  dans  une 
ellipse  dont  les  éléments  sont  variables,  et  en  tenant 
compte  des  termes  que  nous  avons  rejetés  j)our  dé- 
tertniner  les  variations  séculaires  des  éléments  de  son 
orbite,  nous  arriverons  <le  la  manière  la  plus  simple 
à la  détermination  de  leurs  variations  totales.  En  in- 
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trodiiisant  ensuite  les  éléments  ainsi  corrigés  dans  les 
l'ornudes  du  moiiveinent  elliptique,  il  nous  sera  facile 
de  iléterrainer  pour  chaque*  instant  le  lieu  de  la  pla- 
nète par  les  méthodes  ordiuaii  es. 

Nous  ferons  observer,  toutefois,  que,  comme  les 
inégalités  périodiques  demeurent  toujours  très-pe- 
tites, et  n’ont  pour  ainsi  dire  qu’un  effet  passager  et 
alternatif,  il  est  peu  important,  pour  les  besoins  de 
l’Astronomie,  de  connaître  en  particulier  les  altéra- 
tions qui  en  résultent  dans  chacun  des  éléments  de 
l’orbite;  il  suffit  d’avoir  l’effet  total  de  ces  variations 
sur  le  lieu  de  la  planète,  ce  qui  peut  se  faire  par  l’in- 
• tégration  directe  des  équations  différentielles  du  mou- 
vement troublé.  On  détei  mine  immédiatement  en  ef- 
fet, par  ce  moyen,  les  inégalités  jx*riodi<[ues  des  trois 
variables  qui  fixent  à chaque  instant  la  position  de  la 
planète  : on  peut  donc,  en  regardant  l’orbite  comme 
constante  par  rapport  aux  variations  périodiques, 
traiter  ces  inégalités  comme  de  simples  corrections  à 
faire  aux  valeurs  de  ces  coordonnées  calculées  dans 
l’orbite  elliptique  corrigée  des  variations  séculaires. 
Mais  cette  méthode  a l’inconvénieut  d’introduire  dans 
les  formules  des  termes  qui  renfermeut  le  temps  hors 
des  signe.s  et  cosinus;  on  est  obligé  d’employer 
ensuite  des  réductions  particulières  pour  le  faire  dis- 
paraître, et  l’on  n’en  déduit  d’ailleurs  (|ue  d’une  ma- 
nière iiuhrecte  les  variations  sécidaires.  Celle  cpie 
nous  avons  adoptée,  au  contraire,  n’est  sujette  à au- 
cune difficulté  de  ce  genre;  elle  pré.sente  dans  une 
même  analyse,  et  sous  un  même  point  de  \ue.  Imites 
les  inégalités  des  moiiVeiueuls  des  jilauètes,  el  rien 
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iTest  plus  aisé,  lorsqu’on  a déteriiiiué  la  partie  j)ério- 
tli(jue  vie  la  variation  des  éléments,  que  d’en  conclure 
les  inégalités  du  rayon  vecic'ui-,  de  la  longitude  et  de 
la  latilud('.  On  verra  d’aillcnirs  que  cette  méthode  est 
la  meilleure  cpi’ou  puisse  suivre  lorscpie,  dans  la  dé- 
termination des  inégalités  périodicpies,  on  veut  avoir 
égard  aux  termes,  tlé|)endants  du  carré  et  des  puis- 
sances supérieures  des  excentricités  et  tles  inclinai- 
sons, que  (piehpies circonstances  parliculièr<‘s  peuvent 
rendre  sensibles. 

81.  Iaîs  lormides  du  n”  nous  ont  donné,  en 
considérant  senlement  la  partit*  non  périodique  du  dé- 
veloppement de  R,  les  variations  séculaires  des  élé- 
ments de  l’orbite  de  /n;  les  mêmes  fni  inules  serviront 
à déterminer  les  variations  périoditjues  de  ces  élé- 
ments^en  ayant  égard,  dans  le  tléveloppcinent  de  H, 
à la  partie  périodique  tpie  nous  avions  rejetée  d’abord. 
Reprenons  donc  l’expression  tle  R dun”  i8;si  à la 
place  de  //,  /<',  v,  v\  on  substitue  leui’s  valeurs  don- 
nées n“,’i5,  et  tpi’on  réduise  l’exprt'ssion  résultante, 
en  observant  qu’on  a généralemtînt 

sin.  , , „ . . , , • , 

{fit  w)l.cos/f«  f — ni  -h  £ — £] 
ros.  'O  / \ / 

— . !/(///  — fit  -h  £ — c)  ~j~  ut  -f-  C»)  ], 

on  tr(.)uvera,  en  ne  jtorlant  l’approximation  tpiejus- 
tpi’aux  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et 
en  rejetant  les  termes  dépendant  des  inclinaisons  dont 
nous  nous  occiqu-rons  plus  tard. 
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R = — AC  ) cos I in'  t — Ht  -+-  i'  — « ) 

2 '■ 

■-(-  — MC)  e cos[»(  n'  / — nt  + t'  — 1)  + nf  -)-  t — w] 

nt'  * 

H MC)  e'  cos[i  [n’ t — nt  4-  t' — 1)  4-  4-  s — «'] 

4-  ~ [‘  ('•'  ^ — nt  t — £ ) 4-  2 4-  2 c — 2 U ] 

4 — - NC ) ec'  cos[  1 { n'  < — n/  4-  î'*—  £ ) 4-  2 4-  2 £ — w — o>'  ] 

4-  — NC)  <2’  cos[<  («'  £ — 4-  £*  — £)  4-  2 «£  4-  2 £ — 2 o>'] 

4-  — NC)  (e’4-  f'’)  cos[j  [n'  t — «/  4-  f'  — f)  ] 
m' 

4-  — NC)  fv  cos[/(/£'  t — Hf  4-  £'  — s)  4 w — \i 


i étant  susc(‘ptil)le  do  toutes  les  valeurs  entières  po- 
sitives et  négatives,  eu  v comprenant  zéro,  et  en  ayant 
soin  seulement  de  rejeter,  dans  ce  dernier  cas,  les 
termes  tout  constants. 

Nous  supposons,  pour  abréger,  dans  cette  expres- 
sion, 
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Ix‘  nombre  i doit  être  supposé  plus  grand  que  zéro 
<lans  ces  trois  dernières  expressions,  le  cas  de  i — «> 
ne  donnant  dans  R que  des  termes  non  périodiques. 

Il  est  commode,  pour  les  applications  numériques, 
de  n’avoir  dans  les  formules  que  les  différences  rela- 
tives'à  l’une  ou  à l’autre  des  deux  quantités  a et  n'. 
On  trouve  alors,  par  le  n“52,  en  transformant  les 
différences  relatives  à n'  en  différences  relatives  à a, 


M(')  = 

1 

a 

V 

- j -|-(2/  — i)  At'-'), 

I r 

— 2)  (2  /■ — l)  A('“')-4-2(2I- 

-.)«( 

V/A<— •)' 

N(‘>  = 

— 

I 

[(4-’- 

- 7 J -1-  2)  A''~’*-l-  2(21  — 

/z/A('-’)\ 

4 

(ifi  ) 

-/»'  )J’ 

N(‘)  = 

1 

• 2 ) ( 2 I — 1 ) A<'"'.)  — 2 (l  ^ 

■rfA(— 

2 

[(2'- 

tlfl 

'(  )J- 

Si  l’on 

substitue  dans  les  formules 

des  n“*  i2  et  i5. 

il  la  place  de  R sa  valeur,  on  aura,  par  la  simple  diffé- 
rentiation de  chacun  de  ses  termes,  les  termes  corres- 
poiidants  des  variations  différentielles  des  éléments 
(le  l’orbite  de  m,  et  l’on  en  conclura  ensuite  par  l’in- 
tégration leurs  valeurs  finies.  On  trouve,  de  cette  ma- 
nière, en  bornant  les  approximations  aux  premières 
puissances  des  ('xcentricités  et  des  inclinaisons  : 
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Pour  la  variation  du  dcini-graïul  ax(', 

lia  = — m'  rt’  — A(*  ) cos  i (n'  t — nt  + t'  — s ) 

n — n 

— m' a'c  —7-^7 ^ I cosf  i (n’  t — nt  -J-  c'  — s)  + ///  + £ — w 1 

i(n'  — n)-\-  n '■  ' 

— m' n'c'  — *1'-  ■■  cos[  I In't  — nt  -h  i' — j ) -f-  «/  + t — m'  ); 

. I ( n — n)  + n • 

Pour  la  variation  du  mouvement  moyen , 

3 ■ /<’ 

<Jç=  -m' a^j—, r,A(Osini(«'f  — nt «' — t) 

a i{n' — /»)’  ' 

3 , ( i — 0 «’  ..  . . r . / . , . 

H m aff  .Y-'l T î"  Ml*)  sinf  1 («  / — n/  + t — s)  + nt  1 — m1 

2 [ ' ("  — «)+«]’ 

-H  - ni'ac'  r . . V* 7 M(')  sln[  j (n'  t — ni  4- 1' — i)  -h  nt-\-  £ — w'I. 

2 [ £ ( n'  — n ) -f-  n ]’ 

On  peut  remarquer  ici  que  la  double  intégration, 
d’où  résulte  la  valeur  de  Ç,  donne  pour  divisc'ur  à cha- 
que terme  du  développement  de  II,  le  carré  du  coelîi- 
cieiit  qui  midtiplic  le  temps  t sous  les  signes  sinits  ou 
cosinus,  ce  qui  rend  ce  terme  très-grand,  loi-sque  ce 
coefilcient  est  fort  petit.  Cette  observation  importante 
est,  comme  nous  l’avons  dit  n“  59,  celle  qui  condui- 
sit Laplace  à la  découvertede  la  cause  des  d«‘ux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

On  trouve  de  même,  pour  la  variation  de  l’excen- 
tricité, 

oc  = - nt'  n - ,—7 r — M<*)  cosf  i(n'  t — «f  -)-  c'  — <)-(-/;/  -f-  s — w j 

, 2 ( (n  — n)  + n ^ 

+ * m'  ne  — AC  ) cos  i in't  — «/  4-  f'  — £ ) 

4 « — n 

4-  tn  ne  , — — NC)  cosf  i (n'  t — n<  4-  t — 1)  -I-  2 nt  4-  2 £ — 2 <ü1 

I ( « — « ; 4-  2 « 
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I , , « 

H III  ne  :—y 


Ni')  ci)s[/  (h'  t — «'  — î)-f-2  ii(+  2 c — U — w'  ] 


i ( II' — II)  -h  211 

Ni')  cos[»(/i'  t — nt  + i'  — e ) + M — *i'  ] ; 


1 , . « 

-m  UC  5 

2 ! [n  — n) 


Pour  la  variation  île  l’époque. 


01  — — m n 


I 


VA(') 


f {»' — n j \ i/n 


^ sin  i { «'•  e — 


Ht  t'  — t) 


/w'  / 


m'tic  -,  -,  - T — sinf/ («'/  — -I- «' — £) -h //r  H * — w) 

t {/i  — //  ) 4-  ' 

- r./  / 

sin  [ / { /I  f — «r  4-  « — « ) 4-  «/  +*  £ — O) 


/ (n' — //)  4-  n da 
. n 


r/MO  . r./  / . / V /I 

ff  c T/~, r ; — sin[/(//  / — «^4-  £ — «)  4-  4-  s — w J; 

i {.H  — w)4-/<  da  ^ ^ ' 

Pour  la  variation  de  la  longitude  du  périhélie, 


(■  à w = - ni'  a — , — -,  — NI<*'  sin  f i lu'  t — iit  ~h  t — t ) -J-  «/  + t — wl 

2 i[ii  — If)  -h  II 


i ( //' — «)+2« 


NC*'  sin  [/■(«'  t — rit  t' — d -\-2nt  t-  2 • — 2 m J 


-+  m' ne  — — ; ; NC*)  sin  i f h'  ^ — nt  + t'  — i) 

! ( n — n)  ' 


-t-  - "c'  p; 

2 i (n — «)+2« 


Ni')  sin[/'  {il  t — — 1)+2  «1+2  4 — w — u'  ) 


I 


« 


- Ni*)  sin[i  («'/  — nt  + 4'  — 4)  + w — «'  ). 


2 / («'  — «) 

linfui,  la  troisième  lurinule  du  11“  i'J  donnera,  pour 
la  variation  du  deini-parainetre  A', 

Sk  = — — î — AC  ) cos  i {n‘  t — «4  + t'  — 4 ) 


2 « — n 


MC*'  COs[/  («'4  — «4+4'—  4)  + «4  + 4 — m) 


2 /{«' «)  + « 

fu'  i — ï 

— r'-r-  , r M'  'Wos[/(//'^  — wri-e'— «)H-  nt  — o»  1. 

2 r ! /I  — n ^ ‘ 
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11  nous  rosie  à tlélorminer  les  variations  tl<«s  deux 
(|nanlités  p et  cj,  d’oi’i  dépeiul  la  position  do  l’orbite 
mobile.  Si  l’on  regarde  les  trois  variables  /■,  v et  z 
eoinnie  des  fonctions  connues  de  ces  deux  éléments, 
on  aura  généralement 


rfR fir  /(IR  \ flv  / '■/R \ 

dp  dp  \ dr  / dp  \ dv  ) dp  \ dz  / 

^/rfR\  dz  /^/R\ 
d<!  drj  \ f/r  ' dr/  \ rit’  j f/iy  \ riz  j 

Prenons  pour  plan  des  x,  j le  planjJe  l’orbite  de 
m à une  époque  déterminée,  l’inclinaison  de  son  or- 
bite mobile  sur  ce  plan  fixe,  ainsi  que  l«'s  quantités  qui 
en  dépendent,  seront  de  l’ordre  îles  forces  perturba- 
trices, et  comme  les  expressions  de  r et  de  v ne  con- 
tiennent que  le  carré  de  cette  inclinaison,  les  deux 
premiers  termes  des  valeurs  précédentes  seront  des 
quantités  du  second  ordre  dont  on  pourra  faire 
abstraction,  puisque  nous  négligeons  les  quantités 
de  cet  ordre.  Nous  avons  trouvé  d’ailleurs,  u®  u.l, 
2 = — px  + (J J',  on  aura  donc  simplement  ainsi 

rlR  /dK\  f/R  /f/R\ 

rtp  ~ \ f/3  / ’ 7Ï^  )' 

1 /ordonnée  z est  une  quantité  dn  même  ordre  que 
l’inclinaison  de  l’orbite  mobile  sur  l’orbite  fixe,  c’est- 
à-dire  de  l’ordre  des  forces  perlAirbatrices.  On  pourra 

donc  supiioser  z = o dans  la  différence puisqu’on 

néglige  le  carré  de  ces  forces.  I /expression  de  H du 
n”  4X  donne,  de  cette  manière. 


fm 

Th 


2.  H''*  cos /’(«'/  — ni  -ht'  — s). 
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la  valeur  de  / s’cicndaiit  à tous  les  nombres  positifs  el 
négatifs,  depuis  /'=  e jusqu’à  rinfini. 

Nommons  y la  tangente  de  rinclinaison  de  l’orbite 
de  in'  sur  le  plan  fixe,  n la  longitude  de  son  nœud 
ascendant,  et  désignons,  comme  dans  le  n°î>5,  par  r' 
la  projection  du  rayon  vecteur  de  m'  sur  ce  même 
plaEi,  et  par  e]  la  longitude  de  comptée  à partir 
d’une  ligne  fixe,  on  aura 

z'  = ysin  (v  — Il  i. 

• f • \ t 

Subtituons,  pour  ; ' et  e'  leui’s  valeui-s  nuinéio  cité, 
et  négligeons  les  produits  des  excentricités  par  les 
inclinaisons,  nous  aurons 

z'  = fl'ysin(«'<  -t-  s'  — H); 

et  la  valeur  de  “^deviendra,  par  conséquent, 
ilK  m' 

— = -^7Sin(«  _ n) 

4-  ^ a'  2 . 7 sin [ / [n't  — ut  + e'— «)  + «/  + s — Il  ] , 

la  valeur  de/  devant  s’étendre'  ici,  comme  dans  ce  qui 
va  suivre,  à tous  les  nombres  positifs  et  négatifs,  la 
seule  valeur  / = o exceptée. 

Si  dans  les  formules  (9)et(io)  du  ii  on  substi- 

e/R  e/R  , , . . . , , . , 

tue  pour  — et  — leurs  valeurs  ainsi  déterminées,  et 

que  l’on  néglige  le  produit  des  excentricités  par  les  in- 
clinaisons, ce  qui  permet  de  supposer  .r—a  cos(«M-£), 
y = a sin  {ni  -+-  î)  dans  ces  valeurs,  on  aura,  pour  la 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTEME  DU  MONDE. 


variation  de  (>, 


479 


m a' n i . , , , , . I . , , , , f 

= — y — sin(«  -£-n) — ; sin(»  £+«J+E  -f  £ — n) 

2 rt’  n-n  ' »-hn  J 


ff*  . _ , • » 

+ -7-  rt’n  /7Î.B'*~')v 

4 


sin  [/ (n't  — nt  s'  — e)  — FI  ] 


I («' — n)  -t-  3/J 

et  pour  la  variation  de  q. 


sin[j  {//'/  — nt  -h  — e)  + int  7. t — n)  |; 


2 a 


y cos  (/j'f+/J/+£'-f-£ -n)-h  — C0s(n'l — /J/-+- e'-c-II  ) 

// /t  -n  ' 


7-  /l’/j'n  y I 77—7- ;ros[/(//'f  — nt  +(' — e)  — Il  | 

4 I ' ( " — n) 


i ! n'  — /j)  -f-  ?. /J 


cos[i  {n't  — nt  -h  i'  — s)  -I-  7.nt  4-  2e  — n]  |- 


82.  Nous  n’avons  pas  ajouté  de  constantes  aux  va- 
leurs de  ‘âa,  âe,  c?u,  (?£,  âp,  ùq,  parce  que  leur  con- 
sidération était  inutile  à l’objet  que  nous  nous  propo- 
sons, et  que  l’on  peut  d’ailleurs  les  supposer  comprises 
dans  les  valeurs  des  éléments  fl,  c,  w,  £,  p,  q du  mou- 
vement elliptique,  qui  deviendront  ainsi  e-t-e, , 

w -t-  w,,.  £ 4-  £,,  P p^,  q + (//,  eu  représentant  par 
/!,,  e^,  M,,  £,,  /»,,  q,  de  très-petites  quantités  de  l’ordre 
des  forces  perturbatrices.  Ta's  éléments  de  l’orbite 
troublée  seront  donc 

« 4-  O,  ô'/z,  e 4-  e,  4-  o'e,  w 4-  w,  -t-  o'w, 

£ 4-  £,  4-  o'c,  P 4-  P,  -h  t?p,  q 4-  q,  -I-  âq. 


Comme  rt,,  e,,  etc.,  ainsi  que  t?/7,  ùc,  etc.,  sont  de 
l’ordre  m\  on  pourra  substituer,  dans  ces  dernières 
(piantités,  a 4-  e 4-  c,,  etc.,  à la  place  de  a,  c,  etc.; 
elles  deviendront,  par  conséquent,  des  Ibuctions  du 
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temps  et  des  six  constantes  a + e + i\,  etc.  l^ts 
tonmilesdn  mouvement  ti  onblé  ne  contiendront  donc 

k 

en  définitive,  comme  celles  dn  mouvement  elliptique, 
(pie  six  constantes  arbitraires,  et  par  là  disparaîtra  ce 
(pie  pouvait  av(jir  d’étrange  l’introduction  des  six 
nouvelles  constantes  e^,  g,  dans  une 

qiu’stion  qui,  par  sa  nature,  n’en  comportait  (pie  six. 

Quant  à la  détermination  de  ces  arbitraires,  elle  se 
fera  très-simplement  de  la  manière  suivante  : Suppo- 
sons (pie  l’on  veuille  connaître  les  perturbations  que 
subit  la  planète  m pendant  un  intervalle  de  temps 
donné,  on  déterminera  les  constantes  a,  e,  etc.,  d’a- 
pivssa  position,  sa  vitesse  et  sa  direction  à l’instant  que 
l’on  a choisi  pour  épo(pie,  et  les  constantes  rt,  e,,  etc., 
par  l(‘s  équations 

rt, -I- = O,  e, o'e  = O,  etc., 

dans  lesquelles  on  subtituera,  pour  Je,  etc.,  leurs 
valeurs  relatives  au  même  instant. 

L’effet  des  forces  perturbatriiæs,  pendant  la  périodi' 
({lie  l’on  considère,  sur  cliacun  des  éléments  ellipti- 
ques, sera  alors  exprimé  tout  entier  par  les  quanti- 
t(‘.s  (7,-1-  o'(7,  e -+-  c?e,  etc.,  qui  ne  contiendront  plus 
rien  d’arbitraire.  Ce  procédé  est  le  même,  comme 
nous  le  verrons,  (pie  celui  (jiie  l’on  suit  dans  la  tlu'O- 
rie  des  comètes,  où  l’(^n  est  forcé  de  calculer  par  d('s 
(piadraliires  les  variations  (jue  subit  cbaipie  élément 
de  l’orbite  pendant  l’intervalle  de  temps  (pii  s’écoule 
entre  deux  retours  sncc('ssifs  de  l’astre  à .son  pé- 
rihélie. 

Kii  réunissaiit  les  vab'urs  de  r}n,  r)Ç.  o'e,  (h,  r>a, 
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^p,  9'</  déterminées  par  les  tormiiles  j)récédentes,  a 
celles  qui  dérivent  des  équations  dilférentielh's  (i  ij, 
n“  4(>,  et  que  nous  avons  considérées  avec  élendiK^ 
dans  le  chapitre  précédent,  on  aura  les  deux  parties 
dont  se  comp(jsent  les  vai  iations  des  élénuMits  de  l’oi- 
bite  elliptique,  résultant  de  l’action  des  forces  pertur- 
batrices; rnne  de  ces  parties  dépendant,  n°  47,  de  la 
configuration  mntnelledes  corps etc.,  et  l’antre 
indépendante  de  cette  configuration. 

ariations  périodiques  du  raj  on  vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude. 

85.  La  position  d’une  planète  dans  l’espace  est 
fixée  loi-sque  l’on  connaît  son  rayon  vecteur  projeté  sur 
un  plan  fixe,  sa  longitude  vraie,  on  l’angle  que  fait  la 
projection  de  ce  rayon  avec  une  ligne  fixe,  et  sa  lati- 
tude, ou  l’angle  que  forme  le  rayon  vecteur  de  l’orbite 
vraie  avec  celui  de  l’orbite  projetée.  C’est  donc  à la 
détermination  de  ces  trois  éléments  que  iloivent  fina- 
lement aboutir  tontes  les  recberclies  qui  ont  pour 
objet  les  mouvements  de  translation  des  corps  cé- 
lestes. Nous  avons  donné,  dans  le  n"  24,  les  expres- 
sions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  vraie  et  de 
la  latitude  dans  l’orbite  elliptique,  en  séries  procédant 
suivant  les  puissances  ascendantes  des  excentricités  et 
dos  inclinaisons;  ilnons  snffiradonc  de  substituer  à la 
place  des  éléments  ellipti([ues,  dans  ces  fbrmides,  ces 
éléments  cori  igés  an  moyen  de  leurs  variations  péi  io- 
diqnes  et  séculaires  <pie  nous  v enons  de  déterminer, 
pour  avoir  la  vraie  valeur  du  rayon  vecteur,  de  la  lon- 

I.  . 3i 

> 
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gitiule  et  <lt*  la  laliliule  Jaiis  l’orbite  troublée.  Or  oii 
voit,  par  les  formules  du  n“  liîi,  que  la  valeur  du 
rayon  vecteur  et  de  la  lonjiçitude  dans  l’orbite  proje- 
tée, ne  dilïére  de  celle  du  rayon  vecteur  et  de  la  lon- 
gitude dans  l’orbite  vraie,  qu’aux  quantités  prés  du 
second  ordre  relativement  aux  inclinaisons,  quantités 
très-petites,  qui  ne  produisent  que  des  variations  in- 
sensibles lorscpi’ou  prend,  comme  nous  le  ferons, 
pour  plan  fixe,  celui  de  l’orbite  de  la  planète  à une 
époque  donnée.  Il  en  est  de  même  des  termes  de  l’ex- 
pression de  la  latitude  qui  sont  de  l’ordre  du  j)roduit 
des  excentricités  par  les  inclinaisons.  Il  résulte  de  ces 
observations  que,  dans  la  recberche  des  variations  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  on  pourra  faire 
abstraction  des  inclinaisons  des  orbites,  et  dans  celle 
des  variations  de  la  latitude  faire  abstraction  de  lour.s 
excentricités,  ou,  ce  qui  revient  au, même,  regarder, 
dans  le  premier  cas,  les  orbites  comme  étant  toutes 
dans  le  même  plan,  et  dans  le  second  les  regarder 
comme  circulaires,  ce  qui  facilitera  le  calcul  de  leurs 
perturbations. 

Reprenons  les  valeurs  du  rayon  vecteur  et  de  la 
longitude  développét's  dans  le  n"2,'i;  on  a générale- 
ment par  ces  formules 

r=  fonc.(n,  Ç,  e,  e,  «),  e = fonc.(Ç,  e,  a,  w). 

Si,  à la  place  de  rt,  Ç,  e,  a,  w,  on  substitue  dans  ces 
équations  leurs  valeurs  corrigées  a <?u,  Ç -+- 
e + c?e,  a -4-  c?a,  m -t-  <?m,  en  <lésignant  par  la  caracté- 
ristique (f  les  variations  périodiques  dépendantes  de 
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la  pivmière  puissance  des  masses,  on  aura,  en  ne 
considérant  que  les  termes  de  cet  ordre: 

Pour  la  variation  du  rayon  vecteur, 


Pour  la  variation  de  la  longitude, 

^ <iv  . dv 


du. 


Il  ne  s’agira  plus  maintenant  que  de  substituer  dans 
ces  deux  expressions,  à la  place  des  variations  du,  dÇ, 
de,  ds  et  o'u,  leurs  valeurs  développées  précédem- 
iiH'nt,  pour  avoir  celles  du  rayon  vecteur  et  de  la  lon- 
gitude vraie,  exactes  aux  quantités  près  du  second 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons. 

Mais,  au  lieu  d’effectuer  ces  .substitutions  dans  l’ex- 
pression de  de,  il  sera  plus  commode  de  faire  dé- 
pendre la  détermination  des  inégalités  de  la  longitude 
de  celles  du  rayon  vecteur,  au  moyen  d»  l’équa- 
tion (A)  n“  SM),  que  nous  avons  déjà  employée  dans 
un  cas  analogue  11“  2i.  En  effet,  cette  équation  donne, 
pour  le  cas  de  l’ellipse  invariable, 

(iv  — • ' 

r’ 

Cette  équation,  étant  une  différentielle  du  premier 
ordre,  a encore  lieu  dans  l’ellipse  troublée,  et  n'e 
doit  pas  changer  de  forme  lorsque  les  éléments  <le 
l’orbite  varient;  on  aura  donc,  en  la  différentiant  par 

3i. 
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rapport  à la  caractérislique  c?, 


, , I,  /i  — e'Sa  , / a c5c  , 

d.Sv  — —dt  1 / dtK/ : l'rtf 

2 V fl  r=  V I — c’  ' 


— Jr 

— 5 


d’où  l’oii  tire,  en  intégrant  et  négligeant  le  carré  des 
forces  perturbatrices, 


On  peut  donner  à cette  équation  une  forme  plus 
simple  encore.  En  effet,  k étant  le  demi-paramètn'  de 
l’orbite,  on  a A = d’où  en  différeiitiant 

on  tire 


a 

k 


= - - 


2 fl 


On  aura  donc  ainsi 


formule  très-commode  qui  donnera  immédiatement 
les  perturbations  de  la  planète  en  longitude  lorsque 
celles  du  rayon  vecteur  seront  connues. 

8i.  OCcupons-nous  donc  uniquement  de  déter- 
miner la  valeur  de  d r.  Nous  avons  trouvé  n°  24,  en 
négligeant  les  cubes’ et  les  puissances  supérieures  des 
excentricités, 


r=fl  ~ — ecos{nt  + t — w)  — ^c’cos2  (flf -t-«  — J* 

En  différentiant  par  rapport  à la  caractéristique  o'  cette 
valeur,  on  aura 

ôr=[iîa— a5ccos(n<-t-« — w) — flr5wsin(flr-|-e  — w)][i  H-2ccos(fl<-)-s— w)]  | 

5fl  cos  (fl/  -4- 1 — flC'I  c -t-  flc(fîî;  -f-  ^ «)  sin  (a/  + 1 — w) . | W 
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Si  dans  celle  expression  on  substitue,  pour  âe, 

C(?u,  dÇ  et<?£  leui-s  valeui’s,et  qu’on  n’ait  égard  qu’aux 
termes  du  premier  ordre  par  rapportaux  excentricités, 

' on  trouvera 

3r  m'anf  2 i . 

■ — = A('>4-t7-7 ■■  ■■  cos»(n  t — «/-Ht  — «) 

a 2 |_«— /I  t[n — «)-4-n  J ' 

— m' anc\  — A(‘>H — —4 r — -j—,  -, N(*l. 

|_/i — n i[n — n)+u  i(/i — /i)+n  i(/i -n)+2/i 

_ ‘ Kl»- 

/(«' — n)  4 " — " 2 /(// — ny  /(/i — ri)  du  J 

X ‘’üs  [ ' { "’  ^ — rit  + t'  — I ) -f-  -l-  « — w ] 

— m' and  F 7—7- — M'‘>H — rj—, r-  — : ■ , ■■  N(*>  | 

|/(/i — 2i(n — //)-f-2rt  2J{/.  — n)  J 

X cos[i  («'ï  — nt  £' — t)  + nt  t — m']. 


Si  l’on  rem|)lace  dans  celte  expiession  M'*’’,  iVb'<, 
N'“',  N^'*,  N'’’,  par  leurs  valeurs,  ou  trouvera,  après 
les  réductions  convenables, 


0 r m , , , 

— z=  — 2 . et')  COS  tin  t — nt  -h  c — s ) 
02 


-+-  m'e  I.D(')  cos[f(n'<  — nt  -f- 1' — t)  -y  nt  + t — t.>  J 
4-»<'c'ï.E(‘)cos[/(/i'/  — nt  + t — &)-(-  nt I — u>) 


{«)• 


lin  faisant,  pour  abréger, 

C")  = -y.  T- 

n’ — 1’  [n — //)’  L'»  — n 


f/At'H 
,/a  \ 


D*'>= 

X 


3 » _ i'  jn'—n)  I i(n'—  «)  — n]  - 3 «' 


i.(n' — n)  4-  «]’ — n’’  | n' — n «’ — d («' — «)' 

2/1  rfA(‘)’|  t ffAi')  1 

; «At't  + n’  — — I H-  - a'  - } 

n — n fM  J 2 <tu-  I 

K(')= LS 1 — nAi'-O 

[/■(«'  — /i)-l-rt]’ — n’  [_  i (n' — n)4-« 

«'(«' — «)  + « f/At*~')  I f/’A('~')l 

~r -rr  / / ~ — ; — TT — ■ 

I {n — n)-t-/J  du  2 dtd  J 
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\je  signe  intégral  1 devant  s’étendre  dans  l’expression 
de  (?/•  à tontes  les  valeurs  positives  et  négativesde  /,  la 
senle  valeur  / = o étant  exce|)tée,  parce  que  nous 
examinerons  ce  cas  séparément. 

Après  avoir  ainsi  délerminé  la  valeur  de  ^r,  on 
aura  celle  de  o'e  au  moyen  de  la  formule  (a').  En  fai- 
sant, pour  abréger. 


F(0  = 


n 

rt  A<‘ 

1 — n' 

('•- 

- 0” 

n' 

— n 

1 n'  I , a A('  ) -I-  «’  — - — I 

I « — n da  } , 

n*— 7’  ^n'  — n )’  ) 


— — n)  — «]  -H  3 «• 


[ n — n da  J 


«’ — — n)' 


■(' — ')(^' — 0 — (/ — i)  ««’ 


</AC-') 


da 


i{n'—n)-\-n  \ 


a [ / {//'  — n)  -f-  «] 


— aE(') 


on  trouvera  pour  iv  la  formule  suivante  ; 


. , , , \ 

Si'—  — Z.F'''7in  / (n  f — nt  + t — t)  1 

2 • I 

+ «j'eS.Gf‘1  sin  [/■(«'  f — nt  + t — t)  + nt  + t — u]  1 ^ ^ 
-+■  m'c'  ï.  111' >sin[ / (n' / — at  1'  — s)  -(-  «/ -f-  f — <•*'].  ) 

.Le  signe  2 devant  s’étendre  comme  précédemment 
à tontes  les  valeui’s  positives  et  négatives  de  /,  la  va- 
l(!ur  / = O exceptée. 

Sr 

11  est  bon  de  remarquer  cpie  les  expressions  tle  — 

et  de  deviennent  convergentes,  dans  le  cas  même 
on  la  série  représentée  par  i.A“7os/(/i'<  — nt  -(-  s'  — e) 
l’est  peu,  par  les  diviseurs  «pi’elles  acquiérent.  Cette 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


487 

roinarqiic  est  surtout  importante  pour  la  déterniina- 
lion  des  perturbations  des  planètes  dont  les  rapports 
des  distances  au  Soleil  diffèrent  peu  de  l’iinité. 

85.  Déterminons  maintenant  en  particulier  les  ter- 
mes des  valeurs  de  o'r  et  de  ùv  qui  naissent  de  la  suj)- 
position  de  i = o.  Reprenons  l’équation  (a)  et  ne 
considérons  d’abord  que’la  partie  non  jiériodique  de 
son  second  membre.  Si  l’on  fait  i = o dans  la  valeur 
de  la  fonction  R,  n^Sl,  en  ayant  soin  de  rejeter 
comme  nous  l’avons  dit,  la  partie  constante  de  cette 
valeur,  on  verra  aisément  que  la  seule  partie  sembla- 
ble qui  en  résulte  dans  est  celle-ci  ; 

La  constante  jointe  à la  valeur  de  l’intégrale  ùa  intro- 
duira un  nouveau  ternie  constant  dans  cette  même 
expression;  en  déterminant  cette  arbitraire  d’après  les 
principes  du  n°  82,  et  supposant,  afin  de  fixer  les  idées, 
que  pour  l’époque  où  commence  le  temps,  c’est-à- 
dire  pour  l’origine  de  la  période  pour  laquelle  on  veut 
calculer  les  perturbations  causées  par  m'  sur  le  mou- 
vement de  1/1,011  choisisse  l’instant  d’une  conjonction 
de  ces  deux  planètes,  ce  (|ui  donne  alors 

n'  t — nt  + i'  — i ■=  O, 

on  trouvera 

— • 1 .A*'*, 

« H 

le  signe  intégrale  1 s’étendant  à toutes  les  valeurs 
fWsUives  de  i depuis  i — i jusqu’à  i = cc  . 

On  aura  donc,  en  vertu  des  deux  fermes  précé- 
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(lents, 


2ui  ■ —, 

rr  — n 


Si  l’on  substitue  cette  valeur  et  celle  de  ùa  dans  l’é- 
quation (a),  on  en  tire 


= 


in'  fl 


En  joignant  à ces  valeurs  les  parties  non  périodiques 
de  r et  de  e,  relatives  au  mouvement  elliptique,  on 
aura,  pour  la  partie  non  périodique  du  rayon  vecteur 
et  de  la  longitude  dans  l’orbite  troublée, 


n t \ ^ ‘ 

— •y.m  ni  ( — ; — |)  i 

n'  — n 2 \ da  } \ 


V nt  t m 


'A  4^ 

pn  — n 


2. A")  — a 


/rfAt») 
\ (ta 


)]  ' 


(■>) 


relies  sont  les  expressions  de  la  distance  et  de  la 
longitude  moyennes  tpii  résultent  directement  de  nos 
formules;  Inais  on  peut  leur  donn(!r  une  forme  plus 
simple  qu’il  t'st  bon  de  connaître.  En  effet,  d’après  les 
siip|K>sitions  précédentes,  les  constantes  a,  n,  e,  £,  w 
sont  celles  qui  répondent  à l’épocpie  où  l’on  compte' 
^ O,  et  qui  seraient  les  éléments  de  l’orbe  ellfptique 
décrit  par  la  planète  ni,  si  à cet  instant  les  forces  per- 
turbatrices cessaient  leur  action;  supposons  que  l’on 
désigne  par  ii  t le  moyen  mouvement  de  m,  tel  qu’il 
résulte  de  l’observation,  d’après  la  seconde  d(‘s  équa- 
tions ( o),  on  aura 


n,  = n \ \ + m 


..A- -«(!*«)]  |. 
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Soit  fl,,  là  valeur  du  demi-grand  axe  correspondant  au 
moyen  mouvement  n,,  et  qui  se  déduit  de  l’équation 

a M «î 

si  l’on  substitue  dans  cette  équation  /i  + n,  — n et 
fl  -f-  fl,  — fl  à la  place  de  «,  et  de  fl,,  en  négligeant  les 
carrés  des  quantités  très-petites  «,  — « et  fl,  — a,  on 
en  conclura 

- n)=  - (fl, -fl); 


d’où,  en  substituant  pour  n,  sa  valeur,  on  tire 

" - = -3- “ Itt)  J 


IjCS  deux  équations  (0)  deviendront  donc,  en  obser- 
vant qu’on  peut  remplacer  a par  fl,  dans  les  termes 
multipliés  par  m', 

r-t-o'r  = n, — (^)’  v + $v  = nt-\-t.{d) 

Ces  valeurs  de  la  distance  et  de  la  longitude  moyennes 
dans  l’orbite  troublée  ne  sont  qu’une  transformation 
de  celles  que  donnent  les  équations  (o);  mais  l’intro- 
duction des  constantes  fl,  et  n,,  à la  place  des  con- 
stantes fl  et  n,  fait  que  la  jtartie  o'e  de  la  longitude 
vraie  ne  contient  pliis  aucun  terme  proportionnel  au 
temps,  en  sorte  que  le  moyen  mouvement  de  la  planète 
troublée  est  contenu  tout  entier  dans  la  partie  v de 
cette  longitude  et  peut  se  conclure  mmédiatement  des 
observations  sans  leur  faire  subir  aucune  correction  ; 


Digitized  by  Google 


490  - THÉORIE  ANALYTIQUE 

CO  qui  est  un  avantage  pour  la  constructioii  dés  Tables 
astronoiniques. 

Pour  déterminer  les  termes  de  la  valeur  de  oV  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  des  excentricités, 
et  qui  résultent  de  l’hypothèse  i = o,  il  suffira  de  cal- 
culer les  valeurs  correspondantes  de  ùa,  àe,  etc., 
avant  de  les  substituer  dans  l’équation  (a)  ; en  se  con- 
formant à ce  que  nous  avons  dit  n°81,  on  trouvera 
ainsi 

_ [3„  + 1 „>  (^i^)  J cos(«r  + . - «) 

_ - 1^3  A0)-3 « - i ] cos 


W 


et  l’équation  (a')  donnera,  pour  la  partie  correspon- 
dante de  âv, 


En  réunissant  les  différentes  parties  des  valeurs  de 
âr  et  de  o'e  que  nous  venons  de  déterminer,  et  fai- 
sant, pour  abréger. 
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OU  aura  enfiu,  pour  la  variation  du  rayon  vecteur, 


3 r m'  ( 

T “ “ 6'  \ da 


!•>  \ m' 

— I H ï.Cf'J  cos<(«'r — — s) 

, / 2 

— m' rf  cos  {nt  H-  t — w)  — m’ ef  cos{nl  4-  j — <-')  : (A) 

4-  m'-e  £.D<0  cos[((«'r  — nt-h  «'  — «)  4-  «t  4-«  — w]  i 
4-  w'c'2.E<0  cos[((n'f  — nt  4-  «' — 1)4-  4-  « — w'], 


et  pour  la  variation  de  la  longitude. 


^ Z.F<‘)  sin  I («'f — nt+i'  — t)  , j 

4- 2«i'</sin(/Jf  4-s  — o>)  4- awi'e'y"  sin  (nr  4-e  — «')  (B) 

4-  m'cï.GfO  sin  [«■  («'f  — nt  -\-t'  — «)  4-  4-  e — w]  l 

4-  /n'f'ï.Ut')  sin[((«'/ — nt  -h  t' — e)  4-  /»<  4-  £ — m'].  ) 

Les  formules  (A)  et  (B)  serviront  à déterminer  les 
inégalités  périodiques  d’une  planète  quelconque  m 
troublée  par  l’action  d’une  autre  planète /h' ; chaque 
planète  perturbatrice  introduira  dans  ces  deux  for- 
mules des  termes  semblables  aux  précédents,  et  la 
somme  de  tous  ces  termes  exprimera  l’effet  total  des 
perturbations. 

Si  l’on  veut  que  c?e  et  (?r  expriment  les  effets  pro- 
duits par  la  force  perturbatrice  pendant  un  temps 
tlonué  sur  la  longitude  et  le  rayon  vecteur  de  la  pla- 
nète troublée,  on  déterminera  les  constantes  arbi- 
traires qui  doivent  servir  à comi)léter  les  valeurs  de 
e?e,  (?w,  ô'e,  et  que  nous  désignerons  par  e,  w, , £^,  de 
manière  à ce  qu’on  ait 

e,  4-  (?e  = O,  w,  -f-  âu)  = 0,  £^4-  o'£  = o, 

en  même  leiiq>s  que.  t = o.  C’est  ce  (pie  nous  avons 
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(Jt^À  pratiqué  à l’égard  de  la  constante  jointe  à I inté- 
grale C?fT. 

On  substituera  ensuite  ces  quantités  à la  place  de 
de,  o'm,  âc  dans  l’équation  (a),  et  les  valeurs  qui  en 
résulteront  serviront  à compléter  celles  de  d/  et  de  de, 
qui  ne  contiendront  plus  rien  d’arbitraire  et  qui  ex- 
primeront alors  les  augmentations  totales  de  la  lon- 
gitude et  de  la  distance  au  Soleil  résultant  de  l’action 
des  forces  perturbatrices. 

En  ajoutant  ensuite  les  valeurs  de  o'r  et  de  de  à 
celles  du  rayon  vecteur  (/  ) et  de  la  longitude  (e),  cal- 
culées dans  l’orbite  elliptique,  corrigée  au  moyen  des 
variations  séculaires  de  ses  éléments,  on  aura  les  va- 
leurs totales  du  rayon  vecteur  de  la  planète  et  de  son 
mouvement  en  longitude.  On  trouvera  ainsi 

/•=(/') -t- d/-,  e = (i/)-|-de. 

8(î.  Il  nous  reste  à déterminer  les  perturbations 
du  mouvement  en  latitude.  Nommons  s la  tangente 
de  la  latitude  de  m au-dessus  du  plan  fixe  des  xj-, 
nous  aurons  z = t\s,  en  désignant  par  r\  là  projec- 
tion du  rayon  vecteur  de  m sur  le  même  plan  ; on 
tirera  de  là 

o'z  = t\^S  + 

et  l’étpiation  z = qy  — px  donne,  pour  détermi- 
ner dz, 

ùz  = jrùq  — xôp  q^J  — pâx. 

Supposons,  comme  nous  l’avons  fait  jusqu’ici,  tpie 
l’on  prenne  pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  de  ni  à 
une  é|)oque  donnée  ; l’ordonnée  z et  les  quantités  p 
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et  ([  seront  de  l’ordre  des  forces  perturbatrices;  en 
négligeant  donale  carré  de  ces  forces,  les  deux  équa- 
tions précédentes  donneront 

âs  = âz  = jùq  — X'}p. 

Tx's  coordonnées  j:  et  ^ se  rapjJoiTent  au  inouveinent 
elliptique;  on  peut  donc  substituer  à leur  place  leurs 
valeurs  x=  r cose  et  = /■,  sin  v\  et  si  l’on  néglige, 
comme  nous  le  ferons,  le  produit  des  excentricités  par 
les  inclinaisons,  il  suffira  de  faire  x = acos(«f  -l-  e) 
et  y =9a  sin  [nt  -t-  e)  ; on  aura  ainsi 

^ = âq  sin(«<  -t-  £)  — o'p  cos[nt  -+-  î). 

Si  pour  âp  et  on  substitue  leurs  valeurs  données 
n»8I,  on  trouvera 


3 Z m' n a’  r i i d • , , , , 


q désignant  la  tangente  de  l’inclinaison  de  l’orbite  de 
ni'  sur  l’orbite  primitive  de  nt,  Il  la  longitude  de  son 
nœud  ascendant  comptée  sur  ce  plan,  et  i désignant 
un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif,  la 
seule  valeur  i = o étant  exceptée. 

Si  l’on  réduit  cette  expression,  et  cpie  l’on  observe 
qu’en  négligeant  les  produits  des  excentricités  y>ar  les 
inclinaisons,  on  a (?2  = aâs,  on  en  conclura 


+ 


= /rrzT. ^ 7sin(«''  -H  n) 
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Su|)|)osoiis  qu’îtu  lieu  de  prendre  pour  pliiii  fixe 
celui  de  l’orbite  primitive  de  m,  ou  rapporte  sou 
mouvement  à un  plan  très-peu  incliné  au  plan  de 
cette  orbite.  Soient  çp  et  ç'  les  inclinaisons  des  or- 
bites de  m et  de  rn'  sur  le  plan  fixe,  a et  a!  les  longi- 
tudes de  leurs  nœuds  ascendants  sur  le  même  plan, 
les  tangentes  des  latitudes  de  ces  deux  planètes, 
correspondantes  à une  même  longitude  e,  seront 
tangipsin(e — a)  et  tang^' sin  (e  — a');  la  latitude  de 
m'  au-dessus  tle  l’orbite  de  ;n,  correspondante  à la 
longitude  v,  sera  ysin(e  — FI).  D’ailleurs  les  iifcliuai- 
sons  des  trois  plans  que  nous  considérons,  étant  très- 
petites,  les  tangentes  des  latitudes  peuvent  être  prises 
pour  ces  latitudes  elles-mêmes;  on  aura  donc  à très- 
peu  près 

tang(]5'sin(e  — a')  — tangqj  sin(e  — a)  = 7 sin(e  — FI). . 

Si  l’oii  développe  celte  équation  et  qu’on  compare 
séparément  les  termes  multi|)liés  par  sine  et  cose,. on 
aura 

y sinFl  = tango'  sina' — tangysina, 
ycosFI  = tangç'cosa'  — tang^  cosa; 
i‘t  si  l’on  fait,  comme  précédemment, 

tangç  sin  a = p,  lAngç'  sin  a!  = p', 
langy  cosa  = (/,  tangqp' cosa' = ^', 

on  aura 

y sin  FI  = p'  — p et  y cos  II  = y'  — y. 

Si  l’on  désigne  donc  par  s = {s  : -k-  ùs  la  latitude 
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»le  in  aunlessiis  thi  plan  (ixe,  on  aura  à Ircs-pon  prrs 


J = 17  sin{/?r  + s)  — P cos{nt  -f-  s) 
m' ri’'  0’ 


+ -r, r,-T;[(7'— 7)sin(n'/-4-«')  - {y/— /^)cos(n'/-(-  g')] 


m' ri'a'a' , . , 


(7'-  7I2  • sin[-K  r-^g+g'-  0+  e]  1 


(C) 


B(‘-0 


Los  deux  premiers  termes  de  cette  expression,  c’est- 
à-dire  la  partie  indépendante  de  m\  représentent  la 
latitude  de  in  an-dessns  dn  plan  fixe  dans  le  cas  on 
i/j  ne  (piitterait  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive; 
en  remplaçant  ces  denx  termes  par  la  valeur  exacte 
de  cette  latitude,  la  formule  en  aura  plus  de  préci- 
sion. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices  m", //j™,  etc., 
introduirait  dans  les  expressions  précédentes  des  ter- 
mes semblables. 


87.  I.es  trois  formules  (A),  (B),  (C)  que  nous  ve- 
nons de  trouver,  renferment  toute  la  théorie  des  per- 
turbations du  mouvement  des  planètes,  en  portant  la 
piécision  jusqu’aux  quantités  de  l’ordre  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons,  ce  qui  sulfit  dans  les  cas  or- 
dinaires. 

Si  l’on  voulait  pousser  plus  loin  les  approximations, 
il  faudrait  conserver  dans  R les  termes  dépendant  des 
cubes  et  des  puissances  supérieures  des  excentricités 
et  de.s  inclinaisons  que  nous  avons  négligés.. 

Il  faut  remarquer,  eu  eflet,  que  par  l’abaissement 
c{ue  subit  la  fonction  perturbatrice  tlans  les  trois  for- 

• 
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mules  (a),  (4)  et  (5),  11“  on  est  obligé  de  portei-  le 
développement  de  cette  fonction  à un  ordre  d’aj)- 
proxiination  supérieur  d’une  unité  à celui  que  l’on 
^eut  obtenir  dans  les  formules  finales.  Ainsi , par 
exemple,  il  faudrait  dans  le  développement  de  R cal- 
culer les  termes  dépendants  des  cubes  et  des  produits 
de  trois  dimensions  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  pour  obtenir  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  les 
termes  simplement  proportionnels  aux  carrés  et  aux 
produits  de  ces  quantités.  Cet  inconvénient,  joint  à ce 
que  les  opérations  se  compliquent  de  plus  en  plus,  à 
mesure  que  l’on  considère  dans  R un  plus  grand  nom- 
bre de  teiines,  lendrait  bientôt  les  réductions  précé- 
dentes impraticables  et  la  méthode  tout  à fait  impos- 
sible, si  l’on  était  forcé  de  suivre  cette  recherche  dans 
toute  sa  rigueur.  Heureusement  on  peut  observer  que 
tous  les  termes  qui  dépendent  du  carré  et  des  j)uis- 
sances  supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
sont  très-p(‘tits  dans  la  valeur  de  R,  en  sorte  que  si 
quelques-uns  d’entre  eux  doivent  devenir  sensibles 
par  l’intégration  dans  la  valeur  du  l’ayon  vecteur,  de 
la  longitude  et  de  la  latitude,  il  est  aisé  d’en  connaître 
d’avance  la  cause,  et  l’on  facilitera  le  calcul  des  inéga- 
lités des  ordres  supérieurs  eu  le  bornant  à celui  de 
ces  ternies.  Nous  développerons  ces  considérations 
dans  le  cha|)itr(‘  suivant. 
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INÉGALITÉS  rÉllIODK^L'ES  DU  ItAYON  VECTEUR,  DE  LA 
LONGITUDE  ET  DE  LA  LATITUDE  DÉPENDANTES  DES 
PUISSANCES  SUPÉRIEURES  DES  EXCENTRICITÉS  ET  DES 
INCLINAISONS. 

88.  Quoique  la  métliodc  que  nous  avons  suivie  jus- 
qu’ici dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires, 
et  qui  consiste  à regarder  l’orbite  troublée  comme 
une  ellipse  dont  les  éléments  varient  à chaque  instant, 
soit  extrêmement  ingénieuse,  et  semble  résulter  na- 
turellement des  phénomènes  observés,  on  ne  peut 
disconvenir  cependant  que,  lorsqu’on  se  propose  sim- 
plement de  déterminer  les  inégalités  périodiques  qui 
résultent  dans  le  mouvement  des  planètes  tle.  leurs 
actions  mutuelles,  il  ne  soit  plus  expéditif  de  les  dé- 
duire directement  des  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé.  Les  variations  des  trois  coor- 
données, d’où  dépend  à chaque  instant  la  position  de 
la  planète,  sont  alors  données  immédiatement  sous 
leur  forme  la  j)lus  sinqile,  sans  cpi’on  soit  obligé  de 
recourir  aux  réductions  pénibles  (pi’exigent  les  autres 
méthodes,  et  il  mr  ri'Ste  plus  fpi’à  appli<pier  ces  cor- 
rections au  rayon  vecteur,  à la  longitude  et  à la  lati- 
tude calculés  dans  l’orbite  elliptit|ue.  (’.omme  ce  pro- 
cédé est  très  en  usage  parmi  les  géomètres,  et  qu’il 
I.  - 3a 
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peut  être  utile  dans  beaucoup  d’occasions,  nous  allons 
en  développer  ici  les  lormides. 

Désignons  par  r,  e,  s les  trois  coordonnées  qui  dé- 
lerniinent  dans  l’orbite  elliptique  la  position  de  la 
j)lanète  m,  c’est-à-dire  son  rayon  vecteur,  sa  longi- 
tude «-t  s;i  latitude,  et  par  r-4-  o'/’,  v -t-  c?e,  s -h  âs  ce 
(pie  deviennent  ces  trois  quantités  en  vertu  des  per- 
turbations qu’éprouve  cet  astre  dans  son  inouveinent 
autour  du  Soleil.  Nous  avons  trouvé,  par  une  pre- 
mière approximation,  les  valeurs  du  rayon  vecteur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude,  en  faisant  abstrac- 
tion des  forces  perturbatrices;  dans  une  seconde  ap- 
proximation, nous  aurons  simplement  égard  aux  ter- 
mes du  premier  ordre,  par  rapport  à ces  forces,  et 
nous  négligerons  tous  les  autres.  (?/■,  o'e,  âs  .seront 
aloi-s  de  très-jM*tites  quantités  du  même  ordre,  et  C(“ 
sont  ces  quantités  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

Sî).  Reprenons  pour  cela  les  trois  équations  difié- 
reutielles  (A),  n°  57, 

rf’x  fij:‘ ({R 

/U’  r’  dx  ’ 

*"  dt‘  dy  ' 

rf’z  P Z dR 

HF  7>  ~ 1h’ 

Si  l’on  multiplie  ces  éejuations,  la  première  par  -2f/x, 
la  seconde  par  -idj,  la  troisième  par  ar/z,  qu’on  les 
ajoute  ensuite,  et  qu’on  intègre  leursomme,  on  trouve 


dx-  dy'‘  -I-  rfz’ 

dT> 


= a/(/'R,  (1) 
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a t'iaul  une  coiislaiite  arliilraire  qui  représenle  le 
denii-graïul  axe  de  l’orbite  dans  le  mouvement  ellij)- 
liqiie,  et  ^/'R  désignant,  comme  précédemment,  la 
différentielle  de  la  fonction  R prise  par  rapport  aux 
seules  coordonnées  de  «j,  ou  au  temps  introduit  par 
la  substitution  de  leurs  valeurs,  eu  sorte  que  l’on  a 


^'R  = 


etc 


(TR 

<h 


dr 


dR 

dz 


dz. 


Si  l’on  ajoute  les  mémos  équations  après  avoir  mul- 
tiplié la  première  par  x,  la  seconde  par  jr,  la  troisième 
par  s,  on  aura 


xd'  X yd‘‘ y -+-  zd‘‘z 

^dt- 


r 


eu  f)bservanl  qu’aux  quantités  près  du  second  oïdr*?, 
par  rappoi't  aux  inclinaisons,  on  a (n"86) 

X — r cos  e,  J = sin  e,  z = rs. 


et  qu’en  pienani  pour  plan  fixe  des  xy  celui  de  l’or- 
bite primitive  de  »2,  on  peut  négliger  ces  quantités 
([ui  sont  de  l’ordre  du  carré  des  forces  perturbatrices, 
ce  qui  donne,  dans  C(>  cas, 

r/R  r/R  r/R  /r/R\ 


Si  l’on  ajoute  entre  elles  les  équations  (i)  et  (a),  eu 
observant  que  l’on  a 

xd^  X -H  yd^j  + zd^  Z -+-  dx'^  + dy^  -f-  dz^ 

= d [xdx  -+-  ydy  -+-  zdz)  = ^d^  r’’', 


on  trouve 


I r/’  r’ 
a r/f’ 


- -t-  - = 2/rf'  R 4-  /’ 

r fl 
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Si  l’on  cli'signe  par  ilv  l’anj’lo  compris  «'iilri'  les  »leu_x 
rayons  vecteurs  consécutifs  /■  et  r + dr,  on  aura 

dx^  + dy"^  -+-  dz^  — /'*  dv^  -t-  r// 
ol,  par  conséquent, 

xiV X -k-)  <l'‘y  zd'  Z = d[xdx  + ydy  + zdz)-~[dx'‘y-dy'‘-\-  dz') 

==:  nl^  r — r^rh'^. 

Ii’é<piation  ( 2 ) peut  donc  prendre  celte  l'orme. 


d’où  l’on  tire 

f/*>’  d'r  (/  I /tl^\ 

dô  ~ 7^^  ~ 7>~  ~ 7-  \ 7i?  ]'  ^ 

Si  l’on  suppose  nuis  les  seconds  membres  des  é(pia- 
tions(3)et  (4),  on  aura  les  valeurs  du  ra\on  vecteur 
et  de  la  longitude  qui  se  rapportent  au  mouvement 
elliptique;  en  y substituant  donc  r -h  ùr  et  v -t-  o'e  à 
la  place  de  / et  e,  et  en  effaçant  la  partie  relative  à 
ce  mouvement  qui  serait  nulle  d’elle-méme,  d’après 
rhypolhèse,  la  partie  restante  servira  à déterminer  les 
valeurs  de  âr  et  de  ùv.  Nous  ne  nous  occuperons  ici, 
comme  nous  l’avons  dit,  que  des  inégalités  du  pre- 
mier ordre,  par  rapport  aux  masses  perturbatrices;  en 
effectuant  donc  la  substitution  précédente  et  négli- 
geant les  puissances  de  ùr  et  de  supérieures  à la 
première,  ce  qui  revient  à différentier,  par  rapporta 
la  caractéristique  «?,  les  équations  (3)  et  (4),  on  aura 
d’abord 
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Otle  toi'iimif  servira  à déterminer  la  variation  du 
rayon  vecteur. 

L’équation  (4)  donnera  ensuite 
‘îr'‘dvd5v  rd‘‘Sr — tfrSr  iarSr  /rfR\ 

,:~d?  ^ ~ 'ATÿr  ) = " î 


formule  au  moyen  de  laquelle  on  déterminera  la  va- 
riation de  l’angle  e,  lorsqué  celle  du  rayon  vecteur 
sera  connue.’ On  peut  faire  prendre  à cette  der- 
nière équation  une  forme  plus  simple  : en  effet,  si 

l’on  élimine,  à l’aide  de  la  première,  la  quantité 
et  qu’on  remanpie  que,  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique,  on  a /*r/e  = vp>-rt(i  — et 

= on  trouve 


‘It  ^ t — e> 

d’où,  en  intégrant,  on  tire 


âv  — 


2 rdSr  -I-  drS  r 
d‘  ndt 


^[3//^7rf'R-h2/,  (g)  ,//] 


(ù) 


Nous  avons  nommé  d\>  l’angle  compris  entre  deux 
positions  consécutives  du  rayon  vecteur  r,  cet  angle 
doit  si-  compter,  par  conséquent,  dans  le  plan  même 
de  l’orbite  troublée;  mais  il  est  aisé  de  voir  (pi’il  ne 
diffère  de  sa  projection,  sur  le  plan  fixe  des  x,  j-, 
qu’aux  quantités  près  du  second  ordre,  par  ra|)poii 
aux  inclinaisons  ; nous  pouvons  donc,  pnis<pie  nous 
négligeons  ces  (piantités,  le  pretulre  pour  cette  pro- 


« 


Digitized  by  Coogle 


5o2 


THI^.ORIK  ANALYTIQUE 


jeclion  même.  L'angle  v reprêscnleia  alors  la  longi- 
tude de  la  planète  m comptée  sur  le  plan  fixe, et  l'cipia- 
tioii  (G)  donm'ra  aisément  ses  pertnrhations  lorsque 
celles  du  rayon  vecU'ur  seront  tléterminées. 

Il  nous  reste  à considérer  les  inégalités  du  mouve- 
ment en  latitude.  Supposons  (pie  l'on  prenne  pour 
plan  fixe  celui  de  l'orliite  primitive  de  m,  et  ([n’on 
nomme  âs  la  latitude  au-dessus  de  ce  jîJan  résultante 
des  pertnrhations,  on  aura  :;=  et  en  snhstituan  f 
celte,  valeur  dans  la  troisième  des  équations  (A), 
elle  donnera 


ri’rSs 


/iras 

r» 


(7) 


Cette  équation  servira  à déterminer  ds.  Si  l'on  veut 
rapporter  ensuite  la  position  de  la  planète  à un  plan 
très-peu  incliné  à celui  de  son  orbite  primitive,  en 
joignant  à la  valeur  de  âs  celle  de  la  latitude  de  la 
planète  dans  le  cas  où  elle  ne  quitterait  pas  le  plan 
de  sa  première  orbite,  on  aura,  à très-peu  |uès,  l'ex- 
pression de  sa  latitude  au-dessus  de  ce  nouveau 
plan. 

î)0.  Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d’intégrer  les  lor- 
mules  (5)  et  (7).  Occupons-nous  d'abord  de  la  pre- 
mière. On  verra  plus  bas  qu'en  ordonnant  l'équa- 
tion (5)  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on  peut  toujours 
faire  dé|)endre  la  détermination  de  la  valeur  de  / c?/' 
de  l'intégration  d'équations  de  cette  forme. 


tl’’  ri  r 


n-  rr}r  — L = o. 
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P représentant  une  fonction  rationnelle  cl  entière  de 
sinus  et  de  cofrinus  d’angles  proportionnels  au  temps  t. 
Si  l’on  intègre  celte  équation  linéaire  par  les  méthodes 
ordinaires,  on  aura  (Lacroix,  Eléments  de  calcul  dij- 
Jérentiel,  n”  282) 

, , siti«f  , cosn/  , 

rirz=  csin/it  -t-  c cosnt  H r—  / Ptucosnt /Pat  sto /il, 


C et  c'  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Il  suit  de  là  que  chacun  des  termes  de  P étant  sup- 
posé de  la  forme  H d en  résultera,  dans 

la  valeur  de  rdr,  le  terme  suivant  : 


sin 
h’  ros 


(WJ<  -4-  S). 


Si  m = n,  le  terme  H sin(m/  4-  ê)  produira,  dans 

/ (?r  : i“  le  terme  (ni  4-  ê),  qui  se  trouve  com- 

4«’  cos  '•  ' ‘ 

pris  dans  ceux  qu’ajoutent  à la  valeur  de  / <?/•  les 
constantes  introduites  par  l’intégration,  et  tpii,  par 
conséquent,  peut  être  négligé;  a”  un  terme  de  la 

forme  ^ (nt  4-  ê),  le  signe  supérieur  se  rappor- 
tant au  cas  où  le  ferme  de  l’expression  de  P t>st  nn 
cosinus,  et  le  signe  inférieur  au  cas  oy  ce  termp.est 
nn  sinus.  On  voit  ainsi  comment  s’ir^roduit  dans  la 
valeur  de  r&r  le  temps  t,  hors  des  signes  sinus  et  co- 
sinus, quoiqu’il  ne  se  trouve  pas  soiis  cette  forim* 
dans  l’équation  différentielle  ipii  la  détermine.  T.a 
considération  de  ces  termes,  proportionnels  au  temps/, 
a d’abord  embarrassé  les  géomètres;  mais  ils  ont  hien- 
lc')t  reconnu  qu’ds  n’existaient  |ias  réellement  dans  la 
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valeur  rigoureuse  de  r&r,  et  qu’ils  n’étaient  que  le 
développement  en  séri<*s  d’une  certaine  classe  de  si- 
nus et  de  cosinus  qui  y sont  contenus.  la'sjermes  de 
cette  espèce,  quelle  «pie  soit  la  lenteur  avec  laquelle 
ils  croissent,  rendraient  à la  longue  fautive  rex|)res- 
sion  des  variables  «pii  déterminent  la  position  des  pla- 
nètes; aussi  a-t-on  cherché  à les  faire  disparaître,  et 
l’on  a imaginé,  pour  y parvenir,  jilusieurs  moyens 
ingénieux  qui  conduisent  jiar  une  voie  nouvelle  à la 
détermination  des  variations  séculaires  des  éléments 
de  l’orbite  elliptique.  Comme  nous  avons  donné, 
dans  le  chapitre  la  théorie  complète  de  ces  iné- 
galités, nous  n^  reviendrons  pas  ici('),  et  nous  ferons 
abstraction,  dans  l’expression  de  r&r,  de  l’espèce  de 
termes  dont  nous  veimns  de  parler;  ce  «pii  revient  à 
supposer  que,  conformément  aux  usages  astrono- 
micpies,  les  éléments  de  l’orbite  elli|)tique  qu’elle 
renfermé  sont  d«'-jà  corrigi's  de  leurs  variations  sécu- 
laiiTS. 

L’«'*«piation  (7;  étant  absolument  de  même  forme 
que  l’équation  (5),  ce  que  nous  venons  de  dire  rela- 
tivement au  rayon  vecteur  s’applique  identiquement 
à la  valeur  de  la  latitude. 

91.  Cela  pt^sé,  déterminons  les  variations  du  rayon 
vecteur,  «le  la  fbngitiule  et  «le  la  latitude  «le/»,  en  por- 
tant l’approximation  comme  nous  l’avons  fait  n“  84 
et  80,  jiisrpi’aiix  ternies  de  l’oixlre  du  carré  des  ex- 
centricités et  des  iiichnaisons.  Repr«‘uons  «l’abf/rtl 


(*  ) t'oir  If  siij)i)lfmf'nt  an  livre  II. 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE. 


5o5 


‘/''■R -'■(?)  = »• 


l’équation  (5), 

d’ rS  r firSr 
dt'  ~ 

D’après  les  formules  du  mouvement  elliptique,  on  a 

m 

^ n’,  r ==  « [i  — e cos(«i  + e — u)]. 


L’équation  précédente,  au  moyen  de  ces  valeurs, 
devient 

^^^+n’rJr-l-3û/iV5réfCOs(/if+t — w) — a/’r/R — (3)  * 

« 

En  ne  poussant  l’approximation  que  jusqu’aux  termes  * 
du  premier  ordre,  par  rapport  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  on  a,  n°  81, 

R = ^ cos  / ( «'  i — /i/  H-  ê'  — Ê ) 

Tïl' 

+ — 2.  cos [:(«'<  — + e' — s)  + n/  -f-  £ — u] 

+ ^ 2.  M'*’e'cos[/(/i'/ — «<-+-£'—  £)+  nt-^z  — w'], 

i étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives  et 
négatives  y compris  zéro.  Pour  avoir  la  valeur  de 
f ci  R,  il  faut  différentiel’  l’expression  précédente, 
par  rapport  à nt,  en  y regardant  n' t comme  constant,  ^ 
et  intégrer  ensuite  l’expression  résultante.  On  a d’ail- 
leurs, en  substituant  dans  R au  lieu  de  r sa  valeur 

rt(i-4- «),  n®  48, 

; 
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D’apit'S  cela,  on  trouvera  aisément  - 


/•  '/A("^  I» 

a/ïfR+rl  — =?,/«' — fl— 1 

, ‘1“  2 

X cos  i {n‘t  — rU-\~  t' — e ) 

Ht'  r a(i  — 1)« 

2 l_j{n — « ) — n da  J 

m'  r 2(/  — 1)«  f/Atcn 

H ï.  .7--' — 

2 !_((« — n ] — n da  J 


7.n 
— n 


-,A(‘^-f-fl 


f/Ae) 

da 


fCOs[/  — nt  -f-  s' — s)+/fl+ 1 — w] 

e'  cos  [i{a't — at+i' — î)  + «/ +* — w'  ] 


m'ÿ  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  à l’inté- 
grale / r/'ll. 

be  signe  intégral  2 doit  s'étendre  ici  à toutes  les 
valeurs  entières,  positives  ou  négatives,  de  la  valeur 
•î  = O exceptée,  parce  cpie  nous  avons  fait  sortir  de 
‘dessous  le  signe  i tous  les  termes,  corres|)ondants  à 
cette  supposition,  cpi’il  nous  sera  utile  déconsidérer, 
d’après  ce  qui  a été  dit  n“  Ofl.  I/équation  (8),  eu  y 
substituant  cette  valeur  et  en  faisant  d’abord  al)Strae- 
tion  des  termes  qui  dépendent  des  excentricités, 
deviendra 


(f-rSr 

~dF 


m'  dM’>  m' 

-(-«’rfj /•  — 2fli  s n — ; 2. 

7.  da  2 

X cos  i [n't  — nt  -H  s' — e)  ==  o, 


Al't+rt 


da  J 


et  Von  satisfera  à cette  équation,  en  supposant 

f/AC) 


' m'  f/A<*^  /n'fl’  n — n' 

— =2«/  flff-t fl’  — ) I. — 

/’  2 da  2 


7flA(‘t-(-fl’ 


da 


y;—  cosi{n’  t—nt  + t'—(). 


— ,-q 

Considérons  maintenant  dans  la  valeur  de / (?/•  les 
termes  de  l’ordi  e des  excentricités  et  des  inclinais(tns. 

Si  l’on  substitue  dans  l'é(piat ion  8)  pour  2 jV/'H  +■  ) ’ 
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les  termes  de  celle  fonction  qin  soni  du  même  oi-dre, 

et  pour  ^ sa  valeur  tirée  de  l’éc|uali()ii  précédcaite, 

valeur  que,  pour  abrégerr  nous  écrirons  ainsi  : 

âr  m'  .fixe)  m'  . 

— = 2TO  as rt’  — 1 Ï.C('^cos/(/i  f — nt  4-  s — t), 

a n.  da  ■}.  ' 


on  aura 


.4-  r'3„-.=  C(0  _ m*^-a^  \ 

dt^  2 L f{/î— «')— « , J 


X e coi[i (n'  t — nt  + t — t)4-  nt -f-  t_~  w]  * 

r 2(,-.).  ' 

2 [_/(« — n )—n  jda 


c'co*  [i  [tft — 


Si,  pour  abréger,  on  suppose 


i[n  — n')  — n 


(la 


.1.®=  _ 


V et  qu’on  observe  que  a^n^=~i,  on  vi'rra  aisément 
(pi’on  satisfait  à cette  équation  en  faisant  ^ 

ni' rdl  4-K.Î'V>cos[/(«'f  — nt  -H:'— e)  4-  « ]j 

^ 2 I 4-L'''Vcos[/(«'r  — nt  4-  t' — t)  4-  n/  -r  e — w']j 

a'  [ i (n'~  n)  4-  /(]’—  n' 

Il  faut  maintenant,  d’après  la  théorie  des  équations  • 

linéaires,  pour  avoir  la  valeur  complète  de  ^ ^joindre 

aux  iliilérentes  j)arti(’s  de  cette  valeur  que  nous  ve- 
nons d(*  déterminer,  celle  (pii  a lieu  lorsrpi’on  su|)- 
pos('  mils  les  trois  derniers  termes  de  l’éipiation  ( S); 
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on  a,  dans  ce  Cils, 

d'rSr 


dO 


+- 7i''*rc?r=  O,  , 


■ et  l’on  satisfait  à cette  équation,  en  supposant 

— = wyêcos(n«-+-e— u)+m'/'e'cos(7/<  + £-r  w'), 

f f'  étant  deux  constantes  arbitraires.  i. 

En  réunissant  donc  toutes  les  partiesde  la  valeur  de  >. 

fSr  . ■ - 

• et  en  remplaçant  r par  sa  valeur 

a [ I — e cos  («i  + £ — M ) ], 
on  aura  - • • 

. dA.('l 

Sr  , m'  r/AC)  «V 

"s+T” 

-t-  m'/e cos  (nt  4-  j — w)4-  m'f  c'  cos{nt  t — u') 

m'  1 /j’K:')  i 

j cos[/(«'r  -«/  + .)  4-  H-  , _ „] 

c'ca»[/(«'r  - « + =)  + 4-  e - «']. 

On  a,  n°  81, 

M««  = - -a/Af')- 

fia 

M'’)  = ( a / - 1) A'‘-"+ rt 
♦ * 
d’où,  en  difiérentiant,  on  (ire 


da 


rfMC) 

da 


= — (ai  4-  i)a 


</AC) 

da 


a" 


r/'AO 


r/MC'  . r/AC-') 

n —, — = Oiia  —, — 

da  da 


da‘‘ 

r/=AC-‘) 

lia' 
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Si  l’on  substitiio  ces  valeurs  dans  K '''  et  L">,  et  qu’en- 

suite,  dans  l’expression  de  on  remplace  0‘\ 

' U‘^  par  les  fondions  que  ces  lettres  représentent,  on 

§ r 

retrouvera  identiquement  la  valeur  de  — > à laquelle 

nous  sommes  |)arvcnu  par  une  autre  voie,  n°  84,  ce 
qui  peut  servir  à ccrtifirmer  l’exactitude  de  ces  ré- 
^ sultats. 

Reprenons  maintenant  la  valeur  de  o't»,  n"  80.  Si 
l’on  néglige  les  termes  du  second  ordre,  par  l apport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  et  qu’on  ob- 
serve que  nous  supposons  p,  = = 1,  on  aura 


\ l’aide  de  cette  formule  et  des  valeurs  précédentes, 
on  trouvera  aisément 


d' ..  =*—  « 1^3  -H  « 

, an’l  )-!-«’ — - — 

" . fn — //  (la 

J (« — n'  )’.  i [n  — n'  ) [n’  — /'  (/»  — n'  )' 

m' /,  c sin  ( «/  -1-  « — <>>)  -I-  r»'f\  sin  («r  -t-  t — m'  ) 

m' f 2.GI'  ■’  sin  [/(/»'  t — nt  s'  — j )-}-«/  -t-  * — w] 

4-  mVî.Hl')  sin[j  {n' t — nt  4- 1'  — «)  4-  4-  e — &>'], 


l sini  [n 


formule  dans  laquelle  on  fait,  pour  abréger, 


/ 


= 


rfA(0 

da~ 


da'‘ 


4-  arig  — a /. 


/;  = -rt' 

7.  2 


r/Af) 

dn 


— a' 


, rf’AC) 
d(d 


- ^J'.' 
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et  où  l’on  désigne  pard'*'  et  11"’  les  mêmes  fonctions 
que  ces  l(“ttres  re|)iésentent  dans  h?  n“85;  le  signe 
intégral  1 devant  d’ailleurs  s’étendre,  dans  cette  ex- 
pression, comme  dans  celle  de  — » à toutes  les  va- 

* a 

leurs  positives  et  négatives  de  ;,  la  valeur  de  / = o 
exceptée. 


îlü.  Ijcs  équations  qui  déterminent  &r  et  âv  ren- 
ferment quatre  constantes  arbitraires,  savoir,  les  trois 
constantes  g,  f,  J ' et  la  constante  qui  devrait  être* 
ajoutée  à la  valeur  de  D'e,  et  que  nous  sujiposons, 
pour  plus  de  simplicité,  égale  à zéro;  ces  équations 
sont  tlouc  les  intégrales  complètes  des  équations  dif- 
férentielles (5).  Nous  allons  nous  occuper  de  la  déter- 
mination des  constantes  arbiUaires  introduites  par 
l’intégration.  _ * 

Si  l’on  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  rayon  vc'cteur  et  de  la  longitude,  en  joignant  ;uix 
valeurs  précédentes  de  âr  et  de  àv  celles  de  r et  de  e, 
ipii  dépendent  du  mouvement  elliptique  de  m,  on 
aura 

r -4-  dr  = a + y.  ni  «•‘g  -t-  - ni  (V  — — i 
® 2 da 


V dv  —Ht  E — ni' a 


-f*  H- 


dAt’y 

da 


n(. 


V 4-  c?e  représente  la  longitude  moyenne  de  la  pla- 
nète au  bout  du  temps/;  elle  résulte  tlirectement  «les 
observations.  .Si  l’on  vent  donc,  comme  cela  se  jira- 
ti«pie  oialinairement,  «pie  cette,  longitude  soit  la  même 
dans,  l'orbite  elli|)ti(pie  de  la  planète  et  dans  l’orbite 
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qu’fllÈ  (lécril  rtVlIcment,  celle  condilion  délenninera 
la  constante  g;  on  aura  ainsi 


S 

el  il  (>n  résultera 


I ilM'i 
3^  r/n”’ 


/•  + o'r  = 


On  voit  que,  dans  riij’pothèse  précédente,  la  dis- 
tance moyenne  de  la  planète  an  Soleil,  dans  l’orbite 
lionhlée,  n’est  pins  leprésentée  par  a,  comme  dans 
l’orbite  elli|)tiqne.  Cette  dernière  quantité  se  déduit 
toujours  dn  moyen  mouvement  nt  par  l’équation 

mais  il  faut  la  diminuer  de  la  quantité 
poM'"  avoir  la  distance  moyenne. 


îl^.  Nous  nous  sommes  conformé  ici  à l’nsage  des 
a.stronomes  en  supposant  à la  planète  m la  même  lon- 
gitude moyenne  dans  son  orbit<‘  elliptique  et  dans  son  ’ 
orbite  troublée. -C’est,  en  effet,  ce  qu’il  y a de  pins 
commode  pour  la  pratique,  comme  nous  l’avons  re.- 
marqué  n®  8.'»,  parce  que  la  valeur  de  la  con- 
stante n se  déduit  alors  immédiatement  des  observa- 
tions sans  leur  faire  subir  aucune  correction.  Mais  il  * 
est  aisé  de  voir  <pie  l’on  peut  déterminer  d’une  ma- 
nière quelconque  la  constante  g sans  que  la  positmn 
moyenne  tle  la  planète  en  soit  altérée. 

Supposons,  par  exemple,  que  l’on  fa.sse  g=  o,  en 
désignant  par  a el  n ci'  que  deviennent,  dans  celle 
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liyj)othése,  les  deux  constantes  a et  /;,  on  auca" 

, ^ I , ,rfAC) 

r rsr—  a -t-  - m a •*  — — » 

' 2 ' da, 

, r ,2  rfA'*)-] 

e 4-  oV  = l^i  — m aj  —/—J  «,<  + £, 


et  il  sera  facile,  d’après  les  nouvelles  valeurs  de  a, 
et  n^,  qui  résulteront  de  ces  équations,  de  montrer, 
comme  dans  le  n°  05,  qu’elles  sont  identiques  a%ec 
les  précédentc'S. 

Si  ron.s’imposait  pour  condition  que  la  distance 
moyenne  de  la  planète  au  Soleil  fût  la  même  dans 
l’orbite  elliptique  et  dans  l’orbite  troublée,  on  ferait 

g-==.  — î"*  ^“^'5  aurait  pour  déterminer  la  con- 
stante n , qui  convient  à ce  cas,  l’équation 


r / 


et  l’on  démontrerait  encore  que  les  valeurs  de  la  dis- 
tance movemie  et  du  moyeu  mouvement  qui  en  ré- 
sulteraient, coïncideront  avec  les  précédentes.  Ce  ré- 
sultat tient  évidemment  à ce  que,  u’ayaut  qu’une  seule 
équation  pour  déterminer  les  deux  constantes  h,  et 
g",  on  peut  s’imposer  à volonté  une  seconde  condi- 
tion à laquelle  devront  satisfaire  leurs  valeurs.  I.es 
parties  de  la  distance  et  de  la  longitude  moyennes,  qui 
appartiennent  à l’orbite  elliptique  et  aux  perturba- 
tions, se  trouveroiit  ainsi  différemment  divisées;  mais 
leur  somme,  tpii  entre  seule  dans  la  comparaison  tle 
la  théorie  aux  observations,  demeurera  toujours  la 
même. 


Digitized  by  Google 


DU  SYSTRME  DU  MOIS  DE. 


5i3 


Au  robte,  quelc|ue  vaU'ur  (|iie  l’on  suppose  à la  con- 
stante g,  comme  il  n’en  résultera,  par  ce  qui  j)récéde, 
dans  l’expression  du  grand  axe,  tpie  des  l<'rmes  con- 
stants et,  par  suite,  dans  l’expression  du  mo\en  mou- 
vement, que  des  termes  proportionnels  au  temps  /,  ces 
deux  éléments  demeureront  inaltérables  dans  les  dif- 
férents siècles,  conformément  au  théorème  du  u“Gl; 
mais  il  n’en  serait  pas  de  même  si  l’on  essayait  de  por- 
ter plus  loin  les  approximations.  Il  en  résulterait  alors, 
dans  l’expression  du  grand  axe,  des  termes  propor- 
tionnels au  carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons 
qui,  à raison  de  la  variabilité  de  ces  deux  éléments, 
pourraient  produire,  dans  les  exj>ressions  du  grand 
axe  et  du  moyen  mouvement,  des  inégalités  séculaires 
très-sensibles,  ce  qui  serait  contraire  au  théorème 
général  établi  n“(>I.  Mais  cette  contradiction  n’est 
qu’apparente,  et  tient  simplement  à ce  que  les  astro- 
nomes et  les  géomètres  ne  définissent  pas  toujours  de 
la  même  manière  le  moyen  mouvement  d’une  planète, 
et  de  ce  que  ces  mots  sont  employés  souvent  dans  des 
acceptions  différentes.  I^s  premiers  comprennent  à 
la  fois,  dans  le  moyen  mouvement,  tous  les  termes  de 
la  longitude  moyenne  qui  varient  avec  le  temps,  et 
les  seconds  la  partie  seulement  de  celte  longitude  qui 
dé|)end  du  grand  axe  de  l’orbite,  et  qui  s’en  déduit 
par  la  Iroisièine  loi  de  Képler.  Or  c’est  à cette  partie 
seulement  de  la  longitude  moyenne  que  s’applique  le 
théorème  du  n“(î!  sur  l’invariabilité  des  gru/ir/j  uxm 
et  des  moyens  mouvements  des  jilanètes,  tandis  que  le 
moyen  mouvement,  tel  que  le  déûnissent  les  astro- 
nomes, n’est  plus  invariable;  sa  valeur  peut  changer 
I.  33 
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thins  les  dilïéreiils  siècles  à raison  des  termes  propor- 
tionnels au  carré  du  temps  qui  résultent  de  la  varia- 
tion séculaire  de  l’époque  (n“  75),  et  qui  correspon- 
dent aux  termes  de  même  espèce  qu’introduit,  comme 
on  vient  de  le  dire,  dans  la  seconde  approximation, 
l’intégration  directe  des  Ibrmules  du  mouvement  trou- 
blé dans  l’expression  de  la  longitude  vraie. 

C’est  dans  ce  sens  que  l’on  doit  entendre  les  mots 
à' accélération  du  moyen  mouvement  lunaire,  locution 
vicieuse  souvent  employée,  mal  à propos,  pour  dési- 
gner la  variation  séculaire  de  la  longitude  moyenne 
de  notre  satellite,  puisque  le  §rand axe  et  le  moyen 
mouvement  de  la  lame  sont  rigoureusement  invaria- 
bles, comme  ceux  de  tous  les  autres  corps  du  système 
planétaire. 


94.  11  nous  reste  maintenant  à déterminer  les  con- 
stantes/ et  /',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  les  con- 
stantes / et  j\.  Ce  qu’il  y a de  plus  simple  à cet 
égard,  c’est  d’en  disposer  de  manière  que  les  termes 
qui  dépendent  de  sin {nt  + a — w)  et  sin{rU  -t-  a — u') 
tlisparaissent  dans  la  valeur  de  en  sorte  que  l’e- 
(piation  du  centre  soit  tout  entière  comprise  dans  la 
valeur  de  v.  On  aura  ainsi  J'  = o et  / , — o,  et  1 on 


en  conclura 


a 11^'] 
rfn’  1 

rfAC»  _ 
Ha 


a® 


</»A(')l 

fta’  J 


Les  valeurs  de  ^ et  de  àv  deviendront  donc. 
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eiiüii. 


0 /'  m 

a 6 


t f t \ 

t nt  c — “ s ^ 


lia  2 

+ /7/'_/tcos(///+i — + f’ r ( os(/»f-t-«  — <*)') 
+ ffi'rl.Df'  > cos[(  (n'r — — c)+///+t — u]  | 
H-  hjVS.E<Ocus[i  [n't—  nC+i'  — 4-s  — w'],  ( 

<h>  =z  — S.F(0  sin  iln' t — iit  + t'  — i) 

2 


(A) 


les  lettres  C'',  D''>,  E<'>,  F"),  G<‘>,  H'')  ayant  ici  la 
même  signification  que  dans  le  n“  84,  et  le  signe  in- 
tégral 2 devant  embrasser  toutes  les  valeurs  entières, 
positives  et  négatives , de  /,  la  seule  valeur  / = o ex- 
ceptée. 


95.  Considérons  maintenant  les  inégalités  de  la  la- 
titude. Reprenons  l’équation  différentielle  (7).  Si  l’on 
néglige  le  produit  des  excentricités  par  les  inclinaisons 
des  orbites,  elle  devient 


d'.rris  - \ <’/It 

-J- h H- rùs T- 

(K‘  tlz 


O-  (9) 


En  prenant  pour  plan  fixe  celui  de  l’orbite  primi- 
tive de  m,  et  en  désignant  par  y l’inclinaison  de  l’or- 
bite de  m'  sur  la  première  orbite  et  par  n la  longitude 
de  son  nœud  ascendant,  on  a ( n°81) 


= — ^,ysiii 11)4-  a' 7 sin[< (//'/-//£ -(-£'-£’+///+£  IJ 

Jz  f*  2 


1 


i représentant  un  nombre  entier  quelconque,  y com- 
pris zéro. 


33. 
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f/t  qiiation  (9),  en  y siibstitnaiit  celle  valeur,  <le- 
A ieiil 


ip.r5.i 

~dÔ~ 


ii'rSs 


^,7  sin;(/i'r+  i'—  fl) 


—<‘’i  sin[i(rt'/— -f-ï' — — n]  = o 


d'où,  en  intégranl  el  en  observant  que  rt’n*=  i,  on 
tire 


m n 
2 


BC-'î 


(B) 


— 7 S.  - — j-7-7 p— Y,  sin  (i  [n't—nt+i'—t]  -|-n/  -f-  e — n ) ; ) 


le  nombre  i devant  s’étendre  à toutes  les  valeurs  e«i- 
tières  positives  et  négatives  de  /,  la  seule  valeur  i = o 
exceptée,  parce  que  les  termes  qui  en  résulteraient 
seraient  compris  dans  ceux  qui  dépendent  des  con- 
stantes que  l’intégration  ajoute  à l’équation  (B). 

valeur  précédente  de  est  conforme  à celle  à 
laquelle  nous  sommes  parvenus  par  une  autre  voie, 
n"86.  Nous  n’avons  point  eu  égard  aux  constantes 
arbitraires  que  l’intégration  introduis  dans  cette  va- 
leur, ou  du  moins  nous  les  avons  supposées  nulles, 
ce  (pii  est  plus  commode  pour  la  pratique.  Cette  hy- 
pothèse n’altère  en  rien  l’exactitude  de  la  formule  (B). 
En  effet,  si  l’on  rapporte,  comme  on  le  fait  ordinaire- 
ment, le  mouvement  de  m à un  plan  très-peu  incliné  à 
celui  de  son  orbite  primitive,  qu’on  dé^signe,  comme 
dans  le  n"  8(>,  par  (s),  la  latitude  de  m relative  au 
mouvement  elliptique,  tous  les  termes  qui  ont  pour 
argument  la  longitude  moyenne  nt  + i — II,  se  trou- 
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veront  renfermés  dans  (j),  d’après  noire  hypothèse; 
mais  de  quelque  manière  que  l’on  détermine  les  con- 
stantes arbitraires  qui  entrent  dans  la  quantité 
(j)  -t-  âs,  calculée  par  les  Tables,  exprimera  toujours 
la  latitude  de  m au-dessus  du  plan  6xe. 

Les  trois  formules  (A)  et  (B)  sont  celles  dont  on 
fait  ordinairement  usage  pour  calculer  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
' dans  l’orbite  troublée  ; en  les  réduisant  en  nombres 
et  en  les  ajoutant  aux  parties  de  ces  valeurs  qui  dé- 
pendent du  mouvement  elliptique,  on  pourra  en  lor- 
mer  des  Tables  qui  donneront  à chaque  instant  la 
position  dans  l’espace  des  dilïéreuts  corps  du  système 
solaire. 

9G.  La  méthode  par  laquelle  nous  venons  de  dé- 
terminer, au  moyen  des  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé,  les  perturbations  planétaires  dé- 
pendantes de  la  première  puissance  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  suffit  pour  montrer  comment,  par 
des  approximations  successives,  et  en  employant  à 
chaque  approximation  nouvelle  les  valeurs  du  rayon 
vecteur  et  de  la  latitude  qui  résultent  des  approxima- 
tions précédentes,  on  peut  calculer  les  inégalités  de 
ces  deux  quantités  dépendantes  d’une  puissance  quel- 
conque des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  arri- 
ver ainsi  à déterminer  leurs  valeurs  aussi  exactement 
qu’on  voudra. 

Lorsqu’on  ne  porte  l’approximation  que  jusqu’aux 
termes  de  l’ordre  des  excentricités  et  des  incliuai- 
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sons,  ce  procédé  est,  comme  nous  l’avons  dit,  le  plus 
simple  que  l’on  puisse  employer  pour  déterminer  les 
inég.alités  périodiques  des  mouvements  des  planètes; 
mais  quand  on  veut  étendre  les  approximations  aux 
inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  puissances 
supérieures  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  les 
opérations  analytiques  se  compliquent  de  plus  en  plus, 
et  elles  deviendraient  bientôt  impraticables  (n®87)  si 
l’on  voulait  calculer  rigoureusement  toutes  ces  iné- 
galités. Heureusement,  la  détermination  de  celles  qui 
dépendent  de  la  première  puissance  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  suffit  en  général  pour  les  planètes, 
et  lorsqu’il  devient  indispensable  d’avoir  égard  aux 
inégalités  d'un  ordre  supérieur,  les  considérations 
mêmes  qui  obligent  d’en  tenir  compte,  servent  à faci- 
liter leur  calcul.  Ces  inégalités,  en  effet,  ne  deviennent 
sensibles  que  par  les  petits  diviseurs,  dépendants  des 
rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouvements 
des  différents  corps  du  système,  que  l’intégration  leur 
fait  acquérir;  on  peut  donc  prévoir  aisément  la  circon- 
stance qui  rendra  sensibles  quelques-uns  des  termes 
de  ces  inégalités,  et  se  borner  à les  calculer,  en  né- 
gligeant tous  les  autres. 

Considérons,  par  exemple,  dans  R un  terme  quel- 
conque de  la  forme 

M cos [/(//'<  — nt  — t)  i' ni  4-  K], 

i et  i'  représentant  des  nombres  entiers  quelconques 
et  K une  quantité  constante,  fonction  des  éléments 
des  orbites  de  m et  m'. 
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Il  ou  rtsiiltcra  tliiiu» 


Icrnic  siiivan!  : 


; ü /• 
fl* 


r %[i’—i)n 
'in>+{e—i)n 


■ c/M 
n M + «’  -T- 
(ta 


a' — [/■«'- 


(i' -/)«]> 


cos[i(n'^ 


ni  -i-  t'  — »)  -t-  i 1^  j 


I>c  tlénominateur  de-celte  expression  peut  se  niellie 
sons  la  forme 


[(i'  — i -^-  \)  n + Wi']  [(/  — i'+  •)  n — 

et  rinégalité  qui  précède  pourra  acquérir  une  valeur 
sensible,  si  l’nn  de  ces  deux  facleui-s  est  peu  considé- 
rable. 

Il  suffira  donc  de  calculer  les  inégalités  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  qui  ont  l’une 
des  deux  quantités  précédentes  pour  diviseur  j on  peut 
d’ailleurs,  dans  ce  cas,  employer  avec  avantage  la 
méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  En 
effet,  il  suffit  de  considérer  dans  R les  ternies  dejien- 
dants  de  l’arguntent  auquel  on  veut  avoir  egard,  et 
au  moyen  des  formules^du  n°  VI,  on  aura  immédiate- 
ment les  inégalités  correspondantes  de  chacun  des 
éléments  de  l’orbite  elliptique;  en  les  substituant  en- 
suite dans  les  formules  de  ce  mouvement,' on  aura, 
de  la  manière  la  plus  simple,  toutes  les  inégalités  du 
mouvement  de  la  planète  tpii  peuvent  devenir  consi- 
déi'ables. 

La  plus  grande  difficulté  de  la  détermination  des 
perturbations  planétaires,  de  l’ordre  du  carré  et  dès 
puissances  su|iérieures  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons, consiste  donc  dans  le  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R.  Mais  plusieurs  géomètres  zé- 
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lés  se  sont  déjà  occupés  de  cette  recherche.  M.  Burc- 
khardt  a poussé  ce  développement  jusqu’aux  termes  du 
sixième  ordre;  et  M.  Binet,  dans  un  Mémoire  présenté 
à l’Académie  des  Sciences  en  i8ia,  mais  qui  malheu- 
reusement n’a  pas  été  imprimé,  a donné  la  prépara- 
tion des  quantités  nécessaires  pour  le  porter  jusqu’au 
septième.  Le  travail  de  Burckhardt,  comme  il  l’annonce 
lui-même  dans  le  préambule  de  son  Mémoire  (*), 
laissait  beaucoup  à désirer  sous  le  rapport  de  la  cor- 
rection ; nous  l’avons  donc  repris  de  nouveau  avec 
tout  le  soin  qu’exigeait  son  importance,  nous  l’avons 
étendu  et  corrigé,  et  l’on  trouvera,  dans  le  livre  VI  de 
cet  ouvrage,  l’expression  complète  et  exacte  de  la 
fonction  perturbatrice,  développée  jusqu’aux  quan- 
tités du  sixième  ordre  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Gitte 
approximation  est  plus  que  suffisante  pour  toutes  les 
recherches  que  peut  présenter  la  détermination  théo- 
rique du  mouvement  des  centres  de  gravité  des  corps 
célestes. 


(*)  Mémoires  de  V Institut , année  1808. 
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NOTES. 


NOTE  I (page*  119). 

Sur  le  mouveiuent  de  rotation. 

I.C8  relations  (/)  peuvent  s’obtenir  de  différentes  manières;  relie 
que  nous  indiquons  est  la  plus  simple.  On  trouve  ainsi 

Kj:'=  (b'  c" — b"  d)x  + [b"  c — br")y  + [bc' — b'  c)z, 
K_x'  = ( fl"  c'  — fl'  c"  ) JC  + ( ac"  — fl"  c)  J'  -+-  (n'  c — ac'  ) ï , . 
Ka'  = {a'  b" — a"  b')  x -f-  (fl"  6 — ab")r  4-  {ab'  — ii'  b)  z, 

en  supposant,  pour  abréger,  ' 

K=a(b’c'’—b"c’)+a’{b''c  — bc")  + a''{  bc'  — b'  r). 

Or,  par  la  eomjtaraison  des  équations  préeédentes  au.\  équa- 
tions (2),  on  trouve 

b’c"-b"d  , h"c  — hc"  „ bc’—b'c 

fl=  ^ , fl=— U ex— 

Si  l’on  ajoute  les  carrés  de  ces  trois  valeurs,  on  aura,  en  vertu 
des  relations  (m)  et  (a), 

K.'=[b'c"—  A"r')’-f-(//'c-  hc^y+(bc’  - b' cy=  I, 
par  conséquent, 

fl  = //  r"  — h"  r',  n'  ex  b"  c — bc” , a”  = bc'  — b'  c , 

etc . 

( AVr  page  1 24  , ligne  19.)  Celle  belle  propriété  des  moiiients 
est  facile  a dénionlirr  par  ce  qui  précède.  En  effet , on  a , jtar  le 
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n”20  et  par  la  supposition , 


M =S.(^Z  — *Y).f//»t, 
M'  = S.(zX  — xZ)  dm, 
M''=  %.{x^  —yX).üm, 


N =S.(/Z'  — s'Y').f/w, 
N'  = S.(z'X'-x'  Z'). t/m, 
N"==S.(yY'  — /X').t/m. 


Substituons  pour  x',  z',  X',  Y',  Z',  leurs  valeurs , en  obser- 

vant que  les  forces  X',  Y',  Z'  résultent  Je  X , Y,  Z , par  la  même 
transformation  que  les  coordonnées  x',  y , z'  des  coordonnées  x, 
y,  z.  On  aura,  en  vertu  des  formules (2),  n®28, 


N = S. 


(ix-l-  b'y  + b"  z){c\  + C'Y  y-  c-'L) 
(ex  4-  c’ y 4-  c"  z)  ( 6 X 4-  6'  Y'  4- 


1. 

"z),r 


dm , 


ou  bien,  en  réduisant  et  observant  que  l’intégrale  S sc  rap|iorte  uni 
quenientà  l’élément  dm  et  aux  quantités  qui  varient  avec  lui , 


Ji  = [b'c"—b"c')S.(yZ—zY)dm  + {b"c-bc")  S.(z%-x'l)dm 
4-  {bc' — b' c)  S.(xY  — J'X)  dm. 


On  trouverait  pour  N' et  N"  des  exjtrcssions  semblables,  ci  en 
vertu  des  relations  (/) , n“28,  on  aura 


N = « M 4- a' M' 4- ti"  M", 

N'  = tM4-6'M'4-6"M", 
N"=cM4-c'M'-+-c''M". 

Il  existe  donc  entre  les  coordonnées,  les  forces,  les  uionu'nts 
et  les  projections,  rapportés  à deux  systèmes  d'axes  rectangidaires, 
des  relations  analogues,  et  leur  transformation  s’opère  de  la  même 
manière,  en  multipliant  chacune  de  ces  quantités,  relatives  aux 
trois  prcmiei's  axes , par  les  cosinus  des  angles  qu’ils  forment  res- 
|K‘clivement  avec  le  nouvel  axe  que  l’on  considère. 
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NOTE  II  (pagea54). 

Sur  Pintégralion  des  équations  différentielles  du 
mouvement  elliptique. 


Los  géomètres  ont  combiné  de  toutes  les  manières  imaginables 
les  équations  (a)  pour  en  déduire,  sous  des  formes  variées,  les 
diverses  intégrales  qu’elles  peuvent  fournir.  Les  méthodes  les  plus 
savantes  de  l'Analyse  ont  etc  prodiguées  en  cette  occasion  d’une 
manière  très-superflue,  et  ces  intégrales,  sous  quelque  forme 
qu’elles  SC  présentent,  peuvent  aisément  se  déduire  des  équa- 
tions (6)  et  (c)  jointes  aux  deux  suivantes,  qui  résultent  très-sim- 
plement des  équations  (a)  : 

ilxd'‘x  + dyd'y  + dzd'f  _ ft (.rds -t- ydy -h  tdz) \ 

xd' X yd'' y zd' Z _ p (x’ H- 7’-»- *’ ) \ 

dô  P --O.J 

Ainsi,  par  exemple,  si  l’on  observe  que 
xd'x-\-yd’’y  xrf’  s = d.[xdx  ydy  -t-  idz)  — dx' — dy’ — dz', 

la  seconde  de  ces  équations  devient  , 


rfx’ -4- </y’ -H  rfï’  d.nlr  p 

dp  dp  r 


On  a d’ailleurs,  en  faisant  0*-}-  e'’  -t-  c"’=  / 


Si  entre  ces  deux  écpiations  on  élimine 


rfx’-f-  dy''+  dz' 
dp 


) on  trouve 


~dP 


et  rn  faisant 


T 


,ï  = \ir~k'. 
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ci'Uc  rqiiation  |)rcml  crtlc  forme  : 


(>!) 


équation  absolument  semblable  aux  équations  (o);  et  de  même 
qu’on  satisfait  à l’équation  en  z en  faisant  i =.  mx  -t-  nr,  on  sa 
tisfera  à l’équation  (17)  en  faisant  s = px  + qy.  c’est  une  nou- 
velle intégrale  finie  des  é(juations  (fl) , et  dont  les  yéométres  ont 
fait  un  fréquent  usage. 

Si  Ton  multiplie  la  première  des  équations  (p)  parx,  et  la  se- 
conde par  dx,  et  qu’on  les  rctranclie  Tune  de  l’autre,  on  aura 


xdp  — rdx 


d’ s 

7/F  ’ 


éipiation  qui,  en  vertu  des  intégrales  (h)  et  (c),  devient 

cd'r  — c'  d' Z , 

= d.  ‘ — • 

dt  r 


En  l’intégrant  et  en  opérant  de  la  même  manière  relativement 
3 J et  à Z,  on  aura 


üf 

r 


edf  — r'  dz 

7t 


r 


c"t/z  — rdx 


dt 


+/', 


jiz  r'  dx  — c"  dy 


dt 


équations  iiès-iitiles , auxquelles  nous  sommes  par\enu,  11°  21, 
livre  II  , < t<pie  nous  avons  employées  dans  la  Throric  des  prriitr 
bâtions  lies  comètes,  eliap.  111,  liv.  III. 
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NOTE  III  (j  )age  2 1 3). 

Sur  un  principe  du  Calcul  diffèrcnlicl  et  intégral. 

Le  procédé  (pii  permet  de  difforentier  sous  le  signe  J'  une 
fonction  intégrale,  alors  même  ipi'on  ne  saurait  obtenir  sa  valeur 
sous  forme  finie  par  les  méthodes  connties,  est  dû  à Lcibnin,  et 
comme  il  est  d’un  frécpient  usage  dans  la  théorie  du  système  du  ' 
monde,  il  ne  sera  pas  inutile  d’en  rappeler  ici  les  principes. 

Représentons  par  V la  fonction  I /(x,  a),  cfx  dans  laquelle  le 

signe  intégral  f se  rapporte  uniquement  h la  variable  x regardée 
comme  une  quantité  indépendante  de  a.  Supposons  d’abord  les 
limites  b et  a également  indépendantes  de  celte  quantité,  on  aura 


) f/x, 


et  si  l'on  suppose  l’intégration  effectué*e,  V sera  une  fonction  de  a; 
en  donnant  à cette  quantité  l’accroissement  da,  on  aura  donc, 
pour  la  variation  correspondante  de  V : 


'(/./(x,  g) 
du 


dxdu.  (l) 


On  peut  faire  sortir  da.  de  dessous  le  signe  intégral  <pii  en  est 
indépendant,  et  l’on  trouve  ainsi 


'^d.f[x,  a) 
du 

Supposons  maintenant  que  les  limites  a et  b de  l’intégrale  de* 

r’’ 

inic  I y(j;,  g)  </x  soient  fonctions  de  g. 

Ja 

Faisons  génér.ileineiit  ^/"{x,  a)  (/x  yx,  on  aura,  entre  les 
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limites  données  ; 

V = tf  b — ^ a. 

En  supposant  que  leslimites'6  et  a varient  avec  a et  on  n’ayant 
égard  qu’à  la  variation  de  ces  quantités,  on  aura  donc 

</V  Fd.ab  rib  rf.œn  da~\ 

iz^^=\rdirT.- 

L’équalion  J'/(x,  a)  dx=:  fx  donne  d’ailleurs,  en  la  différen- 
liant  et  substituant  enstûte  Â et  a à la  place  de  x. 


(l.  f b 


db 


d,^a 


da 


= f{a,  a). 


On  aura  donc,  en  vertu  de  la  variation  des  limites  a et  b, 


da. 


et  en  ajoutant  cette  partie  de  la  variation  de  V à celle  qui  résulte 
directement  de  la  variation  de  a dans  la  fonction  f{x,  a)  et  qui 
est  donnée  par  l’équation  (i),  on  aura  sa  variation  totale;  en  divi- 
sant l’expression  résultante  par  da. , on  trouve  ainsi  en  vertu  de 
l’équation  (2), 


dV_  ^d./{x,a) 
da.  X da 


. <tb  . , , , da  ,, 


Il  suit  do  là  (|iio  lorsque  les  limites  a et  b de  l’inlégralo 

[x,  a)  seront  des  quantités  indépendantes  de  a,  pour  avoir 

le  coefficient  différentiel  de  cette  fonction  par  rapport  à a,  il  suf- 
fira de  différentier  sous  le  signe  J"  la  fonction  / (x,  a)  par  rap- 
port à a.  Dans  le  cas  contraire,  on  ajoutera  à ce  résultat,  ainsi 
obtenu,  la  partie  de  la  variation  de  ce  coefficient  qui  dépend  de  la 
variation  des  limites. 

Si  la  quantité  par  rapport  à laquelle  on  veut  avoir  le  coefficient 
différentiel  de  V,  était  l’une  des  deux  limites  b el  n qu’on  siqipose 
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indépcnilanifi  rime  de  l’aulrc  cl  n’entrant  pas  dans  f{x,  a),  on 
aurait  simplement  : 


dS  ^ dS 


Les  remaripies  précédentes  s’étendront  aux  intéj'rales  multiples 
dont  les  coefficients  dilTereiitiels,  relatifs  à une  (|uantiic  regardée 
d’abord  comme  constante,  s’obtiendront  en  différentiant  sons  le 
signe  intégral  l't  en  ajoutant  au  résultat  les  termes  provenant  de  la 
variation  des  limites,  lorsque  ces  limites  dépendront  d’une  ma- 
nière ipielconque  de  cette  ipiuntité. 


NOTE  IV  (pagea66). 

Sur  le  (léueloppeinent  en  séries  des  formules  du 
moinæincnl  elliptùpie. 

La  théorie  du  mouvement  dans  l’ellipse  nous  a conduit,  n°  2S, 
livre  II , aux  trois  formules  suivantes: 

ni  = U — e sin  « , 
r = fl  ( I — e cos  U ) , 

I / 1 “f"  c I 

dans  lesquelles  ni  représente  la  longitude  moyenne  de  la  pla- 
nète, V sa  longitude  vraie,  r son  rayon  vecteur,  « l’anomalie  ex- 
centrique, fl  la  demi-grand  axe  de  l’orbite  et  c l’excentricité. 

Nous  avons  employé  pour  dévelop|>er  ces  formules  par  rap|>ort 
à l’excentricité  e , supposée  très-petite,  la  formule  connue  sous  le 
nom  de  série  de  Lagrange,  et  nous  en  avons  déduit  les  expres- 
sions des  trois  variables  « , r et  e en  fonction  de  la  longitude 
moyenne  ni.  Mais  on  peut  obtenir  ces  mêmes  exjiressions  par  une 
autre  méthode | qui  est  d’un  usage  utile  dans  un  grand  nombre 
de  questions  de  physique  et  de  mécanique , cl  qui  a l’avantage 
d’ètrc  indépendante  de  la  grandeur  de  l’excentricité  c,  en  sorte 
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c[uVllt‘  jicut  s’apiiliqitor  aux  ancirnnes  plani-li>s  comme  à celles 
(l’une  (lécouvei'te  plus  recente. 

Représeuions , pour  abréger,  j)arx  la  Inngiludc  moyenne  nt,  et 
supposons  les  trois  variables  « , r et  <>  développées  en  séries  pério- 
diques des  sinus  et  cosinus  de  l'angle  x et  de  ses  multiples,  en  sorte 
que  l’on  ait 

« — X = A,  sinx  -i-  Al  sin  2x  -I-  A,  sin  3 X -4- . . . , ] 

r =.  B,  -f-  B,  cosx  + B,  COS2X  -t-  Bj  cos3x  -f-,  . . , > ( }) 

V — X = C,  sinx  -t-  C,  sin2x  -I-  C]  sin  3 X -t- . . . . ] 

Dans  ces  séries  A,,  A, , B,,  B,, . . C,,  C„  etc.,  représentent 

des  coeflirients  indéterminés  indépendants  de  l'angle  x,  et  qu’on 
pourra  exprimer  au  moyen  d’intégrales  définies  de  la  manière  sui- 
vante. 

On  observera  d’abord  que  / et  /'  désignant  deux  nombres  en- 
tiers quelconques,  et  r la  denii-circonfénmce  dont  le  diamètre  e-st 
l'unité,  on  a généralement 

I cos/'x  cosi'x(/x  = O,  Ç sin/x  sin('x//x  = O, 

*/0 

pour  le  cas  où  / et  /'  sont  deux  nombres  dilTérents  l’un  de  l’autre,  et 

Jr  C0S’/x(/x  - rr,  f sin'/x//x  = 1,7. 

r.  2 X . 2 ’ 

pour  le  GIS  où  l’on  suppose  /==/'. 

Enfin,  si  l’on  suppose  i = o dans  ces  deux  dernières  formules, 
la  première  sera  égale  à tt  et  la  seconde  a zéro. 

Cela  posé,  si  l'on  nndtiplie  respectivement  les  trois  r.>riuulcs(2'., 
la  première  et  la  dernière  par  sin/x//x,  la  seconde  par  cos/Xf/r, 
et  qu’on  intègre  les  équations  résultantes,  en  vertu  des  relations 
precèdmtes,  on  aura 

I {"  — x^sin/'xf/x. 


2 r 

B,  = - I rtosixi/x, 

” J 


(3) 


C.  = ^ J(e-.e)s 


si  II  IX  r/,r, 
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i l'Iant  un  iiumiire  entier  (luclcoitqtie  ; jxiiir  le  cas  particulier,  oii 
l’on  suppose  i = o,  on  aura 


On  |>ourra  , au  moyen  de  ces  rorniules,  calculer  les  valeurs  des 
cocflicients  A,-,  D, , C/  soit  par  la  méthode  des  quadratures  mé- 
caniques lorsqire  l’excentricité  e est  supposée  d’une  grandeur 
quelconque  , soit  par  des  développements  ordonnés  par  rapport 
aux  puissances  ascendantes  de  cette  quantité  lorsqu’elle  est  suppo- 
sée très-petite,  comme  cela  a lieu  pour  les  planètes  principales. 

Pour  rendre.ee  calcul  plus  facile,  il  crinvient  de  substituer  dans 
les  formules  précédentes  à la  variable  a-  et  à sa  dilférentielle  iLc  les 
angles  u et  tlu.  La  première  des  équations  ( ■ ),  en  la  différentiant  et 
en  observant  que  rfx  = /n/r,  donne 

f/x  = { 1 — e cos  II  ) du. 

Les  deux  premières  formules  ( 3),  en  y substituant  cette  valeur, 
ainsi  que  celles  de  x et  de  r,  tirées  des  équations  (i),  et  en  obser- 
vant que  les  limites  x = o et  x = jt  répondent  aux  limites  u =zo 
et  U = TT,  deviennent 

c cos  H ) sin  « sin  / (/<  — c sin  u ) , 

B*  = — / t'cosn]’ eosj{« — esino) 

Jo 

ou  bien,  en  intégrant  par  parties  et  obseï  vaut  que  l’on  a sin  « = o 
et  sin/(«  — esinu)  = o,  aux  limites  de  l’intégrale, 

A, 

B, 

1. 


= — l du  cos  « cos  i(u  — e sin  » ) , 

' I 

2oe  r . . . 

— — I du  sin«  smi  («  — e sinn). 

'"■J» 
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Dans  !<•  cas  paiiiculicr  <lo  / = o,  on  a 


La  valeur  tle  15„  est  alors ‘donnée  sous  forme  finie,  mais  c'est  la 
seule  des  valeiiis  des  coefficients  des  trois  st'ries  (a) qui  puisse 
s’exprimer  de  eette  manière. 

On  peut  donner  aux  formules  précédentes  une  forme  encore 
plus  simple  ; en  elfet , la  valeur  de  A,  peut  s’écrire  ainsi  : 

— — Ç du  eos i [u  — f sin  « ) 

Je 

— f dit{\  — f cos  n)cosi  («  — esin  h). 

J O 

La  seconde  de  ces  intégrales  est  égale  à -j  sinf  («— c sm  «), 

quantité  toujours  nulle  aux  limites  « = o et  u = tt,  puisque  l’on 
suppose  / un  nombre  entier  différent  de  =téro,  on  aura  donc  sim- 
plement 

— f du  cos  i (il  — esin  h). 

Jo 

Quant  à la  valeur  de  Bi,  elle  est  liée  à celle  de  A,  par  une  rela- 
tion très-simple.  En  effet,  si  l’on  diffé-reniie  par  rapport  à c la 
valeur  précédente , on  aura 

du  siiiK  sin  I («  — c sin  m ). 

tir  i îî  Jq 

‘ En  comparant  celte  expression  à la  deuxième  des  formules  (4),  on 
trï>uvc 

d^i 

,,üur  toutes  les  valeurs  de  r differentes  de  /.cro. 

Ou  aura  iiumédiatemcnt , au  moyen  de  cette  équation  , la  va- 
leur de  H,  du  moment  que  celle  <le  A;  sera  connue. 
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La  Iroisifim  lUs  équations  (3),  in  l’inK-  rant  par  pallies  tl  i ii 
ohseï  vant  que  <•  = nt  = 4:  aux  deux  liinilrs  de  rinlégrale,  domic 


(ix. 


La  troisième  des  formules  (1),  en  la  diiïèrcntiant,  donne  d’ail- 
leurs 

fin  v'  I — e' 

I — c cos  U 

et,  par  conséquent, 

I — e’ 

dx  ( I — c eos  H )’ 


En  substituant  cette  valeur,  ainsi  que  celle  de  dx  et  de  ros/x,  dans 
l’expression  de  C,,  et  en  observant  iiuc  l’intèt,'ialc  fca%ixd.r  est 
nulle  aux  deux  limites  x = o et  .r  = r pour  toutes  les  valeurs 
de  i differentes  de  zéro,  on  trouve 


in  / 
vu 


du  cos  / ( « — V si 
I — c cos  U 


(5) 


Les  coefficients  A,,  B,  , C,  sont  ainsi  exprimés  sous  une  forme 
trés-commode  pour  le  calcul,  soit  qu’on  veuille  les  déterminer 
par  des  quadratures  mécaniipies  ou  par  la  méthode  des  sr  ries.  Il 
ne  s agira  plus,  dans  ee  dernier  cas,  (jiie  de  développer  les  for- 
mules precedentes  en  suites  ordonnées  par  rajrport  aux  |)uissanees 
de  l’excentrieité  c,  après  qu’on  les  aura  disposées  de  manière  que 
les  differents  termes  ilc  ces  séries  puissent  être  aisément  ramones 
à des  intégrales  que  l’on  sache  obtenir  par  li-s  formules  connues. 

La  méthode  précérlcnte  peut  s’appliquer  encore  à nn  grand 
nombre  de  questions  du  système  du  monde,  et  l’on  pourra  l’em- 
ployer avec  avantage  toutes  les  fois  qu’on  aura  à développer  une 
fonction  donnée  en  série  dont  la  forme  est  connue  d’avance. 
Ainsi,  par  exemple,  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires, où  l’on  a,  comme  nous  l’avons  vu  n"  W,  livre  II,  à déve 
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' ' loppcr  lyu:  fonr  lion  de  celle  forme  (i  — i-ct  cos  y + a')  en  série 
ortlonnée  suivanl  les  cosinus  de  l’angle  ly  et  de  ses  mnlliples,  on 
posera 

' =r 

( I — 2 a C41SŸ  -(-  a')’  2 ‘ ' 

-h  6|'’cos/>.  i 

el  l'on  pourra,  en  lui  appliquant  l’analyse  précédenle,  exprimer 
chacun  des  coefficients  indéterminés  6*'* , etc.,  d'une  ma- 
nière très-simple  au  moytm  d’une  intégrale  définie.  En  effet,  si 
l’on  inultiplic  par  cos/y  ifij)  les  deux  membres  de  cette  équation, 
et  qu’on  intègre  l’équation  résultante  depuis  9=0  jusqu’à  ç=2  7t, 

î 7t 

cf(j)  COSIlj>COSl'f=0, 

. toutes  les  fois  que  i est  un  nombre  entier  différent  de  en  effec- 
tuant les  intégrations  indiquées,  on  trouvera  généralement 

— i 

’ J O (I  — 2 a cosy -t-  a*), 

En  faisant  successivement  1 =z  o , i = i , / = 2 , etc.,  dans  celte 
e\|)ression  , on  aura  les  valeurs  des  divers  coefficients  6*'*, 

etc.,  exprimés  de  la  même  manière.  C'est  par  ce  moyen  que 

d'Alenilierf,  Clairaut  et  les  incmiers  géomètres  qui  s’occupèrent 
de  la  théorie  des  perturbations  planétaires,  déterminèrent  les  va- 
leurs numériques  des  deux  premiers  coefficients  de  la  série  (6),  que 
l’on  a trouvé  ensuite  le  moyeu  de  calculer  d’une  manière  plus 
expéditive  par  les  develo|)pcments  en  suites  récurrentes  ( n"  t$I, 
livre  11). 

Enfin,  en  étendant  à des  fonctions  de  deux  variables  le  meme 
procédé,  on  détermine  par  des  intégrales  doubles  les  coefficients 
des  différents  ti  rmes  de  la  fonction  jierturbatrice  R développée 
en  si’-rie  de  cosinus  des  moyens  mouvements  de  la  planète  trou- 
blée et  de  la  |ilanète  peilurbatrice , et  de  leurs  multiples,  et  l’on 


pn  observant  que  l’on  a,  entre  ces  limites,  f 

. Jo 


COS^  + cos  2 y . . . 1 

! (G) 
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peut  obtenir  les  valeurs  <le  ces  coeffictents  par  les  méthoilos  du 
calcul  intégral  avec  plus  d’exactitude  que  l’on  n’en  doit'esperer  de 
la  méthode  ordinaire  des  développements  en  suiles  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites,  moyen 
d’ailleurs  qui  devient  insuffisant  lorsque  les\aleurs  des  excentrici- 
tés et  des  inclinaisons  ne  sont  plus  renfermées  dans  des  limites 
assez  étroites,  comme  dans  le  cas  des  nouvelles  planètes,  pour' 
assurer  la  convergence  des  séries  (*  ). 

L’étendue  de  cette  Note  nous  force  à supprimer  l'application 
que  nous  nous  proposions  de  donner  ici  des  formules  précédentes 
il  la  détermination  analytiqtie  des  trois  coefficients  généraux  À/, 
B,  , C,  en  suites  ordorfnées  par  rapport  aux  puissances  de  l’excen- 
tricité e,  et  à montrer,  par  la  comparaison  des  résultats’ avec  les 
expressions  obtenues  n"24,  livre  II , le  parfait  accord  des  deux 
méthodes  ; nous  renverrons  donc  pour  les  détails  de  ce  calcul  à un 
Mémoire  très-intéressant  de  M.  Poisson,  inséré  dans  la  Connais-' 
sance  des  Trniiis  pour  i8'.-.q. 

V (|);tge  3oï>). 

Sur  le  mouvenienl  d'un  point  matériel  attiré  vers  un 
centre  fixe. 

\ 

■ Le  défaut  d’espace  nous  oblige  à supprimer  1a  Note  <pie  nous 
avions  préparée  sur  cet  objet;  nous  renverrons  à un  Mémoiie  de 
M.  Plana,  sur  le  même  sujet,  inséré  dans  le  tome  VIII  de  la  Cor- 
rc.spo/tdancc  Quctc\el,  et  où  toutes  les  difficultés  que  peut  pré- 
senter le  mouvement  d’un  point  matériel  attiré  vers  un  centre 
fixe,  autour  duquel  il  oscille,  ont  été  longuement  discutées  et 
habilement  aplanies. 


(*)  On  trouvorii  ùc  plus  aniplos  liévclopponn-iils  sur  rc, sujet,  iV  10, 
livre  \l. 
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NOTl'  A I ,(l>:tgf 

Sur  It:  plan  invariable  du  sycteme  planclairc. 

Nous  iivons  iléveloppé  , d^ns  le  n“  79  du  second  livre,  la  lliéo- 
l ie  du  plan  inouriabtr;  nous  avons  démontré  (pie  ce  plan  pouvait 
être  regardé  comme  fixe,  même  lorsqu'on  avait  égard  dans  sa  dé- 
termination au  carré  des  forces  perturliatrices  ; mais  nous  avons 
(irésenté  en  même  temps  des  observations  tendantes  ê restreindre 
l’utilité  pratique  dont  ce  plan  peut  être  pour  les  besoins  futurs  de 
l’astronomie.  Nous  avons  montré  que  jiour  qu’il  pût  servir,  comme 
l’espérait  l’illustre  géomètre  auquel  on  en  îloit  la  découverte,  à 
déterminer  exactement  les  changements  survenus  par  la  suite  des 
siècles  dans  les  positions  des  orbes  planétaires,  et  dans  celles  des 
étoiles  mêmes  que  nous  appelons  fixes,  il  faudrait  connaître  éga- 
lement une  ligne  fixe  d’où  l’on  pût  compter  les  longitudes  des 
nœuds  des  orbites  planeUires  sur  ce  plan  , en  même  temps  qu’on 
mesure  leurs  mutuelles  inclinaisons,  |)iiisqiie  ces  deux  éléments 
sont  nécessaires  [lour  fixer  d’une  manière  certaine  leur  position 
dans  l’espace.  M.  l'oisson  avait  proposé  de  c'ioisir  pour  cette  ligne 
I.»  droite  que  décrit  par  son  mouvement  rectiligne  le  cenire  de  gra- 
Mté  du  système  solaire  et  qui  semble  se  diriger  vers  l’eloile  a de 
la  constellation  d’IIemile,  mais  cette  ligne  est  encore  trop  impar- 
faitement connue  pour  (jue  cette  idie  ingenieiise  puisse  être  réa- 
lisé'e  avant  un  grand  nombre  de  siècles,  et  la  théorie  du />/«« 
//o'«/7«4/f,  par  conséquent , doit  être  regardée  comme  un  beau 
résultat  d’analyse,  mais  jusipi’ici  de  jieu  d’utilité  pour  la. pratique. 

Telle  est  donc  l’idée  précise  que  l’on  peut  se  faire  de  ce  plan 
dont  l’introduction  dans  la  théorie  du  .Système  du  Monde  est  due 
.1  Laplacc;  ses  avant.ages  pratiques  sont  contestables,  mais  sa  dé- 
teriuiiiation  analytique  est  exacte  et  sa  découverte  fait  honneur  au 
génie  inventif  de  son  auteur.  Cependant  un  géomètre  distingué, 
M.  Poinsot,  membre  de  l’Institut  et  du  l’ureuu  des  Longitudes, 
a cru  pouvoir  élever  cpichpics  doutes  sur  l’exactitude  même  delà 
ilétermiuation  aiialvliqvic  de  ce  plan  telle  cpie  nous  l’avons  pré- 
sentée , dans  le  n"  79  du  livre  II,  d’après  les  iilecs  de  Laplacc  et  en 
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portant  l’approximation  jiisipraux  quantilvs  du  second  ordre.  Il 
a prétendu  (pi'iine  partie  des  (|uantités  <|ui  doivent  roncourii'  à la 
dcterminàtion  du , telles  que  celles  qui  résultent 
des  aires  engendrées  par  la  rotation  du  Soleil  et  des  principales 
planètes  autour  de  leur  centre  de  gravité,  avaient  été  omises  dans 
l’analyse  de  Laplace  , et  que  leur  existence  même  avait  échappé  à 
l’esprit  clairvoyant  de  ce  grand  géomètre.  Cei  observations,  (pii 
d’ailleurs  ne  sont  appuyées  sur  aucun  calcul  numérique  ipii  seul 
pourrait  leur  donner  quelque  valeur,  ne  supportent  point  un  ex.v 
luen  sérieux.  En  effet,  si  des  variations  appréciables,  dues  aux 
causes  que  nous  venons  de  mentionner,  pouvaient  exister  dans  la 
position  du  plan  invariable,  c'est  aux  équations  memes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  célestes  qu’il  faudraü  recourir 
pour  les  déterminer.  Nous  avons  montre , dans  le  n"  10  du  livre 
cité,  que  les  circonstances  inhérentes  à la  constitution  de  notre 
système  planétaire,  autorisent  à négliger  dans  ce  mouvement  tous 
les  termes  provenant  de  la  ligure  non  sphérique  du  Soleil  et  des 
planètes;  c’est  ce  qu’a  fait  Laplace,  c’est  ce  qu’ont  fait  tous  les 
géomètres  qui  l’ont  précédé  ; bien  plus , nous  nous  siniimes  assuré 
par  un  calcul  direct  que  ces  termes  étaient  en  effet  insensibles,  et 
nous  ferons  voir,  n“  815,  livre  VI,  que  la  stabilité  du  système  du 
monde  n’en  pourrait  être  altérée.  S’il  en  était  autrement,  nous  eu 
serions  avertis  par  l’observation,  et  ce  ne  seraient  pasahu’s  les  chan- 
gements peu  importants  du  plan  invariable , qu’il  nous  faudrait 
considérer  d’abord,  ce  seraient  les  inégalités  nouvelles  que  nous 
apercevrions  dans  les  mouvements  planétaires  ainsi  que  dans  les 
expressions  de  leurs  excentricités  et  des  quantités  qui  fixent  la 
position  de  leurs  orbites.  Pour  les  déterminer,  il  suffirait  d’intro- 
duire dans  le  dévelop|>ement  de  lu  fonction  perturbatrice  les  ter- 
mes dus  à la  non-sphéricité  des  planètes  et  du  Soleil.  On  arriverait 
ainsi  de  la  manière  la  plus  simple  aux  formules  d’où  dépend  la 
position  du  plan  invariable  dans  ee  nouveau  système  (*j.  Leur 
réduction  en  nombres  ne  serait  pas  aussi  facile,  il  est  vrai,  parce 
qu’elle  dépendrait  des  trois  moments  d’inertie  du  Soleil  ) qui  nous 

(*)  Vorn  Livre  VI,  clia|iilro  IX. 
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sont  tolaleiiu'nl  inconnus;  mais  lieiirciisomcnl  ces  quantités  sont 
inutiles  à considérer,  parce  qu’elles  n'ajouteraient  aux  équa- 
tions (K)  du  n°79,  que  des  termes  absolument  insensibles.  II  en  est 
donc  de  la  théorie  du  plan  im-ariahlr  comme  de  la  plupart  des 
questions  de  la  AIrcnniqiie  crleste , on  ne  doit  pas  entendre  ces 
mots  dans  un  sens  trop  absolu,  mais  admettre  seulement  que  le 
plan  invariable  , tel  que  nous  l’avons  defini  n“  79,  livre  II,  ne  dif- 
fère du  plan  qui  serait  rigoureusement  invariable  dans  un  système 
(]ueIconque  de  corps  soumis  à leurs  actions  mutuelles,  que  de 
quantités  tout  à fait  insensibles  et  que  la  constitution  du  système 
solaire  nous  permet  de  négliger,  de  meme  que  l’on  dit  que  les 
pôles  terrestres  sont  invariables  .à  la  surface  du  globe,  parla 
raison  que  l’on  s’est  assuré  que  si  leur  position  subit  quelques 
variations,  elles  seront,  dans  tous  les  temps,  inappréciables  aux 
observations  les  plus  précises.  Le  plan  invariable- , dont  nous  de- 
vons la  découverte  à l-aplacc,  en  supposant  sa  théorie  complétée 
comme  nous  l’avons,  dit  plus  haut,  suffira  donc  à nos  besoins; 
l'invariabilité  de  ce  dernier  plan  consiste  en  ce  que,  à toutes  les 
époques,  dans  les  siècles  les  plus  reculés,  les  astronomes  le  re- 
ti'ouvcront  à la  même  place  que  nous  lui  assignons  aujourd'hui.  Il 
leur  suffira,  jiour  déterminer  sa  position  relativement  à un  plan 
quelconque  mené  arbitrairement  ]>ar  le  centre  du  Soleil,  de  re- 
connaître par  l'observation  les  masses  des  planètes,  les  grands 
axes  et  les  excentricités  de  leurs  orbites , ainsi  que  les  inclinaisons 
et  les  longitudes  des  nœuds  de  ces  orbites  rapportées  au  même 
plan.  Dans  T'-tat  actuel  du  système  solaire,  deux  causes  peuvent 
seules  faire  éprouver  à ce  plan  des  dérangements  sensibles.  La 
première  serait  le  cas  où  quelque  ]>Ianète , jusqu’ici  inconnue, 
ou  bien  les  comètes  dont  nous  n'avons  pas  considéré  l'action , 
influeraient  d’une  manière  appréciable  sur  sa  position;  la  se- 
conde, le  cas  où,  |iar  quelque  grande  catastrophe  de  la  nature, 
quelqu'une  des  plus  grossi-s  planètes  serait  tout  à coup  anéantie, 
et  cesserait  de  partici|H-r,  par  son  action,  au  mouvement  géné- 
ral du  svstème. 
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N(yrE  VII  (page  3 1 4). 

Sur  la  théorie  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 

Euler,  le  grand  analyste,  avait  imaginé  le  premier  cet  ingénieux 
artifice  de  calcul,  qui  consiste  à faire  varier  les  constantes  arbi- 
traires introduites  par  l’intégration  d’un  nombre  quelconque  d’é- 
quations difTércntielIcs , pour  étendre  les  intégrales  à des  ternies 
supposés  très-petits  par  rapport  aux  autres  et  que  l’on  n’avait 
pas  considérés  dans  une  première  approximation.  Laplace  et  La- 
grange, en  appliquant  ce  procédé  au  mouvement  troublé  des 
planètes  autour  du  Soleil , étaient  parvenus  ensuite  à donner  aux 
variations  des  éléments  de  l’orbite  elliptique  une  forme  particti- 
lière , très-propre  à faciliter  le  calcid  des  divei-ses  inégalités  tant 
jiér'mdiriucs  que  séculaires.  Lagrange,  toujours  porté  à généraliser 
lesméibodes,  couronna  sa  carrière  scientifique  en  étendant  au 
mouvement  d’un  système  de  corps , lies  entre  eux  d’une  manière 
quelconque,  les  mêmes  formules  qu'il  avait  trouvées  pour  le  mou- 
vement d’un  point  libre,  et  en  établissant  ainsi  entre  tous  les  pro- 
blèmes de  la  Mécanique  une  corrélation  qui  les  unit  entre  eux.  Il 
est  curieux  de  voir  par  quels  moyens  très-simples  il  parvint  à cette 
découverte,  l’une  des  plus  belles  et  des  plus  utiles  qu’on  ait  faites 
dans  l'analyse. 

1.  En  conservant  toutes  les  notations  du  n“  If»,  livre  II,  les 
trois  équations  différentielles  du  mouvement  d’un  système  de 
corps , ri-agissant  les  uns  sur  les  autres  d’une  manière  (piclconque, 
prendront  cette  forme  : 

ds  dV  _dil  du  dV  dv  ^ 

dt  d(f  df'  dt  di/  c/  j»  * dt  </9  dit 

Soient  a,  h,  c,f,  g,  h les  six  constantes  arbitraires  qui  entrent 
dans  les  intégrales  de  ces  éipiations  obtenues  en  faisant  abstrac- 
tion de  leurs  seconds  membres.  Si  l’on  désigne  généralement  |iar 
la  caractéristique  5,  placée. devant  une  quantité,  sa  variation  diffé- 
rcnliellc  duc  à la  variation  îles  constantes  arbitraires  que  son  cx- 
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pression  renferme,  tl’uprct  les  prineipes  de  la  lliéorie  de  la  varia- 
tion des  constantes  arbitraires,  qui  permet  de  s’imposer,  outre  les 
conditions  du  problème,  celle  que  les  coordonnées  ®,  Ji,  0,  et  leurs 
jiremières  différences  conservent  les  mêmes  valeui-s  dans  le  mou- 
vement troublé  et  dans  celui  qui  aurait  lieu  sans  l’action  des  forces 
perturbatrices,  on  aura  entre  les  quantités  y,  i}i,  0,  j-,  «,  v les  si\ 
eijuations  suivantes  : 


<»?  = O, 

, (tn 


O-Ù  = o , 


00  = o. 


, fUi  , , ,ni  , } (2) 

0 K = — lit,  01-  = — f/e.  \ 

d-\  fio  J 


Ces  équations,  en  y substituant  pour  ô-J-,  oO,  ô.«,  Su  et  Je 
leurs  valeurs,  suffisent  pour  déterminer  les  variations  differen- 
tielle-s  des  six  constantes  «,  />,  c,  etc.  ; mais  les  procédés  ordinaires 
de  I élimination  conduisant  à des  formules  trop  compliquées  pour 
ètred  aucun  usage,  on  les  en  déduit  d’une  manière  indirecte  mais 
très-simple  par  les  considérations  suivantes.  ’ 

La  fonction  perturbatrice  U étant  supposée  une  fonction  don- 
née des  trois  variables  y,  •-}/,  0,  si  h la  place  de  ces  quantités,  on 
substitue  leurs  valeurs  en  fonction  du  temps  t et  des  constantes  a, 
<^1/1  g,  h introduites  par  l’intégration;  et  qu’ensuite  on  diffé- 
rcnlie  par  rajiport  à l'une  d’elles , |iar  rapport  à la  constante  «par 
exemjile,  rex|>rcssion  résultante,  on  aura 

thï 
f/a 


/f/Ll\ 

1 'h 

/f/n] 

. (/  \ 

IdiW 

1 7Û,^ 

[(/■i,) 

U; 

1 

1 f/a  ’ 

équation  ipii , en  vertu  des  formules  ( 2 ),  peut  s’écrire  ainsi  : 
\f/a  j fltt  ,la  t/ft  (/fl  ' t/fi  ' f/a 


on  aurait  des  formules  semblables  pour  chacune  des  conslanti-s 
arbitraires  />,  r,/,  g,  h. 

Si  dans  rex|)rcssion  jirécédentc  on  substitue  pour  J.r,  J«,  etc., 
leurs  valeurs  en  observant  que.i,  «,  e,.ç,  -}>,  0 étant  supposés  des 
fonctions  du  temps  t et  des  conslaiiles  a , />,  r,f,  g,  /i,  ou  a géue 
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ruleineiu  : 


, (/.'■  , fis  ,,  fis  . fis  fis  , fis  .. 

ds  = — fia  — ,/6  4-  _ de  4-  — tlj  4-  -7-  <lg  ~h  -77  <lf‘ f 

da  flb  de  df  dg  dh 

et  ainsi  des  autres;  que,  pour  abréger,  011  fasse 


. . . d'^  ds  d^  ds  fl'!^  du 

’ da  db  flb  tin  du  dh 

flb  dv  flO  do 


da  db  db  da 


r/<|i  du  j 

dblü,\ 


et  ([u’on  représente  gcncralenient  par  le  symbole  [ /,  / ] une  coin- 
bluaison  des  deux  constantes  / et  X , formée  de  la  même  manière , 
Dotation  suivant  laquelle  on  aura 


[/,  Xj  = -[X,/],  [/,/J  = o, 

on  trouvera 

dt—{a,  b]  db+[a,  c]  dc+[a,f\  df  4-  [«,  {,']  h\db.  ( 4 ) 


On  formerait  des  é'ipiations  semblables  relativement  à cbacurfe 
des  constantes  b,  e,f  g,  b,  et  l’on  en  déduirait  ensuite,  par  l’éli- 
mination, les  valeurs  des  variations  différentielles  da,  db,  etc., 
exprimées  en  fonction  des  différences  partielles  de  la  fonction  li 
prises  par  rapport  à ces  mêmes  constantes. 

C’est  de  cette  ntanière  que  Lagrange  a le  premier  pré-senté  la 
nouvelle  théorie  de  la  variation  tics  constantes  arbitraires  dans  les 
problèmes  de  MiTanique.  Ses  formules  sont,  comme  on  voit,  in- 
vci'ses  de  celles  auxquelles  nous  sommes  parvenu  dans  le  n“  18 
du  livre  II , et  qui  donnent  directement  l’exiu’ession  des  varia- 
tions différentielles  de  chacune  des  constantes  arbitraires  du  pro- 
blème, sans  que  l’on  soit  <>bligé  de  recourir  à aucune  élimination 
pour  les  obtenir.  Mais  outre  (jue  cette  élimination  n’offre  par  elle- 
même  aucune  difficulté  dans  la  pratique , les  formules  de  I.ai- 
grange  jmrmettcnt  de  démontrer  d’une  nianière  très-simple  l’im- 
portanle  proprié*tc  cpii  rend  ce  procédé  d’analyse  si  utile  dans  la 
ihcorie  des  inégalités  planétaires. 


/ 
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On  sait,  en  effet,  que  sun  principal  avantage  consiste  en  ce  (pie 
les  variations  différentielles  des  constantes  arbitraires  sont  expri- 
mées en  fonction  des  différences  partielles  de  la  fonction  pertur- 
batrice prises  par  rapport  à ces  mêmes  constantes  et  multipliées 
par  des  coefficients  indépendants  du  temps.  Pour  vériGer  ce  ré- 
sultat, il  sufGt  de  démontrer  que  chacune  des  quantités  [n,  i], 
[rtj  c],  etc.,  est  en  effet  une  constante  absolue,  ou  une  fonction 
des  arbitraires  n,  b,  c,  etc.,  qui  ne  renferme  jtas  explicitement  le 
temps  t. 

Or  la  quantité  que  nous  avons  représentée  par  U,  étant  une 
fonction  connue  des  six  variables  <f,  t}>,  9,  <f’,  9',  si  on  la  diffe- 

rentie  par  rapport  à la  constante  a introduite  |)ar  la  substitution 
des  valeurs  de  ces  quantités,  on  aura 

/fiV\  ^ /^\  ^ (/9 

fin  \ f/if  / y rf  ij(  y lia  ~^  \ J 0 ) da 

/(W\  rV  /£U\  }fœ\  <1^ 

yc/ip'y  dn  \ j (la  \f/9'/  ilii 

Kn  observant  que  nous  avons  suppose,  n°  15,  livre  II, 


et  que  les  équations  (i),  en  faisant  abstraction  de  leurs  seconds 
membres,  donnent 

, rfU  , ^ d\:<  , ’r/U  , 

ds  — -r—  dt,  du  = -rr  dr,  di>  — ——  dt, 

dt/  ’ (/i}i  f/9 

cette  formule  |)eut  s'écrire  ainsi  : 

f/U  ds  da  du  f/it  tir  d fi  da  db'  <i0‘ 

du  dt  du  dt  dn  dt  du  dn  dn  dn  ’ 

on  trouverait  de  mi-me  par  ra|>port  à la  constante  />; 

f/U  ds  f/y  du  f/'|i  dv  ftQ  tfy  d^'  f/9' 

db  dt  db  lit  dh  dt  db  db  db  ilb 

Ola  pose,  si  l’on  dillerciitie  l.i  premiéri- de  ces  valeurs  par  rap- 
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poi'l  à la  constante  h,  et  qu’un  en  retranche  lu  seconde  «lifféren- 
tiéc  par  rapport  à la  eoiistanle  a , en  cITaçant  les  ternies  qui  se 
(letruisc'nt  iniituelleinent  dans  le  rc-sultat,  et  en  observant  que  l’on  a 

_ </-U 

f/n  M dh  du 

un  trouvera  la  formule  suivante  : 

ds  f/ç  ds  rfç  du  f/ij<  du  d-h  dv  f/6  dv  dO 

db  da  du  db  db  du  da  db  db  du  da  db 

Ou  aura  donc  , en  inté(;rant , 

d.t  d'si  ili  f/y  du  f/\j/  du  f/\j<  f/l’  f/G  dv  dO 

db  dn  da  db  db  da  da  db  db  da  da  dh 

Or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  précisément  la  valeur 
de  la  quantité  que  nous  avons  représentée  par  le  symbole  [n,  />]; 
cette  quantité  est  donc  une  fonction  indépendante  du  tçmps  t , ce 
qu’il  s’agissait  de  démontrer. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là  que  l’élimination  n'introduira 
que  des  coefiieients  pareillement  indépendants  du  temps  dans  les 
valeurs  des  variations  différentielles  des  constantes  arbitraires, 
exprimées  en  fonction  des  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice,  prises  par  rapport  à ces  mêmes  constantes. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à cet  important  résultat  dans  le 
n°  17  du  livre  II , mais  la  démonstration  directe  de  cette  pro- 
position exige  une  analyse  compliquée  et  très-délicate.  C'est  par 
cette  raison , sans  doute  , que  Lagrange,  pour  bien  faire  ressortir 
le  principe  fondamental  de  sa  nouvelle  théorie  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  avait  préféré  une  route  détournée  à 
celle  qui  devait  le  conduire  plus  directement , mais  d’une 
manière  plus  pénible,  au  but  qu’il  se  proposait  d’atteindre. 

Les  (jiiantités  [a,  b],  [a,  c],  etc. , tpii  entrent  dans  les  for- 
mules précédentes , ont  avec  celles  que  nous  avons  désignées  par 
les  symboles  {a,  b),  (a,  c),  etc.,  dans  le  n"  10  <lu  livre  II , la 
plus  grande  analogie,  mais  leurs  valeurs  sont,  pour  ainsi  dire,  ren- 
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vt'rst^s.  I-<'S  prfiniiTCs  supposent  les  variables  cxprinu'es  en 
fonctipn  (lu  lcmj>s  t et  des  constantes  introduites  par  l’intégration  , 
ce  (|ui  est,  en  elTct,  le  but  final  de  tous  les  problèmes  de  méca- 
ni(|ue,  mais  ce  qu'on  ne'  pourrait  obtenir  le  plus  souvent  s«>us 
forme  finie  que  par  des  éliminations  très  - compliquées  et  quel- 
quefois, même  impraticables  à cause  îles  fonctions  transcendantes 
introduites  par  l’analyse.  Les  secondes,  au  contraire  , supposent 
les  constantes  exprimées  en  fonctidn  des  variables  du  pro- 
blème et  de  leurs  différences  premières,  ce  qu’on  obtient  aisé- 
ment dans  les  deux  principales  questions  du  système  du  monde  : 
celles  des  mouvements  de  translation  cl  de  rotation  des  corps 
célestes.  Les  formules  directes  du  n°  18,  livre  II , semblent  donc 
encore  sous  ce  rapport  avoir  de  l’avantage  sur  celles  de  Lagrange  ; 
mais  il  est  bon  d’avoir  des  formules  ap|dirables  aux  differents 
cas  qui  peuvent  se  présenter  : c’est  ensuite  aux  géomètres  à 
choisir  entre  elles,  selon  les  circonstances. 

2.  Pour  montrer  l’usage  des  formules  precedentes,  faisons-en 
d’abord  l’application  au  mouvement  de  translation  d’une  planète/» 
troublé  par  l’action  de  la  planète  ni'.  Si  l'on  désigne  parr,  j-,  z,  les 
coordonnées  de  ni  dans  son  orbite  elliptique,  rapportées  à trois  axes 
rectangulaires  passant  par  le  centre  du  soleil,  on  pourra  supposer  j-, 

) , J exprimes  en  fonction  du  temps  t et  des  six  constantes  intro- 
duites par  l’intégration  des  formules  du  mouvement  elliptique. 

On  peut  prendre,  dans  ce  cas,  les  trois  coordonnées  rectan- 
gidaircs  a-,  /,  z pour  les  variables  indépendantes  du  problème,  et 

en  supposant  x'  ~ ^ fortifie  générale  {.1) 

deviendra 

ilx  dx'  rix  flx'  (l)-  ity 

Ha  db  Hb  Ha  Ha  db 

dy  dy’  dz  dz'  dz  dz' 

db  dn  da  db  db  da 

Cela  jK)Sé,  si  l’on  désigne  par  « Vanomnlic  cxccntriqm:  ilc  la 
planète,  par  nt -|- c sa  longitiidi;  moyenne  au  bout  du  temps  t, 
par  c l’exccntricite  de  l’orbite  et  par  a le  demi-grand  axe,  lié  à la 
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constante  n par  rcrjiiation  nz=.  a ' , on  aura  par  les  formules  du 
niouvement  dans  l’ellipse , 

r.t  c = H — e siu.«. 


Si  l’on  désigne  ensuite  par  X et  Y les  deux  coordonnés  rectan- 
yidaircs  de  m , rapportées  au  plan  et  au  grand  axe  de  son  orbite, 
l’origine  étant  au  foyer  de  la  courbe,  on  aura  (n"  ôl,  livre  II) 

X = rt  cos  II  — ne  , Y — a ^ I — c’  sin  «. 


Désignons  maintenant  par  g l’angle  que  le  grand  axe  de  l’orbite 
fait  avec  la  ligne  d’intersection  du  plan  de  cette  orbite  et  du  plan 
fixe  des  xr,  par  a l’angle  compris  entre  cette  intersection  et  une 
droite  fixe  ipie  nous  prendrons  pour  l’axe  des  a:,  et  jiar  (p  l’incli- 
naison mutuelle  des  deux  plans  ; par  les  règles  ordinaires  de  la 
transformation  des  coordonnées , on  aura  (n“  51,  livre  II) 


x = [\  coig  — Y’  sin  ")  cosi*  — (X  sing’  Y cos  g-)  cos  y sin  x , 
J'  = (X  cosg  — Y sin  g)  sinx  (X  sing  -H  Y cosg)  cosp  cosa, 
Z = (X  sin  g -I-  Y cosg)  sinif. 


Ces  valeurs  sont  sous  une  forme  très-commode  pour  l’usage 
de  la  formide  (5),  jtarce  que  les  constantes  s’y  trouvent  séparées 
eu  deux  groupes  ; les  variables  X et  Y ne  renfermant  que  les 
constantes  rt,  e,  c qui  dépendent  de  la  forme  tfe  l’orbite  et  de  la 
position  de  la  planète  sur  cette  courbe  à un  instant  donné  et 
étant  indépendantes  des  trois  constantes  g,  a,  <j>  qui  fixent  la 
position  du  grand  axe  et  du  plan  de  l’orbito. 

A l’aide  de  ces  valeurs  et  de  leurs  différentielles  substituées 

* 

dans  la  formule  ( 5 ),  on  formera  celles  des  quinze  symboles  [a,  c], 
[n , c],  etc.,  et  par  un  calcul  facile,  on  trouvera  les  valeurs  sui- 
vantes : 


r 1 ""  r 1 — ne 

^-j  g]  = J,  


[c.  a]=- 
[ç,  » ] = sin  ç { I — c'). 


ne  co%<f 
^ a {i  — c’) 
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Les  valeurs  des  neuf  autres  symboles  [«,<•],  {a,  y],  [e,  c],  [e,  a],  ' 
[e,  ç],  [c.  a],  [a,  g],  [r,  ^],  [y,  sont  égales  à zéio. 

On  substituera  ces  valeurs  dans  la  formule  générale  {2) , et 
en  y faisant  R = il , on  trouvera 


/ 


^da  ) 

de  ) 
r/R 


,U  = -21  de-  ,tg  _ 


dt: 


2 

ac 


aevoao 

dg-h  -;====  r/a, 


2rt 


(/x. 


\la{\  — e')  v'«('— f’j 


J ""  J 

\r/ry 


i 


r/R\  . _ \/^ 


dtz= 


da  — 


dt\, 


K 


X'^gf  v'"('— c’) 

dx  / 2 a 

* fleCOSG/  , . : , 

— -y====  de  — sin  f V«  ( I — J « Ÿ » 

a ( I — <?  * ) 

/^/R\  1— 

d’où,  par  une  élimination  facile,  et  en  observant  qu’on  a o’  /»’  = i , 
on  tire 


da  = 2 n’  ndt  \ — ^ \ , 
\dc  J 


de 


dg  = 


an  dt  \J  I 


da  : 


e 

an  lit 


dit,— 


sin  y I — ( 
an  dt  cos  q 


siii  y y 


c^)(dK\ 

an  dt  \f\~- 

-e'  /r/R 

\dc) 

' e 

</R\  an 

dt(  \ — c*  ) j 

r/R\ 

7") 

e \ 

^ de  } 

an  dt  cos  y 

V / 

sin  y y/  1 — r 

5 [ r/y  ; 

/r/R\ 

\ .)  ’ 

-i  — \- 

andt 

- V/»"  ' 

sin  y \/  1 — , 

- 

\ //  a / 

) (ti) 
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formules  qui  seront  identiques  avec  celles  du 'n”  41,  livre  H , 
lorsqu’on  y aura  introduit  à la  place  des  constantes  c,  g.,  a les 
constantes  c , u et  x que  nous  avons  considérées  dans  ce  numéro. 

5.  Appli(|uons  maintenant  les  formules  générales  du  n"  1 à l'inté- 
gration des  équations  différentielles  du  mouvement  de  rotation.  lai 
formule  (3)  suppose  que  l’on  a déterminé  les  vari.ables  du  problème 
en  fonction  du  temps  et  des  constantes  arbitraires  que  la  question 
comporte.  Il  serait  difficile  de  les  obtenir  sous  cette  forme  en  em- 
ployant les  formules  rigoureuses  données  par  l’intégration  des 
équations  du  mouvement  de  rotation,  lors<]ii’oa  fait  abstraction 
des  forces  perturbatrices,  mais  elles  s’y  réduisent  pour  ainsi  dire 
d’elles-mémes  lorsqu’on  emploie  pour  intégrer  ces  équations,  la 
méthode  ordinaire  des  approximations  successives,  comme  nous 
en  avons  fait  un  essai  dans  le  n“  54  du  livre  I ; seulement,  pour 
l’application  de  la  formule  (S'),  on  est  obligé  de  pousser  l’ap- 
proximation plus  loin  que  nous  ne  l’avons  fait  dans  le  numéro 
cité. 

Reprenons  donc  les  équations  différentielles  du  mouvement  ale 
rotation  d’un  corps  qui  n’est  soumis  à l’action  d’aucune  force  per- 
turbatrice. On  a,  n"  34,  liv.  1", 

A flfi  -+-  ( C — B)  — o , \ 

Bf/</-t-(A  — C)7;f/r  = o,  I (7} 

C f/r  -1-  ( B — A)  jiqrit  = o . ) 

Les  lettres  p,  <■/,  /•,  A,  R,  C ayant  iei  la  même  signification  que 
dansée  numéro,  et  rit  représentant  l’élément  du  temps. 

Supposons,  comme  dans  le  numéro  dont  il  s’agit,  que  l’axe  de 
rotation  s’écarte  toujours  très-peu  du  troisième  axe  principal, 
c’est-à-dire  de  celui  auquel  se  rapporte  le  plus  grand  moment 
d'inertie  C,  les  deux  qu.intités  p et  7 devront  toujours  demeurer 
très-petites,  et  en  négligeant  leurs  carrés  et  faisant,  pour  simplifier 
les  formules. 


on  trouvera  (n"  .54,  liv.  r'")  cpie  l’on  satisfait  aux  équations  (5) 
I.  35 
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on  supposant 

=:  — ar  sin  nù  ( /il  c) 

q ■=.  l>c  vo%al>  (^ni r) 
r — n 


c et  c étant  deux  constantes  arbitraires,  dont  la  première,  dépen- 
dant des  écarts  de  Taxe  instantané  de  rotation,  est  toujours  néces- 
sairement une  très-petite  quantité,  dont  nous  supposerons  qu’il 
est  permis  de  négliger  les  carrés  et  les  puissances  supérieures. 

Cependant  l'approximation  précédente,  comme  nous  l’avons 
dit  plus  haut,  ne  sufBrait  pas  dans  la  question  qui  nous  oçcu|>e, 
parce  que  les  termes  de  l’onlrc  e>  renfermés  dans  les  valeurs  des 
variables  y>,  7,  r,  s'abaissant  par  la  différentiation  au  premier 
ordre  d.ins  les  lormulcs  de  la  variation  des  constantes  arbitraires, 
il  est  nécessaire  d'avoir  égard  à ces  termes  pour  obtenir  dans 
les  formules  finales  tous  les  termes  qui  dépendent  de  la  quan- 
tité c. 

Nous  avons  vu  (n°  54,liv.  !"■)  qu’on  peut,  en  général,  par  des 
substitutions  successives,  obtenir  les  valeurs  des  trois  quantités 
p,  7,  r ordonnées  en  séries  procédant  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  la  quantité  très-peiile  e,  les  valeurs  de  p et  7 ne 
contenant  que  les  puissances  impaires  ilc  c,  et  la  quantité  r <|ue  les 
puissances  paires. 

En  effet,  si  l’on  substitue  les  valeurs  de  p et  7 dans  la  troisième 
des  équations  ( 7 ),  on  en  tire 


(B  — A)c> 
4nC  ' 


:os  2 nb  [ni  -f-  c). 


En  substituant  cette  nouvelle  valeur  dans  les  deux  premières 
équations  {7  ),  on  en  tirerait  des  valeurs  plus  approebées  de  p et 
de  7,  mais  les  termes  qui  résulteraient  de  ce  calcul,  étant  tous 
multipliés  par  le  cube  de  la  quantité  e,  nous  pouvons  nous  dis- 
penser de  l’effectuer  puisque  nous  omettons  les  (piantités  de  cet 
ordre. 

Cela  posé,  pour  déterminer  les  trois  angles  f,  i|i  et  6,  d’où  dé- 
pend ,’t  cliatpic  instant  la  position  des  trois  axes  principaux  du 
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corps,  on  a (n"  54,  liv.  I)  les  équations  suivantes  : 

(Itf  =.  rdt  -H  cos  0 rf\{/, 
rfO  = — cosff  pdt, 

sin  0rf-{<  = coiq qdt-i-  binqpdt. 

En  substituant  pour/y,  q,  r leurs  valeurs  et  intégrant  les  équa- 
tions ré‘sultantes,  on  aura  par  une  première  approximation 

q = nt->rt,.  6 = 7,  !{<=«, 

/,  7 et  oc  étant  trois  constantes  arbitraires. 

. En  ayant  égard  , dans  la  seconde  approximation , à la  première 
puissance  de  la  quantité  r,  on  aura 


f/9  = éff  sin  (nt  /)  cos  nb  [nt  -(-  c) 
-t-  fie  cos  (/if  -(-  /)  sin  nb  (ni  ■+•  e), 
sia 7 d^  = be  cos(«r  -I-  /)  cos  nb  (nt  + c) 
— ne  sin  (nt  i)  iin  ab  (nt  + c). 
En  intégrant  et  faisant , pour  abréger. 


1 B b . _ , , , fVfi  . , f'  . f / 

— cos(/r<  + «)  cosfjo  (/îf -f- c) — — sin  (/rr -f- /j  sinfro  («r  + e)  =r  y, 
C>  O 

^sin  (fît -H  /)  cos  ai  (a/-f-c)-U  ^ cos  (nt  -t-  /)  sin  ai  (/fr-hc)= 


on  trouvera  (n°  54,  liv  l'"') 


a sin  7 


Ces  valeurs  introduisent  dans  l’expression  de  f/y  le  terme  sui- 
vant ; 


CCOS7  , 

— : — " Z 
«sin  7 


On  aura  donc,  en  intégrant, 

y — n t i 


r y'  cos  7 
ff  si  u 7 


Par  une  nouvelle  approximation  cl  en  désignant  par  yy,  J-}  et  30. 
les  termes  des  tmis  variables  ®,  -\f  et  0 qui  dépendent  du  carré  de 

35. 
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la  tn-s-pciîle  <ii\anlitc  r,  faisant  de  plus,  pour  abréger, 

ri=-—  B’/r'-fAVj’—  , . cos2(//f-h/) 

)S(p|  1 +(B-4’-t-A-rt’)cos2nt'(«t-f-c)  J 

■ — A’«’)cos2  ni  (/?/+ r) 

-1-2  ABnisin9.(/7/  + /)  sin  2ni  (n/-|-r)| 

<-l  I jfB’i’  — A’n’ 

^ ~ bC"  I Lh-  ( B’i'-f- A’n')  cos2ni(nr-+  c) 

-t- 2 AB  ai  cos  2 (nr -h*/)  sin  2 ni  («<-)- f)|  , 

. nc’cosv  ,,  2 n' fi’ cos  7 

«’siny  n’sin’7 

(2C  — A — B)  e’f  n'e’(i-P  cos’7) 

4"Ç  n’sin’7 


1 sin  z(nr  -h  t) 


ou  a trouve 


50 

— 


En  continuant  ainsi,  il  est  clair  qu’on  développerait  les  varia- 
bles 7,  ■},  0 en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  c,  mais  nous  nous  contenterons,  comme  dans  ce  qui  pré- 
cédé, d'avoir  égard  au  carré  de  celte  quantité. 

Pour  comprendre  dans  un  seul  terme  tous  ceux  qui  multiplient  f en 

{2C— A-  B) fi’ 


dehors  du  signe sinusou  cosinus,  on  substituera  n — 


4«c 


à la  place  de  n dans  les  fjonmiles  précédentes,  ce  qui  altérera  les 
valeurs  des  variables  r et  ip  sans  changer  celles  de  p,  7,  ij/  et  0.  En 
réunissant  ensuite  les  valeurs  précédentes,  on  aura 

p — — <7fisinni(/if  -t-  c), 

7 = ificosni  (nt  -+-  c), 

(2C  — A — B)fi’  (B  — A)fi» 

r = „—  ' - 

4 « C 


4 fi  c 


^ cos  2 ah  [nt  4-  c). 


y fi  n fi’ cos  7 

9 = 7 : 1 r— : I 

n fi’  Sin  7 


(•)) 


•/ C ?.  11  cos  7 
= a -H  -A — -f-  ' 


1'  , 

//*sin’7 


n smy 

'/  V VI  »s  7 n ' c’  ( ! -H  c*  IS*  7) 
Y — -f-  / 4-  : -f-  


tt  Sin  7 


//Mur  7 
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Ces  forniules  contiennent  six  constantes  arbitraires,  «,  e,  c,  l,  a,  y, 
•elles  [représentent  ilonc  les  intégrales  complètes  des  six  équations 
(,)et(8).  • 

Il  s’agit  maintenant  d’étendre  ces  six  intégrales  an  cas  où  l’on 
a égard  aux  forces  perturbatrices,  en  faisant  varier  les  constantes 
arbitraires  qu’elles  renferment  et  en  déterminant  leurs  variations 
.ati  moyen  de  la  formule  (4) , n"  1. 

Si  l’on  désigne  par  V la  fonction  perturbatrice  ou  la  quantité 
qui  représente  riiitégrale  de  la  somme  de  tous  les  éléments  du 
sphéroïde  divisé-s  respectivement  par  leur  distance  au  centre  de 
l’astre  L et  multipliés  par  la  masse  de  cet  astre,  qu’on  nomme  T la 
demi  somme  des  forces  vives  de  tous  les  points  du  corps,  et  que. 


pour  abréger,  on  fasse, 

il—  ‘ 


"V—  I' 

sr-'f’’ 


il  faudra  d’abord,  conformément  à ce  qu’on  a vu  n"  lô,  liv.  1, 
former  les  valeurs  des  trois  quantités 


s 


rfT  f/T 

57  ’ “ ~ f/'l''  ’ ^ 


f/.T 

f/0'’ 


Or,  on  a , n”  55,  liv.  I , 

4-  B 17’  -1-  C 

2 ’ 

et  les  équations  ( 8 ) donnent 

yj  = ^j(’sin  0 sin  ® — 0'cosy, 
f/  = ij('  sin  0 cos  y -4-  0'  sin  y, 

/•=  <p'  — y cosO. 

Eu  substituant  ces  valeurs  dans  f et  en  différentiant  ensuite,  t u 
aura  (n”  4,  Uv.  IV) 

.1-  = C r, 

« = Ay>  sin  0 sin  y -(-  B </  sin  0 cos  y — C rcos  0, 
e = B f/  sin  y — \/>  cos  y. 

En  remplaçant  dans  cos  formules  y,  r par  leurs  valeurs 

précédentes,  ou  aura  celles  des  trois  quantités  f,  «,  •’  exprimées  en 
fonction  du  temps  / et  des  six  constantes  n,  c,  r,  I,  a,  •/. 
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En  négligeant  toujours  les  puissances  de  c supérieures  à la  se- 
conde, on  a trouvé  ainsi  : 

(aC  — A — B)c’ 


: C « - ’ 


e’  /B  — A\  , ,, 

^ ^ — 1 c’ cos  2 (10  [ru - 


C n cos  7 


4" 

(C  — A)  (C  — Bje'cosy 


2 n C 


2 C n'c’  cos  7 


n sin  7 - 

On  peut  remarquer  que  la  quantité  n est  elle -même  une  con- 
stante indépendante  du  temps  t,  ce  qui  tient  à ce  que  ti  représente, 
comme  on  le  verra  n"  8,  liv.  IV,  le  double  de  la  somme  des  aires 
tracées  sur  le  plan  perpendiculaire  à l’axe  des  z,  |>ar  les  projections 
des  rayons  vecteurs  de  tous  les  cléments  du  sphéroïde  et  multi- 
pliées respectivement  par  leurs  masses,  quantité  qui  doit  être 
constante  d’après  le  principe  de  la  conservation  des  aires  (n°  Ï5, 
liv.  1").  . • 

Il  ne  s’agit  plus  maintenant  que  de  substituer  dans  la  formule 
générale  ( 3 ) h la  place  des  six  ipiantités  7,  ij»,  0,  s,  u,  v leurs 
valeurs  précédentes  pour  former  celles  des  différents  symboles 
[n,  a)  (/?,  /)  etc.  La  différentiation  relative  à la  constante  c de- 
vant abaisser  dans  les  expressions  de  7,  0,  s,  u,  i>  d’une  unité 

l’ordre  des  termes  qui  la  renferment,  il  en  résulte  que  les  valeurs 
dés  symboles  [n,  e),  (/,  t>),  etc.,  ne  seront  exactes  qu’aux  quantités 
près  du  second  ordre  par  rapport  à c,  quoique  l’on  ait  poussé  l’ap- 
]>roximation  jusqu'aux  termes  de  l’ordre  c'  dans  les  expressions 
de  ces  variables.  On  pourra  donc  négliger  également  les  termes 
de  l'ordre  du  carré  et  des  puissances  supérieures  de  e dans  le  calcul 
de  toutes  les  quantités  symboliques  {«,  g),  [n,  l),  etc,  ce  qui  en 
facilitera  la  détermination. 

Cela  posé,  calculons  d’abord  les  dix  symboles  (n,  c),  [h,  l), 
(".  («.  7).  (/.  '^)f  (A  “).  (A  ■/},  (c,  a),  (c,  7)  et  (7,  a)  qui  ne  ren- 

ferment pas  la  constante  c. 

Il  suffira  de  supposer,  d’après  l’observation  précédente. 


c cos  7 


>’X 


«5107  «siny 

. C «,  « — C n cos  7,  I'  = ('  <• 


0 = 7 — . 
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Kn  diriércnliaiU  ces  valeurs  et  faisant  abstraction  dans  les  résul- 
tats obtenus  des  termes  qui  contiennent  le  temps  t,  puisqu'un  est 
assuré  d’avance  que  ces  termw  doivent  disparaître  d’eux-mêmes 
dans  les  quantités  {n,  c),  [n,  l),  etc.,  qu’il  s’agit  de  calculer,  on 
trouvera 


'/?  

,ln  ~ 

Tl  ~ 

il  O 

/ = O' 

O a 


— I — o 


)ls 

tin 


tls 

7i=^’ 


fis 

flx 


:0, 


(U 

Ta. 
du 
dn 
du 
11 
du 


dd  . 
-7-  = 0, 

dfù 

= 0, 

dfi  _ 

dn 

de 

tic  ’ 

de 

d^ 

do 

r/; 

dû 

Ti^^' 

*7^  = 0, 

7-  =0, 
d-f 

T,- 

da 


dv 


du 


dv 


= C,  — t^cosy,  = -y_=o,  :^7=o,  - = o. 


dv 

O,  - = 0, 


ds 


de 

du 


de 


de 

dv 


= O,  — = C«  siny, 

«•y  d-f  d'f 


==o, 


dv 


' = O. 


dx  dx 

La  substitution  de  ces  quantités  dans  la  torimile  (3)  a donné 

(/j,c)  = o,  («,7)  = O,  («,  fj  = — c,  (//,  a)  = CcoS7, 

(/,  c)  = O,  (/,  a)  = O,  (/,  7)  = O, 

(c,  a)  = o,  (c,  7)  = o,  (a,7)  = C«  siny. 

Calculons  maintenant  les  cinq  symboles  (e,  l),  (e,  c),  [l,  c),  (y,  e) 
et  (a,  e)  où  entre  la  lettre  e.  Considérons  d’abord  le  symbole  (e,  /). 
EndifTérentiantpar  rapport  à des  valeurs  des  quantitésy,  s,u,v 

et  faisant  abstraction  des  termes  qui  ne  produiraient  que  des  quan- 
tités périodiques  ou  de  l’ordre  du  carré  de  e que  nous  négligeons, 
on  aura 

• dtf  dO  X. 

dl  ’ de  U ' dl  ndl  ’ 

ds  (2C  — A — B)e  dv 

de  7.  U ' dl 


±-Cy' 
dl  de~^^-' 


Kn  substituant  ces  valeuis  dans  la  rurimile 

duf  ds  d^  dv  dh  dv 
’ ' dl  dv  dv  fit  d(  ilv 
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on  trouve  ■ 

, (2C  — A— R)e  Ce(y‘dx  — xdr: 

ou  bien,  en  substituant  pour  y,  x't  <ix  !'■■««  valeurs  et 

omettant  les  termes  périodiques , 

, ,,  (2C — A — Be  (A' a’ -4- B' é’)  f 

(e,  /)  = — — —, 

■ ln  2 C « 

expression  qui,  en  vertu  des  valeurs  de  n et  b,  donne  < . 

La  quantité  {c,  c)  sc  calcuU*  par  la  formule 


or,  on  a 


et,  par  suite, 


(iv  tlO  do 

’ de  dt  de  de 


di'  ^ dy  dh  d'^ 

de  ^ rfr  ’ de  ^ ndc^ 


En  substituant  pour  x>  ïi  leurs  différentielles  leurs  valeurs, 
on  trouve 

ab^ 


et  pur  cuDScquent 


de 


(e,  c)  = — 


ABn’A’ 
C«  ' 


ou  bien,  en  remplaçant  n’  et  h-  par  leurs  valeurs. 
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Le  symbole  (e,-  a)  est  donné  par  la  formule 

dans  laquelle  il  faut  substituer  pour  ^ et  ^ leurs  valeur 

' rf«_(C  — A)(C— B)fcos7 

r/  a * ’ f/c  C « 


553 


ou  aura  ainsi 

' , , ( C — A ) (C  — B ) c eos.y 

{e,a)  = - ^ — -• 

C « 

En  calculant,  de  la  même  manière,  les  deux  symboles  («,  c)  et 
(7,  c),  on  a trouve 

(n,  c)  = ü,  (c,7}=,o. 

En  réunissant  les  valeurs  <|ue  nous  venons  de  calculer,  on  trou' 
vera  les  neuf  quantités  symboliques  suivantes,  égales  à zéro, 
savoir  : 

(/j,c)=o,  {/i,e)  = o,  (n,7)=o,  (c, /)  = o , (c,a)  = o, 

(c,7)  = o,  (/,a)  = o,  (/,  v)=o,  (c,7)=o, 

et  les  six  autres  seront  déterminées  par  les  formules  suivantes  : 

t r i \ r ! \ (C  — A)(C  — B)  c 

[n,l)=z  — C,  (//,  *)  = CcoS7,  (c,f)  = ' r> 


(c,/)  = 


_ (G  — A)(C  — B)c 


C— 7-’  iy)  = 
(a,  7)=  C«  si0  7. 


(C— A)(C— B)ccOS7 
C«  ’ 


Au  moyen  de  ces  valeurs  la  formulé  générale  (4),  n"  1,  en  suji- 
■ • ■-  ■ - 
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posant  V = O,  donnera 


^ lit  — — Ç,dl  -H  C C0S7  d X, 

(7??)'*  = - c« 

(C-A)(C-B) 


(G — A)  (C' — — A)(G  — B)ecosy  ^ 

C/i 


^dV] 


Cn 

(C- A){C-  B) 


cdt. 


edc, 


d\\  ^ 

dt  = Cdn  - cdr 

\ dl  / G« 

(d\\  , ^ (C?-A)(C-B)cosv 

I — j </f  = — C COS7  dn  ' — '■ 

4- C«  sin7  r/7, 

d’où  l'on  tire  , par  l'élimination  , 
dt/dV  dV\ 


C« 

(C-A)(G-B) 


c n 


de 


dn  = • 


C\dl 


de 


. cdt(d\\  Cndt  (d\\ 

' ~ ~ ~c  \'dF, } ~ (cz;7ïy[(rzrB”)  \ Ti? j ' 

Cndt  /dV\ 
(C-A)(C-Bj  \ r/c  j ’ 


cr/c  rr: 


^ dt  / cosy  dt  /r/V 

C \Jr/«  / C«sin7  \ r/7 


> (-0) 


dt 


rfV\ 


Cn  sin7  \ dy  / 

COS7  dt  I dV  \ dl  I r/V 

C«sin7  \ di  ) C»sin7  \r/a 


r/V\ 


On  peut  donner  à ces  éf|uations  différentes  foniies  d’après  la 
signilicalion  des  constantes  rpie  l’on  aura  considérées.  Si  à la  place 


Digitized  by  Coogle 


Dü  SYSTKMK  DU  MO.^DK. 


555 


«les  l'oMSliiiitcs  II , r,  c,  l,  X,  y on  voulait  iiilroduire  , dans  les  Itfr- 
inulcs  préfodentes , les  constantes  /t,  Â , etc.,-  qui  entrent  dans  les 
intégrales  finies  du  mouvement  de  rotation  (n°So,  livre  I),  on 
observerait  d’abord  que  si  dans  les  expressions  des  constantes  // 
et  i (numéro  cita)  on  substitue  pour  p,  7 et  r leurs  valeurs  pré- 
cédentes, en  négligeant  les  puissances  de  c supérieures  à la  seconde, 
on  trouve 

h=Cn\  /c^=On'~{C 
d'où  l’ou  tire , en  differentiant , 

(Ui-  = 2 C « (In , ^ Clin  — — 

On  a d’ailleurs,  en  désignant  par  / et  ^ les  deux  constantes  qui 
doivent  compléter  les  intégrales  des  formules  (3)  et  (4)  (n®  SB, 
livre  I ),  et  en  comparant  leurs  valeurs  à celles  des  constantes  cet/, 

nl  = c,  nl  + g=:l, 

et , par  suite, 

mit  ~ fie , lig  = lit  — lie.  (12) 

En  regardant  successivement  V comme  une  fonction  des  constantes 
^'1  ^ ■>  ^ > ë comme  une  fonction  des  constantes  n,  e,  c,  l,  on 
trouve  ensuite 


it\  _(C  — A)(U  — B)  rfV  ii\  _itV  lis 
cite  Cn  dk^  de  mil  dg 

lis  _d\  <IS  _ dS  dS 
dl  dg  ' dn  ^ ■!“ 

Si  l’on  substitue  ces  valeurs  dans  les  quatre  premières  formules  (10) 
et  qu’on  remplace  ensuite  dn,  ede,  dl  et  de  par  leurs  valeurs  dans 
les  équations  (i  i)  et  (12),  on  trouvera 
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Ces  formules  coïncident  complètement  avec  les  quatre  premières 
formules  (P),  qu’on  trouvera  n"  7,  livre  IV”,  en  siq>posanl  dans  • 
celles-ci  / = C«.  Quant  à la  cinquième  et  à la  siaièiue  , elles  coïn- 
cident avec  les  deux  dernières  formules  (lo),  parce  que  les  con- 
stantes a et  7 ont  la  même  signification  dans  les  dpiix  cas. 

Il  faut  observer,  toutefois , que  les  formules  précédentes  ne 
sont  qu’approchées , tandis  que  les  formules  (P)  du  n“  Tf  livre  V,  ' 
sont  generales  et  s’étendent  à toutes  les  puissances  de  la  quantité -e 
dont  nous  avons  ici  négligé  le  carré  et  les  puissances  snpérieures.à 
la  seednde.  Mais  lorsqu'il  s’agit  du  mouvement  de  la  Terre,  cette 
a|>proximation  est  suffisante , parce  qu'on  peut  alors  regarder  la 
constante  c qui  dépend  des  oscillations  de  l'axe  de  rotation  autour 
du  troisième  axe  jrrincipal , comme  une  quantité  très-petite  de 
, l’ordre  des  forces  perturbatrices  (n°  13,  livre  V).  On  pourrait 
donc  déduire  des  formules  précédentes  toutes  les  lois  des  phéno- 
mènes qui  dépendent  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  tels 
(|ue  celui  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  t'axe 
terrestre , mais  nous  renvoyons  au  livre  V le  développement  de  ces 
importants  résultats  : nous  aVons  voulu  seulement  montrer  ici 
comment  on  pouvait  déduire  des  formules  de  Lagrange  les  expres- 
sions différentielles  des  variations  des  constantes  arbitraires  qui 
entrent  dans  les  formules  du  mouvement  de  roüition.  Ce  grand 
géomètre  avait  indiqué  lui-même  cette  application  dans  le  beau 
Mémoire  où  il  jeta  les  premiers  fondements  de  la  nouvelle  théorie 
* de  la  variation  des  constantes  arbitraires  [*,),  mais  il  ne  l’avait 
pas  développée,  le  temps  lui  ayant  manqué  sans  doute  pour  ter- 
miner son  travail. 


(•)  lUrmoiies  de  l'iiistiiat  |inur  les  années  1808  cl  1809. 
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Les  valeurs  de  n,  n',  etc.,  contenues  daas  ce  tableau  , suppo- 
posent  que  le  temps  t est  exprimé  en  années  et  fractions  d'années 
juliennes.  Les  moyennes  distances  en  ont  été  conclues  par  la  loi 
de  Képler,  en  prenant  pour  unité  la  distance  moyenne  du  Soleil 
ù la  Terre.  Enfin , toutes  les  longitudes  sont  comptées  de  l’équi- 
noxe moyen  du  printemps,  à l'époque  du  i”  janvier  i8ot,  et 
l'on  doit  se  rappeler  que  l'on  entend , dans  les  Tables  astrono- 
miques, par  longitude  du  périhélie,  la  distance  angulaire  du  pé- 
rihélie au  nœud  ascendant,  augmentée  de  la  longitude  du  nœud. 


Masses  des  planètes,  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 
unité,  ou  valeurs  de  ni,  m',  etc. 


Mercure. 
Vénus. . 
La  Terre 
Mars . . . . 
Ju|)ilcr.  . 
Saturne. 
Uraniis.  , 


I 

190970b 

I 

401889 


856354 

1 

7.6801337 

I 

1048,89 

I 

35uo , 7 

I 

17918 
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